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Посвящается памяти наших дорогих учителей:
Григория Михайловича Фихтенголъца
и Владимира Ивановича Смирнова

ПРЕДИСЛОВИЕ К ТРЕТЬЕМУ ИЗДАНИЮ

В этом издании мы ограничились минимальными

изменениями предыдущего издания. Точнее говоря, речь идет, о новом

тексте §§ 2, 3 главы XVI о так пазываемом принципе
неподвижной точки Шаудера. По-новому доказана лежащая в основе

упомянутого принципа теорема Ерауэра: с использованием, по

существу, редуцированного на рассматриваемую ситуацию
понятия степени отображения. Оригинальный подход к этому
понятию разработал недавно новосибирский математик В. В. Иванов,

который любезно предоставил в наше распоряжение
необходимые материалы. Он же обратил' наше внимание на

возможность более совершенного изложения этого вопроса.
В той же главе включена дополнительно теорема Эрроу —

Дебре.
Некоторые дополнения внесены в главу X и указаны

применения упорядоченных пространств в теории экономических

моделей. В этом нам оказали помощь А. М. Рубинов и А. В. Бух-
валов.

В главе XI существенно изменено изложение § 4 —
доказательства теорем вложения С. Л. Соболева. В этом мы

опирались на помощь В. П. Ильина и Ю. Г. Решетняка.

Наконец, в главе XVIII добавлено применение теорем о

методе Ньютона в задаче конформного отображения. В этом

участвовали Б. А. Вертгейм и Д. А. Мильмап.
Всем названным лицам выражаем нашу признательность за

оказанное содействие в подготовке данного издания.

Л. В. Канторович, Г. 77. Акилов



ПРЕДИСЛОВИЕ КО ВТОРОМУ ИЗДАНИЮ

Со времени выхода в свет первого издания настоящей книги

под названием «Функциональный апализ' в нормированных

пространствах» прошло двадцать лет. За это время произошли

коренные изменения как в положении математики в системе

современных научных представлений, так и внутри самой
математики. Прежде всего эти перемены коснулись места

функционального анализа среди математических дисциплип. Если при
выходе в свет первого издайия книги функциональный анализ

воспринимался как сравнительно новая и перспективная часть

анализа, то в настоящее время термины «функциональный
анализ» и «математический анализ» стали практически равпообъсм-
ными. Более- того, сейчас функциональный апализ является

единым языком всей непрерывной математики. Ни одно
серьезное исследование по теории функций, по дифференциальным
уравнениям и математической физике, по числепным методам,

по математической экономике и теории управления и в других

областях не обходится и не может обойтись без широкого
использования языка и результатов функционального анализа.

Именно этим объясняются, с одпой стороны, бурное развитие
функционального анализа как математической науки и, с

другой стороны, та все возрастающая роль, которую

функционально-аналитические методы играют в приложениях.

Авторы с гордостью и беспокойством осознают

произошедшие перемены. Гордость — это естественное проявление чувства

сопричастпости важным историческим событиям. Беспокойство
же вызывает судьба представляемой читателю кпиги — ведь

сейчас уже невозможен универсальный (пусть даже вводный)
учебник функционального анализа. Поэтому при подготовке

настоящего издания, хотя опо и подверглось значительной

переработке, мы сочли целесообразным сохранить общий замысел и,
в основном, отбор и расположение материала, принятые в

первом издании. Однако в ряде вопросов, в частности в теории
топологических векторных пространств и в теории интегральных

операторов, изложение существенным образом изменено. Если

прежде основное изложение опиралось на теорию

нормированных пространств, а топологические векторные пространства

излагались,, хотя и довольно развернуто, но как факультативный
материал, то в настоящее время, в соответствии с логикой раз-
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вития функционального анализа, топологические векторные
пространства были взяты за основу изложения, с чем связано
и изменение названия книги. Добавлена глава, посвященная
основам' теории полуупорядоченных пространств. Построение
теории интегральных операторов и их представлений
проводится на базе идеальных пространств измеримых функций.

По-прежнему наибольшее место уделено применениям

функционального анализа в прикладном анализе, что составляло

характерную особенность и первого издания данной книги.
Наличие этих разделов в данной книге стимулировало разработку
соответствующих вопросов у нас и за рубежом. Изложение их

в настоящем издании в некоторой мере дополнено и

модернизировано. Существенной особенностью данного издания

является то, что в книгу включены также некоторые вопросы

функционального анализа, связанные с его приложениями в

математической экономике и теории управления, хотя это и не удалось

сделать достаточно полпо. Часть менее актуального- материала
исключена. Существенно изменепа библиография.

Глава I носит вводный характер. В ней излагаются осповы

теории топологических и метрических пространств и абстракт-
пых пространств с мерой. При этом многие результаты

приводятся без доказательства. Предполагается, что читатель знаком

с элементами теории функций вещественной переменной и

топологии и-мерного евклидова пространства примерно в объеме

общего университетского курса математического анализа. Более

специальные и тонкие вопросы теории и применений выделены

мелким шрифтом и могут быть опущены при первом чтении.

Читатель, специально интересующийся применениями
функционального апализа, может также опустить ряд других более

абстрактных разделов, относящихся к топологическим и

топологическим векторным пространствам, либо, если он уже знаком

с осповами теории нормированных пространств, непосредственно

обратиться к чтению соответствующих прикладных глав.

В работе по Подготовке данного издания большую помощь

авторам оказал ряд лиц. Прежде всего следует назвать А. В. Бух-
валова, которому, помимо редактирования всего текста книги,

принадлежит написанная им заново глава X об упорядоченпых
нормированных пространствах и примыкающие к ней § 3
главы IV, § 1 главы VI, § 1 главы XI и некоторые другие

параграфы. Им существенно переработано также изложение в

главах I—IV; таким образом, в части книги он выступает

фактически в роли соавтора.

В. Ф. Демьяповым и А. М. Рубиновым внесены пекоторые

коррективы в изложение главы XV о методе наискорейшего
спуска и добавлены новые §§ 4 и 5. И. К. Даугаветом сделаны

существенные дополпеиня и коррективы в главы XIV, XV и

XVIII. Значительные улучшения в изложении §§ 3 и 4 главы XI
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внесены В. П. Ильиным, в частности, в доказательство

леммы 2 и теоремы 1 § 4 главы XI. Вновь написан Г. III.
Рубинштейном § 4 главы VIII на основании работ Л. В. Канторовича
и Г. Ш. Рубинштейна; некоторые дополнения к § 4 сделаны
В. Л. Левиным. Ценные замечания были сделаны рецензентом
книги проф. Б. 3. Вулихом, а также Ю. А. Абрамовичем,
A. М. Вершиком, С. В. Куликовым, С. С. Кутателадзе, Г. Я. Ло-
зановским, А. А. Меклером, Б. Т. Поляком и В. П. Хавипым.

Авторы выражают свою искреннюю благодарность всем

вышеназванным лицам, а также тем, кто оказал помощь при

просмотре рукописи и корректуры.
Библиография состоит из двух частей — списка монографий

по функциональному анализу и смежным вопросам и списка

использованной литературы, состоящего в основном из журнальных
статей. Ссылка By л их — II означает ссылку на монографию
Б. 3. Вулиха, идущую за номером II под его фамилией в списке

монографий, а ссылка Левин [3] означает ссылку на статью

B. Л. Левина, но уже в списке использованной литературы.
Библиография не претендует па полноту. В случае, когда
результат уже нашел отражение в мопографической литературе, мы,
как правило, предпочитали делать ссылку па кпигу, а не на

оригинальную статью.
Книга состоит из восемнадцати глав, разделеппых па пара->

графы, которые, в свою очередь делятся на пункты,
занумерованные двойным индексом; первая его часть представляет

- помер

параграфа, в котором содержится данный пункт, вторая
—

порядковый номер пункта в данном параграфе. При ссылках

указывается также номер главы, в котором этот пункт находится;

например, XI.4.2 означает ссылку па п. 2, § 4, гл. XI. 'При
ссылках внутри параграфа помер главы опускается. Для теорем

принята сквозная нумерация внутри каждого параграфа.
Например, теорема XIV.3.2 означает теорему 2, § 3, гл. XIV. При
ссылке внутри параграфа номера главы и параграфа не

указываются,

Л. В. Канторович, Г. П. Акилов

. ИЗ ПРЕДИСЛОВИЯ К ПЕРВОМУ ИЗДАПИЮ

Функциональный анализ — сравнительно недавно возникшая

научная дисциплина. Как самостоятельная ветвь

математического, анализа он оформился лишь за последние двадцать
—

тридцать лет, что не помешало ему, однако, занять одно из

центральных мест в современной математике.

Функциональный анализ — наиболее яркое проявление
коренного поворота в математике, совершающегося в настоящее вре-
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мя и по своему принципиальному значению сравнимого с тем,

который произошел в ней, когда в математику вошла
неременная величина (XVII век), что привело к открытию
дифференциального и интегрального исчисления.

Поворот этот прежде всего выразился в изменении подхода

к исследованию различпых проблем математического анализа.

Рассмотрение отдельных функций и связывающих их

соотношений и уравнений заменено совокупным исследованием этих

объектов, т. е. изучением функциональных пространств и их

преобразований (функциональных операций). Так,
дифференциальный оператор или иптегральное преобразование
рассматриваются не в применении к отдельной функции, а к целому

классу функций — изучается результат преобразования этого класса

функций, непрерывность операции в том или ином смысле и т. п.

Важной особенностью функционального анализа является

также общая абстрактпая форма рассмотрения проблем анализа,

позволяющая объединять и подвергать одновременному
исследованию далекие на первый взгляд вопросы. Так, например,
изучение функциональных уравнений F(x) — у, где х и'у

— объекты
из более или менее произвольных областей, позволяет

объединить рассмотрение таких различных проблем, как решение

дифференциальных уравнений, интегральных уравнений, граничных

задач, бесконечных систем алгебраических уравнений или

проблемы моментов. Переход от отдельных функций к пространствам

функций, хотя он иногда формально даже трудно уловим, столь

же принципиально важен, как в свое время переход от

алгебраических уравпений и соотношений к переменным величинам
и функциональной зависимости.

Эта новая точка зрения возникла не из простого стремления
к обобщепию. Потребность перехода на новую ступень

абстракции была вызвана естественно возникавшими в процессе

развития анализа новыми задачами. Полнота системы функций,
разрешимость граничных задач в определенном классе функций,
одновременное рассмотрение целого класса задач, например, при
исследовании зависимости решения граничной задачи от правой
части уравнения или граничных условий, представляют
примеры такого рода вопросов. И именно для постановки и

исследования таких' задач методы функционального анализа оказались

особенно нлодотворпыми. При этом замечательно, что во многих

случаях общность рассмотрения и позволяла обнаружить более
общие и в то же время более конкретные и глубокие
закономерности и связи, так как не имеющие значения детали каждой
отдельной задачи отбрасываются и не заслоняют уже существа

дела. Поэтому же становится яснее и родство различных по

форме и происхождению вопросов.
Создание функционального анализа было подготовлено

исследованиями в ряде областей классического математического ана-
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лиза: вариационном исчислении, интегральных уравнениях,

теории ортогопальных функций, чебышевской теории приближений,
проблеме моментов, естественно требовавших применения
нового метода. Отдельные вопросы функционального анализа и

возникли в недрах этих областей, как, например, понятие

функционала в вариационном исчислении. С другой сторопы, развитие

теоретико-множественных дисциплин: теории функций
вещественной переменной, топологии, абстрактной алгебры,—
подготовило аппарат для систематического проведения нового

направления в абстрактной форме. В частности, весьма существенное

значение для функционального апализа имела теория
абстрактных пространств.

Моментом начала самостоятельного существования

функционального анализа можно считать систематическое построение

теории операторов в бесконечномерных унитарных
пространствах (Д. Гильберта и др.) и развитие общей теории линейных

нормированных пространств (1918—1923) в работах венгерского
математика Ф. Рисса и, в особенности, польского математика

С. Банаха.

Интерес к функциональному анализу еще более возрос,
когда выяснилось, что его аппарат (теория операторов в

гильбертовом пространстве и др.) находит существенное применение р

квантовой механике. За последние двадцать лет, в особенности

в работах советских математиков, были созданы новые

направления в функциональном анализе; его методы и,

результаты.получили важнейшее применение в теоретической физике,
математической физике, прикладном анализе и в других областях
математики.

Предлагаемая книга не ставит своей задачей охватить всо

направления функционального анализа и области его

применения. Она посвящена, в основном, теории нормированных

пространств и охватывает важнейшие факты этой теории, основы

которой были даны Ф. Риссом и С. Банахом, с учетом некоторых

последующих работ. В книге рассмотрены теория
нормированных пространств, теория операторов и теория функциональных
уравнений. Наряду с линейными операторами и уравнениями
значительное место занимают нелинейные операторы и

уравнения. Помимо общей теории, большое внимание в книге уделено

конкретным функциональным пространствам и операторам.
В частности, рассматриваются введенные С. Л. Соболевым простг

ранства дифференцируемых функций многих переменных. 'Эти

вопросы связываются с общим изучением интегральных операторов.
В основу данной книги положен курс лекций, читаемых в

Ленинградском университете для студентов, специализирующих!-
ся до математическому анализу и по вычислительной математике.



ЧАСТЬ I

ЛИНЕЙНЫЕ ОПЕРАТОРЫ И ФУНКЦИОНАЛЫ

Г л а в а I

ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ И МЕТРИЧЕСКИЕ ПРОСТРАНСТВА

В математике важнейшую роль играет понятие пространства,
т. е. мпожества, между элемептами которого аксиоматически

заданы некоторые соотношения. В этом случае говорят, что па

множестве задана структура соответствующего пространства.
Основным предметом рассмотрений этой главы будут
топологические и метрические пространства

— множества, для элементов

которых определено понятие близости. Топологические

пространства были введены в 1910-х годах Хаусдорфом (см. Хаус-
дорф), метрические

— несколько ранее Фреше [II.

§ 1. Общие сведения о множествах.

Упорядоченные множества

1.1. В этом пупкте мы папомпим некоторые начальпые

понятия общей теории множеств и связанные с ними

обозначения*). При этом мы будем придерживаться неформальной, точки

зрения, считая понятие множества, или совокупности,
интуитивно ясным и не нуждающимся в точном определении.

Рассматривая пекоторре множество, мы называем его элементами

те объекты, из которых оно составлено.

Черев N обозначаем множество всех патуральных чисел,

через R — вещественных чисел, через С — комплексных чисел.

Пусть А, В — множества. Запись а<=Л означает, что эле-

мепт а принадлежит множеству А; аФА— что объект а не

принадлежит А. Мы будем говорить, что множество А есть

подмножество множества В, и писать А с: В (или В=>А), если каждый
элемент множества А входит и в множество В. Если Ас В и

В с А, то называем А и В равными и пишем А =■ В. Пустое
множество (т. е. множество, не содержащее ни одного элемепта)
обозначается символом 0. Если (Р) — некоторое утверждение,

применимое к элементам множества А, то подмножество, обра-

*) Основы общей теории множеств были заложены немецким
математиком Г. Кантором во второй половине XIX в.
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вовашюе всеми а^А, для которых выполнено (Р), обозначается
{а^А: (Р)а) или короче

— {а: (Р)аУ.
Пусть А, В— множества. Если каждому элемепту а^А по

определенному правилу сопоставлен единственный элемент {(a) s

efi, то говорят, что задано отображение / множества А в

множество В, и пишут /: А -»- В. Для любого X с: А определяется
его обраа f{X) •= Ib^B: существует a e X такое, что Ь = /(a)).
Для любого миожества У <= В определяется его полный прообраз
/-,(У) ■= {оеЛ: /(a) s У). Отображение /: А-*-В называется

взаимно однозначным, если jf(ai) >=/(ог) влечет «,
= а2. Опо

называется отображением А на В, если f(A) •= В. Отображение
/: А-*-В называется биекцией, если оно взаимно однозначно и

является отображением «на». Если /
— биекция, то отображение

g; В -*■ Л, определяемое соотношением g(/(a)) = a (а<=Л),
называется обратным отображением к / и обозначается /-\

Приведем теперь определения основных

теоретико-множественных операций. Если каждому элементу а некоторого
непустого множества А сопоставлено некоторое множество, то говорят,
что задано семейство множеств {Ха} (asА). Объединением
семейства множеств {Ха) называется множество U Ха, состоящее

аеА

из всех объектов х таких, что х^Ха хотя бы при одном аеА.
Пересечением семейства множеств {Ха) называется множество

П Ха, состоящее из всех объектов х таких, что х^Ха при лю-
«хеА

бом asA. Прямым произведением семейства множеств {Ха} па-

вывается множество Д Ха, являющееся совокупностью всех отоб-
аеА

ражений /: А-»г U Ха, для которых /(a) e Хи для всех asA.
a£A

Если А состоит из целых чисел 1, 2, ..., п, то для обозначения

соответственно объединения, пересечения и прямого
произведения пишут

и xh = zxu х*и •-. их», n xh=.*1nx,n ••• п^.

n

JJXh-='XlxX2X... ХХП.
k=l

n

Отметим, что конечное произведение Ц Xh мы можем отож-
fc=i

дествить с множеством всех упорядоченных наборов (ж„ х2, ...

..., хп), где Ae4 ■"

Если А есть множество всех натуральных чисел N, то в тех

же случаях пишут соответственно

U Xkt П Xhx f[Xh.
k=l

.
fe—1 fc—1
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Два множества А и В называются дизъюнктными (или

непересекающимися), если A V\B — 0. Говорят, что множества

Ха (аеА) попарно дизъюнктны, если X0if| Ха2=0при а+Фа*.

Разбиением .множества Т называется семейство попарно

дизъюнктных множеств {Ха} (а ^ А) такое, что Т = (J -^а-

Разностью А\В называется подмножество мпожества А,
состоящее из всех ае А таких,, что аФВ. При этом в

определении А\В не требуется, чтобы В с: Л. Если же В с. А, то

множество А\В называется также дополнением к множеству В

(относительно множества А). Симметрической разностью множеств

А и В называется множество

ЛДВ = (А\В) U (В\А) = (A U В)\(А П В).

Если А <= X, то характеристическая функция Ха множества

А определяется формулой

{1,
если x^At

О, если ieX\A

1.2. Мпожество ЛГ называется упорядоченным*), если для

некоторых пар его элементов х и у определено отношение

порядка х S* у (х больше или равно у), причем выполнены

следующие условия:
1) х^х для любого ieX;
2) если х>у и y>z, то x>z;
3) если х > у и у > х, то х

—

у.
Запись х«Sу означает, что у^х; х>у означает, что х3*у

я. хФ у; х> у, z озпачает, что 1>уиг>2.
Примером упорядоченного мпожества, в котором любые два

элемепта связаны отношением =£ (сравнимы), служит множество

вещественных чисел R. Примером упорядоченного множества,

содержащего и несравнимые элемепты, служит, например,
множество всех подмножеств натуральпого ряда N,
упорядоченное но включению (т. е. А 3* В ■«=*■ А => В) **).

Пусть X — упорядоченное множество. Подмножество АаХ

называется ограниченным сверху, евли существует такой isX,
что а^х для любого oei; x называется верхней границей
для А. Апалогично определяются ограниченность снизу и

нижняя граница. Подмножество А а X называется {порядково)
ограниченным, если оно одновременно ограничепо и сверху
и снизу.

*) Часто применяется термин частично упорядоченное множество,

которым подчеркивается, что отношением «больше или равно» могут быть
«вязаны не все пары элементов.

**) Знак <=>• означает «эквивалентно», а энак «ф- «следует», «влечет».
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1ГЛ. I

Если ^АсХ, то элемент х^А называется: 1) наибольшим
(в А), если х>а для любого аеЛ; 2) максимальным (в А),
если из z<a для аеЛ следует, что д; = а. Отметим, что любой
наибольший элемент будет и максимальным, но, вообще говоря,
не наоборот. Аналогично определяются наименьший и

минимальный элементы.

Если А — ограниченное сверху подмножество X, то его

наименьшая верхняя граница (если таковая существует) называется

супремумом (или верхней гранью) множества А и обозначается

sup/1. Если А — ограниченное снизу подмножество X, то его

наибольшая нижняя граница (если таковая существует)
называется инфимумом (или нижней гранью) множества А и

обозначается inf Л. Если элементы множества А снабжепы какими-

нибудь индексами, А = {жр} (ре В), то вместо sup Л и mi А

пишут соответственно

supzp или sup же и inf х$ или infare.
Psb рев

Если множество А состоит из конечного числа элементов

#„ Ха, ..., хп, то вместо sup Л и in£ Л пишут соответственно
п п

s^ip xh или хг V х% V ... V хп и inf xh или xt Д хг Д ... Д хп.

Отметим, что во втором из примеров, приведенных в начале

этого пункта, супремум, очевидно, есть объединение множеств,
а инфимум — пересечение.

Упорядоченное множество X называется совершенно
упорядоченным {линейно упорядоченным, цепью), если для любых
элементов х и у из X имеем х Э* у или х^у, т. е. все элементы

сравнимы между собой.
В различных вопросах бывает полезно следующее

предложение, эквивалентное аксиоме выбора и принципу трапсфипитной
индукции, доказательство которого можпо найти, например, в

монографиях Д а н ф о р д, Б1варц-1 (теорема 1.2.7); Келли.

Лемма Цорна. Если каждое совершенно упорядоченное
подмножество упорядоченного множества X ограничено сверху,
то в X существует максимальный элемент.

Для исследования топологических, а далее топологических

векторных пространств нам будет важно понятие направления.

Пусть X— произвольное множество, А — упорядоченное

множество, направленное по возрастанию, т. е. такое множество, что

для любых Oi, a*sА найдетЕи такое й^А, что а^= а, и аЭ*аг.

Отображение а-—ха множества А в X называется направлением

(другие термины
— сеть, обобщенная последовательность) и

обозначается 1ха} (оеА) или просто {xj. Если A = N, где N —

множество натуральных чисел с обычным упорядочением, то

(iJ'(neN) — это обычная последовательность. Далее для
обозначения произвольного направления мы будем в качестве ип-
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дексов использовать греческие буквы — {хаУ, {жр}, {x-f}, а для

обозначепия последовательностей — латинские — {хпУ, \хт}, {xh}.
Нетривиальным примером направления является множество

всех конечных подмножеств в N, упорядоченное по включению.

Понятие подпоследовательности обобщается на направления

следующим образом. Направление {j/p} (реВ) называется под-

направлением направления {хаУ (а е А), если для любого а е А

существует такой индекс р(а) е В, что для любого р' е В,
удовлетворяющего неравенству р' S* р(сс), найдется а' е А, а' > а,

удовлетворяющий равенству ха> = j/p». Отметим, что

последовательность всегда обладает ноднаправлениями, которые сами

последовательностями не являются.

С различными примерами упорядоченных множеств мы

встретимся уже в этой главе. Более подробно с изложенным в

этом параграфе материалом можно ознакомиться в монографиях
Бурбаки — I, Келлй; элементарное -введение содержится в=

учебниках By л их — III; Колмогоров, Фомин;
Натансон— II. Подробное исследование различных классов

упорядоченных множеств см. Биркгоф.

§2. Топологические пространства

2.1. Превращение множества в топологическое пространство

может производиться различными способами. Один из наиболее

принятых и удобных заключается в указании совокупности

открытых множеств данного пространства.

Множество X называется топологическим пространством, если

в нем выделена система © подмножеств, называемых открыты-'
ми, которая удовлетворяет следующим трем условиям (аксиомам
топологического пространства):

1) пустое множество 0 и все множество X входят в ©;
2) если GE<=@ (|e=S), то (J Gt e ©, т. е. объединение лю-

£ез

. бого числа открытых множеств открыто;

3) если Gi, G2 е ®, то G, П G2 <= @, т. е. пересечение
конечного числа открытых множеств открыто.

Если множество X «ревращается в топологическое

пространство, то говорят, что в X введена топология.

Два топологических пространства X, и Ха называются гомео-

морфными, если между их элементами можно установить взаим-

по одпозначное соответствие,- при котором открытые множества

в Xi и Хг соответствуют друг другу. С точки зрения теории
топологических пространств гомеоморфные пространства могут
быть, очевидно, отождествлены.

Пусть в множестве X двумя, вообще говоря, различными
способами введена топология, в результате чего образовались
два топологических пространства Xt ц Хг (совпадающих по со-

2 Л. В. Канторович, Г. П. Акилов
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ставу элементов). Обозначим через ®„ соответствеппо через ®2,
систему открытых множеств пространства Х1ъ соответственно Хг.
Говорят, что топология в Xi сильнее топологии в X, (или
топология в Хг слабее топологии в X,), если ®, =э ®г. При этом

пишут т(Х.) > т(Х2) (или т(Х2) <т(Х,)).
Пусть X — топологическое пространство и ® — система

открытых множеств в нем. Пусть, далее, Х0 <= X — произвольное
множество. Система @, состоящая из множеств вида G Л Х0 (Ge®),
как легко проверить, удовлетворяет аксиомам топологического

пространства (по отношению к множеству Х0), вследствие чего

Х0 обращается в топологическое пространство. Говорят, что

топология в Х0 индуциропапа топологией в X, а Х0 является

подпространством топологического пространства X.
2.2. Множество F в топологическом пространстве X

называется замкнутым, если множество G — X\F открыто. Система §
всех замкнутых множеств пространства X обладает свойствами:

1) 0, Xeff;
2) если FteS (£еН), то П ^eS, т. е. пересечение любо-

го числа замкнутых множеств замкнуто;

3) если Fit Fas S, то Ft U Fz^ffi, т. е. объединение копечно-

то числа замкпутых Множеств замкнуто.

Поскольку система S однозначпо определяет систему ®

открытых множеств, можно топологию в X вводить, задавая

первоначально систему 5, удовлетворяющую указанным трем

условиям, и называя множества из g замкнутыми. Открытые
множества определяются при этом как дополнения замкнутых.

Если Хо <= X — замкнутое множество, то, вводя в Х„ тополо-

тию, индуцироваппую топологией в X, мы получим, что система

1?о замкнутых множеств пространства Х0 состоит из .замкнутых

в X множеств, которые целиком содержатся в Х«.
2.3. Пусть X— топологическое пространство. Точка jeX

называется внутренней точкой множества Е <= X,. если

существует открытое множество G в X такое, что а; е G с: /?.

Окрестностью точки х s X называется любое множество V с. X, для

которого точка х виутреппяя. Система Э* окрестностей точки х

называется фундаментальной, или базисом окрестностей точки х,

«ели для любой окрестности V точки х найдется окрестность
Vx е §ЭХ такая, что Vx а V. Совокупность §Э базисов §ЭХ во

всевозможных точках- пространства называется базисом пространства.
Базис пространства обладает следующими свойствами:

1) если V«= ©*,,тожеУ,
2) если Vt, Vz^^x, то существует Уе§Эх такая, что Уа

<= v. n v„
3) какова бы ни была окрестность У*е5)х, существует Vx&

•G Эк такая, что VxCzVx, причем для любого у е Vx найдется

Уу е §ЭИ такая, что V„ cz V-x. .
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Поясним последнее свойство. Так как Vx— окрестпость точки

х, то существует открытое множество G cz V*, содержащее точку
х. Мпожество G является окрестностью точки х, и потому

существует У*е ©я такая, что V,cC и тем более Vxcz Vx. Если у е

е У*, то fsG к множество G, будучи открытым, является

окрестностью точки у, вследствие чего найдется V„^G (Vw<=Sby)~
Подавно будет У„ <= Vx.

Свойства 1)—3) характеризуют базис пространства.
Теорема 1. Пусть с каждой точкой х некоторого

множества X связана система §9* подмножеств множества X, причем

удовлетворены условия 1)—3). Множество GdX назовем

открытым, если для любого x&G существует VczG (FeJBJ. Тогда

система открытых множеств удовлетворяет аксиомам

топологического пространства и в полученном таким образом
топологическом пространстве каждая система S3» является базисом

окрестностей точки х.

Доказательство. Выполнение аксиом топологического

пространства очевидным образом вытекает из условий 1)—-2).
Проверим, что при любом х^Х система 89* является

фундаментальной системой окрестностей точки х. Пусть Fs8»
Образуем множество G, состоящее из всех таких точек y^Vt для

которых существует Vy<=V (У„е©„). Докажем, что G —

открытое множество. Возьмем произвольную точку ~z&G. Существует
множество У. е §9, такое, что У. <= У. По условию 3) найдется

V'z e Э2 такое, что V'zczVz и для любого yeF, существует

Уус-Уж (V„ &=&„). Это означает, что y^G и VzczGt т. е. G —

открытое множество и У, таким образом, является окрестностью
точки х. Осталось проверить, что 89* будет фундаментальной
системой окрестностей. Пусть U — произвольная окрестность точки

х. Существует открытое множество GcU, содержащее точку х.

Следовательно, по определению найдется У* s S9X такое, что У« c G
и тем более У* <= U.

Доказанная теорема позволяет вводить топологию

посредством указания фундаментальных систем окрестностей для каждо»

точки пространства. Этот способ введения топологии оказывается,,
как правило, самым удобным, так как обычно в качестве

окрестностей можно выбрать множества, имеющие сравнительно простую

структуру. Например, топология евклидова пространства задается

нри помощи множества всевозможных шаров (которое, как легко-

проверить, образует базис). Охарактеризуем в терминах базиса
основные понятия, введепные в топологическом пространстве.

Пусть в множестве X указали два базиса*): {S9J (жеХ) и

Ш*) (х е X). Каждый из них на основании теоремы 1 определяет

*) Под базисом в множестве X в дальнейшем понимается совокупность-

множеств, удовлетворяющая условиям 1) —3).
2*
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в X топологию. Топологическое пространство, построенное
по первому базису, обозначим через Х„ по второму базису —

через Хг.
Для того чтобы топология в X! была слабее топологии в Х2,

необходимо и достаточно, чтобы для любых х^Х и V^§3*
нажилась окрестность U е \1Х, содержащаяся в V.

Несложпое доказательство этого факта предоставляем
читателю.

Из сформулированного предложения следует, что два базиса

определяют одну и ту же топологию в том и только том случае,

когда кроме указанного условия-выполнено еще ему
симметричное: для любых х^Х и £/еЦ* найдется F<^59*, содержащаяся
в U. В этом случае базисы называются эквивалентными.

Если Хе — мпожество в топологическом пространстве X с за-,

дапным базисом {©*} (а;еД то ипдуцированную топологию в Ха
можно определить, исходя из базиса {Si0>j (же Х0), где $э£0)
состоит из всех множеств вида V(\X„ (VeS9J. Мы и здесь

предоставляем читателю доказательство того, что построенная

совокупность JS9« 1 удовлетворяет условиям теоремы 1 и что топология,

определенная этим базисом, совпадает с индуцированной.
2.4. Прежде чем указывать условия замкнутости множества

в терминах окрестностей, введем еще одно важное понятие. Точка

х топологического пространства X называется точкой прикоснд-
еения множества ЕаХ, если, какую бы окрестность V точки х

мы ни взяли, пересечение V Л Е непусто. Если, кроме того, это

пересечение никогда не сводится к одной точке х, то х

называется предельной точкой множества Е (или точкой сгущения:,

применяется также термин точка накопления).
В определении точки прикосновения (соответственно

предельной точки) можно учитывать не все окрестности точки х, а

только окрестности, входящие в некоторую фундаментальную систему

окрестностей этой точки.

Мпожество всех точек прикосновения данного множества Е

называется замыканием множества Е и обозначается, символом Е.

Без труда устанавливаются следующие свойства замыкания:

1) 0"=0;
2) Ес:Е;
3) если Ej <= Ег, то Е1 <=■ Ег;
4) Е^Ег^Е^Еи

5) W=*E.
Проверим два последних, менее очевидпых свойства^ Пусть

Я = Е, UЕ*. Так как Е,<= Е, то Et<= E (i = 1, 2), откуда EtUE2<=

^Е. Обратно, если х&Е, то, предполагая, что х ФЕи найдем
окрестпость V„ точки х такую, что V0 Л Et — 0. Пусть V —

произвольная окрестность точки х. Можно считать, что V с: V9 (иначе
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мы рассмотрим пересечение' V П У„). Так как V П Е Ф 0, то

должно быть У Л Ег Ф 0 и, следовательно, х е Ег <= Et U i?2.
Проверяя последнее свойство, надо лишь установить, что

Е<=Е. Пусть х&Е. Возьмем произвольную окрестность У точки

х. Можно считать, что У — открытое множество и потомуявля-

ется окрестностью всех своих точек. Пересечение Vt)E¥=0;
пусть i/eKdl. Так как у^Е, а У является окрестностью точки

у, то У П Е Ф 0, а это озпачает, что х^Е.
Множество FczX будет, замкнутым тогда и только тогда,

когда F = F. Действительно, если x<£F = F, то существует

окрестность V точки х, которая ие пересекается с F. Это озпачает,
что множество G — X\F открыто, a F, следовательно, замкнуто.

Обратное предложение доказывается обращением приведенного

рассуждения.
Отметим еще тот очевидный факт, что замыкапие множества

Е получается присоединением к Е всех предельных точек

множества Е, и, следовательно, замкпутое множество можпо

охарактеризовать как множество, содержащее все свои предельные
точки.

о

Для Е<=Х через Е обозначается мпожество всех внутреппих
точек множества Е, которое называется внутренностью Е. Пре-

о

доставляем читателю проверить, что Е является наибольшим

открытым множеством из всех, содержащихся в Е.

Пусть X — топологическое пространство. Множество Е<=Х
пазывается плотным в множестве Х0 с= X, если Е ^ Ха. Если

Е = X, то Е называется всюду плотным. Множество ЕаХ
пазывается нигде не плотным, если внутренность его замыкания пуста

(или; что равносильно, если Х\Е всюду плотно). Множество
ЕаХ называется множеством первой .категории, если Е можно

представить в виде объединения счетного семейства нигде не
'

плотных множеств. Множество Е<= X, не являющееся

множеством первой категории, пазывается множеством второй категории
(в X).

Топологическое пространство X пазывается сепарабелъным,
если в нем существует счетное всюду плотное мпожество.

Подробнее с этим попятием мы познакомимся дальше.

2.5. Пусть X и У — топологические пространства.

Отображение /: X -*■ У пазывается непрерывным, если прообраз каждого

открытого множества открыт. Отображение /: X -*■ У пазывается

непрерывным в точке х^Х, если прообраз произвольной
окрестности точки fix) является окрестностью точки х (очевидпо, что

последнее определение пе изменится, если вместо произвольной
окрестности точки fix) брать окрестности из некоторого базиса

окрестностей точки fix)). В следующей теореме приводятся
различные условия, эквивалентные непрерывности.
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Теорема 2. Пусть X и У— топологические пространства*

f — отображение X в У. Тогда следующие утверждения
эквивалентны:

1) отображение / непрерывно;
2) прообраз каждого замкнутого множества замкнут;

3) отображение / непрерывно в каждой точке х^Х;
4) для любой точки агеХ и любой окрестности U точки fix}

существует окрестность V точки х такая, что f(V) с U.

Доказательство. Утверждения 1) и 2) эквивалентны

в силу соотношения X\f~4B) — f~4Y\B) для любого fiery.
Равносильность 3) и 4) очевидна. Так как из 1), очевидно,
следует 3), то нам осталось доказать, что 3) влечет 1). Пусть G —

открытое подмножество У. Докажем, что f~4G) открыто. Если
х е /_,(G), то найдется {/е G, удовлетворяющий у = fix). Так
как G — окрестность точки у, то, по определению непрерывности
в точке х, f~4G) — окрестность точки х. Следовательно, точка х —

внутренняя, и множество G открыто.
Пусть /— биекция X на У. Если рба отображения / и /~*

непрерывны, то отображение / называется гомеоморфизмом. Ясно,
что пространства X и У гомёоморфны тогда и только тогда, когда

их можпо гомеоморфно отобразить друг на друга.
2.6. В дальнейшем нам часто будет удобно описывать

топологию пространства и многие топологические понятия в

терминах сходимости направлений (сходимость по Муру — Смиту).
Направление {ха) (a s А) элементов топологического

пространства X называется сходящимся к ieX, если для любой окре~
стности V точки х существует av e А такое, что ха е V Для
а>a.v. Это обстоятельство обозначается так: ха-*~х или х =

А

— Hm xa (в дальнейшем в этой записи множество индексов мы
а

часто опускаем). Точка х называется пределом
направления {ха).

Укажем некоторые свойства сходящихся направлений.
Свойство 1. Если ха-*-х и (j/p) (реВ) — поднаправленив

А

в {ха), то Уа -*- х.

в

Свойство 2. Пусть £сХ; для того чтобы ?еЕ,
необходимо и достаточно, чтобы существовало направление {ха} такое,
ЧТО Ха -*- X U Ха е Е. •

Действительно, если такое направление существует, то, какова
бы ни была окрестность V точки х, пересечение V П Е Ф 0, так

как оно содержит элементы данного паправлепия. Поэтому х^Е.
Предположим теперь, что х ^ Е; 99х — фундаментальная

система окрестностей точки х. Для £7, У^Э, будем считать U< V,
если U => V. Ясно, что 83* с таким упорядочением становится

направлением. В" пересечении U Л Е, которое непусто вследствие

условия х^Е, выберем точку xv. Проделав это для каждого
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U&%x, получим направление ixv) W^^x), сходящееся к точке х.

Из доказанного вытекает

Свойство 3. Для того чтобы множество FаX было

замкнутым, необходимо и достаточно, чтобы для любого направления
ixai (a s А) такого, что ха -*■ х и xa^F (а е А), было х е р.

Топологические пространства, удовлетворяющие лишь трем

аксиомам топологического пространства, могут иметь самую

замысловатую структуру, или, наоборот, топологическое их

строение может оказаться настолько примитивным, что средствами
топологии их изучать нельзя. Так, например, будет, если в

пространстве имеются всего два открытых множества — пустое и все

пространство.
В связи с этим обычно вводят еще те или ипые

дополнительные аксиомы, выделяющие более узкие классы топологических

пространств, например, нижеследующую аксиому отделимости

Хаусдорфа, которая гарантирует важнейшее свойство

единственности предела направления.
Топологическое пространство X называется хаусдорфовым

(или отделимым), если для любых двух различных точек х, у
е X

найдутся окрестность U точки х и окрестность V точки у такие,

что 17 П Г = 0.
Свейство 4. Для того чтобы каждое сходящееся

направление сходилось только к одному пределу, необходимо и

достаточно, чтобы пространство X было хаусдорфовым.
Единственность предела при условии, что пространство X

хаусдорфово, непосредственно вытекает из определения предела.

Докажем обратное. Пусть пространство X не хаусдорфово.
Тогда существует пара различных точек х, у^Х такая, что,
какие бы окрестности U, V точек х и у соответственно пи взять,

пересечение U Л V Ф 0. Обозначим через А совокупность пар
W, V), где U — окрестность точки х, а V — точки у. Если а' =
= (£/', V) и а" = (£/", V") — элементы из А, то будем считать

<х'<а" в случае, когда одновременно £7'=>Е7", F'=>V". Пусть
«, = (£7, V) «= А. Поскольку U Л V Ф 0, можно выбрать ха е U Л V.

Тогда ха—*-хи вместе с тем Ха-^-у. Проверим, например, первое
А А

соотпотение. Для любой окрестпости V„ точки х существует ха е

е £/„. Можпо считать, что а0
= (£Л>, V0), где V0 — некоторая

окрестность точки у. Так как a=(t/, F)>a0 означает, в частности,

V<=U„, то ха <= U <= Uo, т. е.' ха-*- х.
А

Условие непрерывности отображения / топологического

пространства X в топологическое пространство У может быть с

помощью понятия сходимости сформулировано так:

Свойство 5. Чтобы f было непрерывным, необходимо и

достаточно, чтобы для любого х^Х и любого направления {ха}
(йбД) такого, что ха-*-х, было f(xa)-*-f(x).

А А
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Докажем достаточность. Пусть Ф с: Y — замкнутое множестве*
и ^ = /_,(Ф). Рассмотрим направление ixj (a^A) элементов

множества F, сходящееся к х^Х. Так как по условию /(#«)->-
А

-»-/(а;) и }(ха)^Ф (ибА), то /(ж)еф; следовательно, x^F.
А

Множество F, таким образом, замкнуто, а отображение /
непрерывно.

Предположим, что / — непрерывное отображепивч Возьмем
произвольный х&Х и направление {ха} (а^А), сходящееся к х.-

Пусть U — окрестность точки у «= f(x). Существует окрестность V

точки х такая, что f(V)^U. Далее, найдется ауеА так, что

г«еУ при а5*<Ху. Для этих же а имеем /(#„)е #, откуда
получаем / (*«) ->- / (ж) *).

А

Свойство 6. Если пространство X таково, что каждая его
точка обладает счетной фундаментальной системой

окрестностей, то в свойствах 2—5 можно вместо направлений говорить
об обычных последовательностях.

Действительно, пусть 99* = {V„) (n^N) — базис окрестностей
в точке х. Положим £/„ = V, Л У2 П ... П Vn. Если направление

Ха-ь-х, то для каждого n^N выберем а„еА так, чтобы уп —

А
'

= Xan^U. Тогда последовательность уп-*~х. С ее помощью из

свойств 2—5 для направлений легко получаем аналогичные

свойства для последовательностей.
Свойство 3 сходимости направлений позволяет вводить

топологию, исходя из заранее заданной (априорной) сходимости.

Именно, пусть в множестве X определена сходимость, т. е.

выделен класс направлений, которые называются сходящимися, и

для каждого такого направления указан ее предел

(предположим для простоты
— единственный). Будем, кроме того, считать,

что сходимость обладает свойством 1. Множество FaX
называется замкнутым, если F содержит предел любого сходящегося

направления своих элементов. Нетрудно проверить, что система

так определенных замкнутых множеств удовлетворяет условиям

1)—3) из 2.2, так что мы действительно имеем дело с

топологическим, пространством. Поскольку X стало топологическим

пространством, в нем можно ввести сходимость так, как это

делается в любом . топологическом пространстве. Отметим, что

априорная сходимость и топологическая сходимость, которую она

порождает, вообще говоря, различны.
2.7. Одпим из важнейших понятий общей топологии является

понятие компактного пространства, введенное в начале 1920-х

годов П. С. Александровым и П. С. Урысоном.

*) Бели условие выполнено для данной точки х, то, как ото следует из

доказательства, отображение / непрерывно в этой точке.
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Топологическое пространство X называется компактным (или
бикомпактным), если, каково бы ни было семейство (GJ (£^S)
открытых множеств, образующих покрытие пространства X, т. е.

такое, что

U G6 = X,
fcss

существует конечное число множеств G6i, G^ ..., Ggn, также

покрывающих пространство X.

Будем говорить, что семейство множеств {у4Е} (g e В)
образует центрированную систему (или центрировано), если

пересечение произвольного копечйого числа любых множеств из этого

семейства непусто.

Поскольку утверждение, что семейство мпожеств {GJ (|eS)
образует покрытие пространства X, равносильно тому, что

пересечение дополнений /*е множеств Gs пусто, то пространство X

компактно тогда и только тогда, когда каждая центрированная
система замкнутых множеств имеет непустое пересечение.

Пусть ixa}. (аеА) — произвольное направление элементов

топологического пространства X. Будем говорить, что

направление (ж,»} часто встречается с подмножеством Е<=Х, если для

любого а е А найдется индекс а'еА такой, что а' 3» а и ха> е Е.

Точка х s X называется предельной
'

точкой направления {х-,}
(а^ А), если ixa) часто встречается с каждой окрестностью
точки х (не путать с предельпыми точками множества {ха '■ а е

еА)!). У направления может быть больше одной предельной,
точки, одна или ни одной. Например, последовательность х„ = п

(ra^N) не имеет предельных точек в R. С другой'стороны, если

мы произвольным образом занумеруем в последовательность все

рациональные числа, то любое вещественное число будет
предельной точкой этой последовательности. Если направление сходится

к пекоторой точке, то она является его предельпой точкой (в
случае хаусдорфова пространства — единственной).
Лемма 1. Точка х топологического пространства X является

предельной точкой направления {ха} (a ^ А) тогда и только тогда,
когда существует поднаправление {у^ (fi^B), сходящееся к х.

Доказательство. Пусть х — предельпая точка
направления ixa}, 99* — семейство всех окрестностей точки х. Рассмотрим
мпожество В всех пар (a, U) таких, что aeA, Uе5ЭЖ и xa^U.
Если определить порядок на В следующим образом: (a, U) 3»

3» (oci, U) тогда и только тогда, когда a 3s cti и U <=■ £/„ то В
становится направленным по возрастанию множеством. Действие
тельно, если (a, U), (at, Ut) e В, то найдется U2 ^ 99*, удовлет-

. воряющая U2 <= U п Ut. Так как А направлено по возрастанию,

то существует a0>a, a,. В силу того, что {ха) часто

встречается с Uit найдется аг > а0, причем Жа2 ^ U2. Тогда (a2, Ux) 3*

> (а, 17), (а„ £/,).
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Положим у(а. V)
= ага, где (а, V) е В. Тогда {j/,a. щ) ((a, U) ^

е В) является поднаправлением лаиравления {#„/.
Действительно, для произвольного а ^ А возьмем (а, V), где окрестность U е

е^9* удовлетворяет xa^U (например, U — X). Тогда, если

(cti, Ut) S* (a, U), то at >а и y^altU)
=

#(*,• Докажем, что

направление {[/(«, и)) сходится к х. Возьмем U е Эх. Так как х —

предельная точка для ixa}, то найдется а ^ А такое, что ха е £7. Если

(а,, С/,) > (а, £7), то V(a1,v1)
=

araj б^с £/,, чем и доказана

сходимость.

Пусть, обратно, ноднаправление у» -*■ х. Для любого a e A

найдется рЧа) е В такое, что для всех р" 3» рЧа) имеем у$=ха.

с a'S^a. Если £/ — произвольная окрестность точки х, то

существует р\>е В такое, что для р" 5* {50 имеем i/p е £7. Возьмем р" >
> рЧа), Ре- Тогда пайдется а > а, для которого #«- = i/p e £/„
чем и доказано, что а; — предельная точка направления {хаУ
(аеА).
Лемма 2. Топологическое пространство X компактно тогда

и только тогда, когда каждое направление в X имеет

предельную точку.

Доказательство. Пусть {ха) (a ^ А) — произвольное

направление в компактпом топологическом пространстве X. Так

как множество А направлено по возрастанию, то центрировано
семейство множеств Ва= {ха>: a'^a}. Тем более центрировано

семейство их замыканий Ба. Тогда в силу компактности X

пересечение всех Д, содержит некоторую точку х. Покажем, что

х — предельная точка направления {ха).
Обозначим через S3* семейство всех окрестностей точки х.

Надо проверить, что для любой окрестности f/еЭ, и любого

as А найдется а,^А такой, что a, S* a и ха^ е U.

Действительно, так как для любого а^А выполнено хеВа, то для Uе

е ©я найдется cti ~> а, при котором ха^ е U.

Докажем теперь обратное утверждение. Пусть X —

топологическое пространство, в котором каждое направление имеет

предельную точку. Для доказательства компактности X проверим,
что произвольное центрированное семейство 8?0 его замкнутых
подмпожеств имеет непустое пересечение. Пусть А — семейство

всевозможных конечных пересечений элементов из So-

Очевидно, достаточно доказать, что пересечение всех множеств

из А непусто. Семейство g0 цептрировано, поэтому если мы

упорядочим А отношением включения (at < a2, .если aiy <хг е А,
а, => аг), то А направлено по возрастанию. Если для любого a <=

^А выберем произвольный элемент ха^а, то получим

направление {ха} (а^ А). По условию оно имеет предельную точку х.

Возьмем любое множество а^Аи покажем, что х — точка

прикосновения для а, откуда в силу замкнутости а получим х^а.
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Тогда в силу произвольности а точка х принадлежит

пересечению всех множеств из А, которое, таким образом, непусто.

Итак, возьмем произвольную окрестность U точки х. Тогда
найдется а' в А, а' > а, для которого ха- е U, откуда ха' е

е а' а а и Xa>eU (] а. Следовательно, х — точка прикосновения
множества а.

Следствие. Если направление {ха} в компактном

пространстве X имеет единственную предельную точку х, то ха -»- х.

Доказательство. Если {ха) не сходится к х, то найдется
окрестность U точки х такая, что множество {ха: ха Ф U)
является поднаправлением {ха}, которое в силу 2 должпо иметь

предельную точку, но этой точкой не может быть х.

Из лемм 1 и 2 следует
Теорема 3. Топологическое пространство X компактно

тогда и только тогда, когда каждое направление в X содержит
поднаправление, сходящееся к некоторой точке пространства X.

Компактное хаусдорфово пространство называется компактом-.

Множество Е топологического пространства X называется

компактным, если рассматриваемое как топологическое

пространство (с топологией, индуцируемой топологией пространства X)
оно компактно. Поскольку открытые множества в Е имеют вид

G П Е, где G — открытое множество в X, то можно

сформулировать определение компактности множества Е следующим
образом: какова бы ни была система (GE) открытых (в-Х) множеств,

покрывающая Е, т. е. такая, что 0 G8 гэ £", существует

конечное число мпожеств G6i, Gga, .,., G6n, также покрывающих Е.

Теорема 4. Если X — хаусдорфово пространство, то всякое

компактное множество Z? с X замкнуто.
Доказательство. Допустим, что множество Е имеет

точку прикосновспия хиФЕ. Для каждого х^Е найдем открытые

непересекающиеся окрестпости V, точки х и V£0 точки х0. Яспо,
что система {VJ (ie£) покрывает множество Е и,

следовательно, существует конечное число точек х,, х%, ..., х„^Е таких, что

G= U VXh=>E.
Пересечение

г.- ii <"
является, очевидно, окрестностью точки х„. Однако V0 П Е а у0 Л
(1 G =• 0, что противоречит тому, что ха — точка прикосновения

множества Е.

Замечание. Если X —гкомпактное пространство иЕ—

замкнутое множество в X, то £ компактно.

Действительно, замкнутые множества в Е будут замкнутыми
и в X. Поэтому, если (FE) (£ е 8) — цептрированпая система
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замкпутых в Е мпожеств, то она- имеет непустое пересечение,

которое содержится ъ Е.

Будем называть множество Е топологического пространства X
относительно компактным, если его замыкание компактно. Ясно,
что любое множество в компактном пространстве относительно

компактно.'

Пусть X — компактное пространство и / — непрерывное
отображение пространства X в топологическое" пространство Y.

Теорема 5. Множество f(X) компактно в пространстве Y.

Доказательство. Положим А = f(X), и пусть (Gs) (|е
е Е) — система открытых множеств, покрывающая А. Пусть
Gg = /_1 (G|). Множества Gg (| e S) открыты и, кроме того,

[J G% = X. Следовательно, существуют индексы |„ |2, ..., £„.
п п

такие, что (J Ggb = X. Но тогда и (J С% гэЛ. Теорема доказана.
it=i

"
fe=i -

Следствие 1. Если Е — компактное множество

топологического пространства X, то f{E) — компактное множество в

пространстве Y. „

Используя теорему 4, получаем
Следствие 2. Если Y — хаусдорфово пространство,'то

образ f(E) компактного множества Е с X замкнут.
Следствие 3. Если пространство X компактно, a Y —

хаусдорфово и / — взаимно однозначное непрерывное

отображение X на Y, то обратное отображение f~* непрерывно, т. е. f —

гомеоморфизм.
Действительно, всякое замкнутое множество F<=X компактно.

Прообраз этого множества при отображении f~l есть f(F) —

множество, замкпутое па осповании следствия 2. Поскольку
прообраз каждого замкнутого мпожества замкнут, отображение /~'
непрерывно.

Отметим, кроме того, следующее важное свойство
непрерывных функций на компакте, обобщающее теорему Вейерштрасса
для функций вещественной переменной.

Теорема 6. Всякая непрерывная вещественная функция f
на компактном пространстве X принимает свои наибольшее и

наименьшее значения.

Доказательство проведем только для случая
наибольшего значения. Пусть М =• sup (fix): леД По теореме 5 число

М конечно, Для любого k^N положим

>„ - {хеX: fix) >M- 1/п).

Ясно, что множества Fn замкнуты и пепусты. Кроме того, Fn <=■ Fm
при n~>m. Значит, {F„}—центрированная система замкпутых

СЮ ОО

мпожеств, а тогда . П РпФ0- Если а;е 0 Fni то f(x)**M, от>

п=1 и—1
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кУДа /(ж) = М, т. е. в точке х функция / принимает наибольшее

значение.

Нам понадобится еще ряд свойств, тесно связанных с

понятием компактности. Пусть X — топологическое пространство.

Мпожество Е<=Х называется секвенциально компактным,

если любая последовательность в -Е содержит последовательность,
сходящуюся к точке из Е (ср. с теоремой 3). Множество Е^Х
называется отнрсителъно секвенциально компактным, если любая

последовательность в Е содержит подпоследовательность, хходя^

щуюся к точке из X. Множество Е<=Х называется счетно

компактным, если любая последовательность в Е имеет предельную

точку геЕ (ср. с леммой 2). Множество Z? <= X называется

относительно счетно компактным, если любая .последовательность
в Е имеет предельную точку х^Х. Отметим, что, вообще говоря,
компактность пе-влечет секвепциальную компактность и

наоборот. Если множество компактно, то оно, очевидно, и счетно

компактно. Соотношения между введенпыми попятиями в различпых
чрстпых случаях будут рассмотрены ниже.

2.8. Пусть {Ха} (а^А) — семейство топологических

пространств. Рассмотрим прямое произведение X = Ц Ха (см. § 1).
аеА

В X введем топологию, принимая за базис окрестностей точки

/ е X всякое мпожество вида Ц Ua, где каждое множество Ua
аеА

'есть окрестпость точки /(а) в пространстве Х0, причем Ua
отлично от Ха не более чем для копечного числа индексов аеА.

Проверку того, что введенная совокупность множеств

действительно является базисом, предоставляем читателю. Легко

доказать, что направление (/р) ({5 ^ В) в X будет сходиться к точке

I^X тогда и только тогда, когда /р(а)-*■ /(а) в топологическом

в

пространстве Ха при каждом сь Таким образом, сходимость
направления iff} элементов пространства X есть

покоординатная сходимость, т. е. сходимость каждой «координаты» /р(а) к

соответствующей «координате» предельпой точки / в

пространстве Ха.
Далее нам будет пужна следующая теорема Тихопова, дока-

вательство которой можно найти, например, в кпиге Келли
(гл. 5, теорема 13).

Теорема 7. Если Ха — компактные пространства при

любом asA, то пространство X = Д Ха компактно.
аеА

Более подробно с изложенным в этом параграфе
материалом можно ознакомиться в монографиях Бурбаки — II,
Келли.

В 'Заключение сделаем одно замечание относительно

терминологии. Так как иногда нам придется одновременно

рассматривать несколько топологий на одном и том же пространстве X,
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то во избежапие путаницы договоримся об одпом типе

сокращенной записи. Если т— некоторая топология в пространстве X,
то термины т-замыкание, т-комиактное множество и т. д. будут
означать соответственно замыкание в топологии т, множество,

компактное в топологии т и т. д.

§ 3. Метрические пространства

3.1. Важным классом топологических пространств являются

метрические пространства. Мпожество X называется метрическим

пространством, если каждой паре элементов г, уеХ соотнесено

вещественное число р{х, у) — расстояние между элементами х и

у,— удовлетворяющее условиям:
1) р{х, у)>0; р{х, у) = 0 тогда и только тогда, когда х = у;
2) р(ж, у) •= р{у, х);
3) р{х, у)^р(х, z) + p(z, у) для любого z e X (неравенство

треутольпика).
Введенная функция р: X X X -*■ R называется метрикой.

Простыми примерами метрических пространств могут служить

n-мерное евклидово пространство R" *), отрезок прямой, окружность,
«ели в качестве расстояния па окружности брать длину
кратчайшей дуги между точками.

Пусть X — метрическое пространство с метрикой р. Открытым
шаром радиуса е>0 с центром в точке i,eX называется

множество

Kt(x0) = {jeX: р(.х, х0) < eh

Замкнутым шаром (в дальпейшем обычпо просто шаром)
радиуса е > 0 с центром в точке ха s X называется множество

В.(х0) •= {х е X: р(х, х0) < eh

Теорема 1. Совокупность множеств Kiln{x) (neN, x^X)
удовлетворяет условиям 1)—3) пункта 2.3, т. е. образует базис

в множестве X.

Доказательство. Так как р{х, х) = 0, то выполнение

условия 1) очевидно. Если п, m^N и p = max(n, то), то К,/Р(х)с:
<^Ки„(х) П Ki,m(x). Следовательно, выполвено условие 2). Если

Vx = K„n{x), то положим Vx = Ki/м){х), откуда V'xczVx. Кроме
того, если y<=V'x и Vy = Кнгп)(у), то Vvc:Vx, так как в силу

неравенства треугольника для любого zeF, имеем р(х, z) =^
< р(.х, у) + р(у, z) < l/(2n) + 1/(2и) = 1/п. Таким образом,
выполнено и условие 3).

Конструкция, приведенная в теореме 2.1, каноническим

обрывом превращает метрическое пространство X в топологическое

*) К" — вещественное n-мерпое пространство, С" — комплексное.
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с базисом из открытых шаров. Теорема 1 показывает также, что

каждая точка из X обладает счетным базисом. Следовательно,
для описания топологии в X достаточпо ограничиться
сходящимися, последовательностями (см. 2.6, свойство 6). Отметим, что

х* -*■ х в папученном топологическом пространстве тогда и только

тогда, когда р(х„, х) -»■ 0.
Топологическое пространство, топологию которого порождает

некоторая метрика, называется метризуемым. Отнюдь не всякое

топологическое пространство метризуемо; примеры неметризуе-
мых пространств мы увидим дальше. Спедует иметь в виду, что

одна и та же топология может порождаться разными метриками.

Теорема 2. 1) р(ж, у) есть непрерывная функция, своих

аргументов, т. е. если хп-+х0, уп-*~Уо, то р(хп, у„) -*- р(ж0, уо).
2) Метрическое пространство хаусдорфово {следовательно?

сходящаяся последовательность может иметь только один

предел).

Доказательство. 1) Из неравенства треугольника
получаем соотношение

р(х', у') — р(ж, у) <: piy, у') + р(х, х').

Мепяя х, у и х', у' местами, приходим к перавепству
противоположного знака, откуда

1р(*\ /)-р(*. 0>1<р(*. *') + р(у, /)• (О

Отсюда получаем

1р(ж„, уп) — р(ж0, ув)\ < р(#„, ж0) + р(уп, у«) -*■ 0.

2) Если х Ф хв, то в = р(х, хв)/2 > 0, и из неравенства

треугольника получаем, что открытые шары Ktix) и Kt(xB) не

пересекаются.

Ниже нам понадобится понятие расстояния от точки до мпо-

жества EczX. Как и в евклидовом пространстве, мы понимаем

под этим величину

р (х0, Е) = inf p (х0, х).
аея

Нетрудно видеть, что р(ж0, Е) = 0 равпосильно тому, что

хв^Е.
Пусть Х0 — множество в метрическом пространстве X.

Поскольку расстояние определепо для каждой пары элементов мио-.

жества X, оно-тем самым определено и в Хв. Яспо, что при этом

выполнены аксиомы 1)—3) метрического пространства, так что

Х0 естественным образом оказывается метрическим пространством.

Говорят, что метрика в Хв индуцирована метрикой прострапства
X. или что пространство Хв является подпространством
метрического пространства X.

Допустим, что между элементами двух метрических

пространств X и У можно установить взаимпо однозначное соответ-
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ствие так, что расстояния между соответствующими парами"
элементов пространств X и Y равны. Такие пространства называются

иаометричными. Ясно, что все метрические соотношения в одном
яз йзометричных пространств имеют место также и в другом,

поэтому различие между такими пространствами является раапи-

чием лишь в конкретной природе элементов и не затрагивает

существенных, т. е. связанных с расстоянием свойств

пространства. Это обстоятельство дает основания для
отождествления изометричных пространств.

3.2. Приведем более сложные примеры метрических

пространств. В этой книге основпую роль будут играть пространства,
элементами которых являются фупкции. Здесь и в дальнейшем,
вводя некоторое пространство X, элементами которого являются

числовые функции, мы, если пе оговорено противное, вводим

сразу два пространства
— вещественное прострапство X,

состоящее из всех вещественных функций, удовлетворяющих

соответствующим условиям, и комплексное пространство X, состоящее
из всех комплексных функций, удовлетворяющих тем же
условиям. Разница в обозначениях этих пространств, как правило, пе

проводится. Если в некотором утверждении мы не упоминаем,
о каком пространстве идет речь, вещественном или комплексном,

то, значит, это утверждение справедливо и в том и другом

случае.
1) Пусть К — компакт. Прострапство С(К) есть множество

всех непрерывных функций па компакте К, в котором
расстояние между функциями хну определяется следующим образом:

Р (#, "У) = sup | a; (t) — у (t) |.
teK

Проверка условий 1)—3) не представляет труда, поэтому мы

ее опускаем. Так кац непрерывпая функция на компакте

достигает своего максимума (см. теорему 2.6), то можем также па-

писать

р (х, у) = max | х (t) — у (t) \.
teK

Сходимость последовательности {хпУ элемептов пространства
С(К) к точке х0 означает равномерную сходимость
последовательности функций х„Ш к функции <t0{t). В самом деле, если

по произвольному е > 0 выбрано N такое, что р(ж, хл) < е при
n>N, то это значит, что для тех же п

sup|a:n(0 — x0(t)\ <e.
teK

Таким образом, для всех feX справедливо неравенство

\хЖ)-хвШ<в, n->N,

откуда и следует доказываемая равномерная сходимость.
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Очевидно и обратпое: из равномерной сходимости

последовательности непрерывных функций к непрерывной функции следует
сходимость соответствующих элементов в пространстве С(К).
Если К = la, Ы, то пишем Cla, b\.

2) Пространство s есть мнозкество всевозможных числовых

последовательностей, в котором расстояние между
последовательностями х = (|,, £2, ..., |к, ...) и у

= (т),, т]г, ..., Tjk, ...)

определяется по формуле

Проверка аксиом 1) и 2) метрического пространства не

представляет труда. Условие 3) вытекает из того, что функция ф(Х)=
Л

=
.

,
. возрастает при Я гЭ= 0, и поэтому имеет место числовое

неравенство

|« + Р1 ^ M + IPI ^ l«l , 1Р1 т
1 + |« + Р1^1 + |а|+|р| *М+|а| +

1+|р|" W

Если последовательность ixj (^ = (g^, £(2п),,,., g£n), ...),
п = 1, 2, ...) сходится к элементу х0

= (g^ £(20),,.., £(Д ...),
то это означает, что

lim &"> = &«», Л = 1,2,..., (3)

т. е. сходимость последовательности точек в s есть

покоординатная сходимость
— сходимость каждой координаты точки хп к

соответствующей координате предельной точки ха.

В самом деле, из неравенства

^ i%^-W\<P{Xn'Xo)' *=s1*2'- (4)

в случае, если хп -*■ х0, получаем Ь," -*-£ь (k — 1,2,...).
Напротив, если выполнено условие (3), то, так как ряд

Й* 1+|$Г>-#>|
Р("' 0)

сходится "равпомерпо относительно и (он мажорируется рядом
оо

2 l/2ft), допустим почленпый предельный переход, и поскольку

каждый член ряда стремится к нулю, то р(ж„, хв) -*■ 0.

Из доказанного вытекает, что пространство s является

топологическим произведением счетного семейства прямых.

3 Л. В. Канторович. Г. П. Аюгаов
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Укажем еще на пространство С(,'[«, Ь] (в отличие от

пространства комплекспых чисел С" здесь мы пишем индекс в

круглых скобках), элементы которого
— функции, определенные в

промежутке la, b] и имеющие в этом промежутке непрерывные
производные до /-Й включительно. Расстояние между х, #е£(0[а, 61
можно определить так: •

у

р(*,!,)= 2 max\x(h) (t)~yw(t)\%

xm(t)=x(t), jr(0»W = yU).

Сходимость в Ст1а, b] означает равномерную сходимость как

последовательности самих функций, так и последовательности

&-х производных (KKI).
Можпо рассматривать и пространство CU4D), состоящее из

функций, непрерывных вместе со всеми своими частными

производными до 1-то порядка в области D многомерного пространства
(см. IV. 4.4).

Отметим также, что если в С(К) ввести порядок: х^у тогда

и только тогда, когда x(t)^y(t) при любом t^K, а в s

условиться, что х = (£a)j£U ^ у = (rjn)^! тогда и только тогда, когда

lnSs.rib при любом k^N, то С\К) и s становятся

упорядоченными множествами (по не совершенно упорядоченными).

§ 4. Полнота и сепарабельность.
Мпожества первой п второй категории *)

Из аксиом метрического пространства вытекает и ряд других
свойств расстояния и предела, аналогичных хор'ошо известным

(h) .

свойствам вещественпых чисел; например, если хп —*хп%

хп-+-х0, то имеется последовательностьхп
п

->-х0. Однако
некоторые важные предложения о пределе, имеющие место для

множества вещественных чисел, пе могут быть выведены из аксиом

метрического пространства и не выполняются., вообще говоря,
в произвольном метрическом пространстве. Поэтому естественно

выделить из совокупности всех метрических пространств
некоторые классы пространств, метрика в которых удовлетворяет тем

или иным дополнительным условиям, обобщающим другие
существенные свойства расстояния и сходимости в пространстве

вещественных чисел.

4.1. Важнейшим из таких свойств является полпота. Для
вещественных чисел принцип полноты может быть высказан в

различных формах (принцип Дедекинда, наличие точной грапицы
у ограниченного мпожества и др.), однако только в одной из

*) Множества первой и второй категории введены Р. Бэром,
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пих — в признаке сходимости Коши — при формулировке пе пс-

пользуется иных понятий, кроме метрических. Наличие
обобщенного признака Коши мы и примем в качестве определения
полноты произвольного метрического пространства. Имепно, дадим

следующее определение.
Последовательность ixn) точек метрического пространства X

называется сходящейся в себе*), если р(хт, ж„)-*-0 (т, п-*-«>),
т. е. если для любого е > 0 найдется Nt, для которого р{хт, хп) <
< е при т,п>-Ne.

Метрическое пространство X называется полным, если каждая

сходящаяся в себе последовательность {хп} сходится, т. е.

существует такая точка х0 s X, что хп -*■ х0*

Очевидно, в любом метрическом пространстве каждая

сходящаяся последовательность сходится и в себе.
Таким образом, в полном пространстве имеет место

Призпак сходимости Коши. Для того чтобы
последовательность {х„} была сходящейся, необходимо и достаточно,
чтобы она сходилась в себе.

При переходе от пространства X к его замкнутому

подпространству Х0 свойство полноты сохраняется. В самом деле, если

{х„) — сходящаяся в себе последовательность точек из Хв, то

в силу полноты пространства X существует х0 =* lim xn e X. По
п-»ов

замкнутости множества Х0 должно быть х<> s Хв, т. е.

последовательность {х„У сходится в Х0.
Нетрудно видеть, что если отбросить требование замкнутости

мпожества Хв, то приведенное утверждение уже не будет верным.

Достаточно взять, например, за X пространство всех

вещественных чисел, а за Хо — содержащееся в нем пространство
рациональных чисел.

Проверку полноты метрического пространства часто облегчает
Лемма 1. Если последовательность Коши {хп} содержит под-

. последовательность {#nft}« сходящуюся к точке х, то хп -*- х.

Доказательство. Так как {хпУ — последовательность

Коши, то для всякого е > 0 найдется N такое, что р(ж„, xm) < e при

п, m&*N. Для nk^N имеем

Р (я„, xnh) < е- (1)

Так как xnh-*-x, то, переходя в (1) к пределу, получаем

р{хп, х) < ег чем и.доказано £„ -*- х.

4.2. Все конкретные метрические пространства, введеппые
в § 3, полны. Проверим это.

1) Пространство С(К). Пусть {хп} — сходящаяся в себе-

последовательность элементов иэ С(К). Если е > 0, то для доста-

*) Часто употребляют также термины последовательность Коши и фуп-
'даменталышя последовательность.

8*
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точно больших т п п (т, п&* Nt)

р (хт, хп) = max | хт (t) — хп (t) | < е.

Таким образом, при любом t^K будет

1жтШ-а:„(*)1<е. (2)

Фиксируя здесь t.e К, мы видим, что числовая

последовательность {х„(Ш сходится в себе, следовательно, существует lim #„(£),
п-»оо

который мы обозпачим через xB(t). Остается доказать еще, что хв

принадлежит С(К) и сходимость хп к хв имеет место в смысле

метрики этого пространства. Переходя к пределу в неравенство
(2) при т -»-

°°, получим

\xBit) — Xn(t)\ <:Е.

Отсюда ясно, что последовательность функций {#„(£)} сходится к

функции xB(t) равномерно, что влечет непрерывность функции
xB(t) и сходимость последовательности {хп} к хв в

пространстве С(Ю.
Аналогично можно проверить полноту пространства С{п.
2) Пространство s. Полнота пространства s

устанавливается совсем просто. Если arn=(li * й » • •
•> 1ь » • • •)—

сходящаяся в себе последовательность, то, используя неравенство типа

(4) из § 3,-легко убедиться, что каждая из числовых

последовательностей £h, £h , ..., |hn), ... также сходится в себе, а потому
существует предел £J,0) = lim££° (k = 1, 2, ,.'.). Полагая х0 =■

П-»оо

= (£i°\ й0>» • • •
1 £l°\ • •.), мы видим, что х„->-хв в s (так как

сходимость в s покоординатная).
4.3. Подобно тому, как множество рацпональпых чисел

включается в множество вещественных чисел, так и произвольное

метрическое пространство может быть включено в полное

метрическое пространство.
Наименьшее полное метрическое пространство, содержащее

данное пространство X, называется пополнением пространства X.

(Термин наименьшее понимается в том смысле, что пополнение

содержится во всяком другом полпом пространстве, содержащем

X. При этом, как указывалось в 3.1, изометричные пространства
отождествляются.)

Теорема 1. Всякое метрическое пространство имеет

пополнение.

Доказательство*). Пусть X — некоторое метрическое
пространство. Назовем сходящиеся в себе последовательности

{хпУ и [х'г^ эквивалентными, если р [хт хп) -у 0. Ясно, что если

*) См. X а у с д о р ф.- Доказательство по существу следует процессу

Кантора — Мера введения вещественных чисел.
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одна из эквивалентных последовательностей сходится, то сходится

и другая, и к той же самой точке. Действительно, если,

например, Хп -»■ X, ТО

р (х'п, х) < р (хп, х'п) + р (хп, х)-+0
I

и потому хп-*-х.
Разобьем множество всех сходящихся в себе

последовательностей на классы, отзгося в один класс все эквивалентные между
собой последовательности. Обозначим через S множество всех

таких классов. Очевидно, две последовательности, эквивалентные

третьей; эквивалентны между собой, следовательно, одпа и та

же последовательность не может принадлежать двум разным
классам.

Пусть £ и г|
—

некоторые классы S. Выберем в классе |
произвольным образом последовательность {#„},-а в классе г\

—

последовательность {ynh С помощью неравенства (1) из § 3 полу-
чаем

\р(хт, Ут) — р(.Хп, уп)\ <р(жт, Хп)+р{ут, уп).

А так как последовательности 1хп) и {у„} сходятся в себе, то

правая часть стремится к нулю и числовая последовательность

{р(хп, уп)) сходится. Положим

Р (£« Л) = Hm p (хп, уп).
п-»оо

Расстояние р(£, т)) определяется классами £ и tj одпозначно. В

самом деле, если последовательность [хп] эквивалентна

последовательности {#„}, а \уп} эквивалентна {yj, то, переходя к пределу
в неравенстве

IР (х'т Уп) — Р (хп, уп) | < р (хп, х'п) + р (уП1 у'п),
получим

lim p (xnt yn) =« lim p (х'п, у'п).
п-*оо п-*оо

•

Проверим теперь, что р(£, г\) удовлетворяет аксиомам 1)—3)

метрического пространства. При проверке условия 1) нужно

доказать, что из р(£, ■п) = 0 следует 1 = ,п. Сохранив прежние
обозначения, мы видим, что

lim p (хп, уп) = О,
П-*оо

т. е. последовательности {х„У и 1упУ эквивалентны, а тогда
классы | и т] совпадают.

Условие 2) очевидно. Условие 3) получается предельным

переходом из неравенства

р(яп, уJ <: р(#„, г„) + р(у„, zn).
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Здесь {ж„}, {упУ, {z„} — последовательности, принадлежащие
соответственно классам !, г\, £.

Таким образом, множество Ё классов эквивалентных

последовательностей представляет собой метрическое пространство.
Покажем, что первоначальное пространство X можпо

рассматривать как подмножество S.

Для произвольного ieX обозначим через !*^Е класс

последовательностей, содержащий последовательность (х, х, ..,

..., х, ...), иначе говоря, класс сходящихся! к х

последовательностей. Очевидно, равенство !*=■!„ равносильно х = у. Далее,
p(I*i W "^ р(#, у\ в чем проще всего убедиться, беря
последовательности {х, х, ..., х, ...) и (у, у, ..., у, ...) в качестве

определяющих классы g» и !„.
Ввиду сказанного ясно, что, отождествляя элемент х^Х

с классом !*еЕ, мы изометрично погрузим X в метрическое

.пространство Е.

Таким образом, впредь X можно рассматривать как
подмножество пространства S, а для элементов £, пользоваться старым

обозначением х. Отметим еще следующий факт. Пусть 1хп) —

определяющая последовательность для класса !• Тогда имеем

£*„=■#*»-*-£ (в Е). Действительно, р(хп, хт)<в при п, m>Nc,
но тогда р (xnt I) — lim р {хП1 хт) < е при n^NBl откуда хп -*- \

т-»оо

(в S).

Благодаря доказанному, для любого |eg можно найти такое

-жвХ, что р(ж, !)<е (в качестве х. можно взять любое хп при
.n>Nt).

Докажем теперь полноту пространства Е. Пусть !(,), !(2), ...

..., |(п), ...— последовательность классов, сходящаяся в себе.

Возьмем последовательность е„ -*- 0. Согласно доказанному выше

для каждого п найдется хм^Х такое, что р(ж(п), !(п))<е„. Из

неравенства

р(ж(п), *<»>) < р(ж(п), !<">) + p(g(n\ !(m>) + p(|(m>, *(m>) <

<e» + em + p(£("\i(m,>

ясно, что последовательность {х(п)} сходится в себе. Опа,
следовательно, определяет некоторый класс ! так, что р(ж(п), £) -»- 0. Но

p(!<"V {) < р(Ця), хм) + р{х(п>, 1У< е„ + р(ж(п), V-

Отсюда"!00-»-! в Е, что и устанавливает полноту'пространства Е.
Если Н — другое полное пространство, содержащее X, то,

отождествляя те элементы пространства Н, которые являются

пределами сходящихся в себе последовательностей точек из X,
с классами эквивалентных последовательностей, получаем, в силу
полноты Н, что Е с: Н.

Пополнение пространства X построепо.
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4.4. Здесь мы рассмотрим свойства плотности и

сепарабельности, введенпые в 2.4 для произвольных топологических

пространств. •

Пусть X— метрическое пространство. Очевидно, что

множество EczX является плотпым в множестве Х0 с X, если для

каждых геХ0 и е >0 существует точка z^E,
удовлетворяющая р(х, z) < е, или, что то же самое, для любого х е Хл
существует последовательность {х„} с: Е такая, что хп -*■ х.

Нетрудно видеть, что всякое пространство X представляет
собой множество, плотное в своем пополнении.

Действительно, если х,, хг, ..., хп, ...— последовательность,
принадлежащая классу £ s 5, то, как было показано при
доказательстве теоремы 1, lira £„ = {;, откуда и следует паше утвер-

ждение.

Напомним, что метрическое пространство X является сепара-
бельным, если в пем существует счетное плотное подмножество.

■Если метрическое пространство Х0 содержится в сепарабелъ-
ном метрическом пространстве X, то Ха также сепарабельно.

Пусть Х0 — подмпожество пространства X и D= {хк} — счет-

пое плотное в X множество. Возьмем числовую
последовательность е„ -*■ 0 (е„ > 0) и для каждого к = 1, 2, ... найдем в Х0
элемент zk„ такой, что

р(л*, zM) < p{xh, Хо) + е„.

Пусть теХ, и е >0; найдется элемент xh^D такой, что

р(х, xk)<e; бери п пастолько большим, чтобы было е„<е,
получим

р(х, zkn) < р(#, xh) + р(хк, zhn) < е + p(xh, Х0) + en ^

< е + р(хк, х) + е„ < Зе,

откуда и следует плотность множества DB = {z*„} в Х0.
4.5. Пространства R", С[а, Ы, С(,), s сепарабелъны*). Для Rn

это утверждение очевидно. В качестве счетного плотного

множества можпо взять, например, множество точек" с рациональпы-
Mii коордипатами.

Что касается С{а, Ъ\, то в качестве счетного плотного в пем

множества можно взять множество всех алгебраических много-

члепов с рациопальными коэффициентами. В самом деле, по

известной теореме Вейерштрасса (см. 1У. 4.1) всякую

непрерывную функпию*можно равпомерно (т. е. по расстояпню в Cla, Ы)
аппроксимировать многочленом с любой наперед заданной
точностью. Ясно, далее, что за счет сколь угодно малого изменения

многочлена можпо добиться рациональности его коэффициентов.

*) ■ Приведем доказательство лишь для случая вещественных

пространств; комплексный случай легко сводится к вещественному.
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Таким образом, для всякой непрерьшной функции x(t) найдется
многочлен с рациональными коэффициентами, сколь угодно

близкий к xit) в метрике С[а, Ы.
В пространстве Cla, b] в качестве счетного плотного

множества можно взять также совокупность всех кусочно-липейных
функций, графики которых представляют собой ломаные с вер- -

шинами в рациональных точках.

Доказательство сепарабельности пространства CU)ia, b]
предоставляем читателю.

г

Счетным плотным в пространстве s множеством является,

например, множество Го,.элементы которого суть все

последовательности рациональных чисел с конечным числом членов, отличных

от нуля. Действительно, заменяя в последовательности (gi, |s, ...

•
■■1 !n-i, |я, ...), определяющей элемент х из s, все члены

начиная с Ы + 1)-го, нулями, получим последовательность
(li...£n-i, |n, О, . ..)=»Ы„, отстоящую, как элемент

пространства s, от предыдущей меньше, чем на 1/2".

Поскольку сходимость в s покоординатная, то к полученной
последовательности — элементу из s — можно, очевидно, сколь

угодно близко приблизиться последовательностью элементов из г„.
4.6. Не всякое метрическое пространство сепарабельно. Чтобы

построить пример несепарабельного Пространства,
рассмотрим произвольное бесконечное множество Т и множество.

1"(Т) всех заданных на Т вещественных ограниченных функций.
Если для х, у е ^(Г) положить

p(x,y) = suv\x{t) — y(t)\,:
teT

то l°°(T) обращается в полное метрическое пространство,
сходимость в котором означает равномерную сходимость

соответствующей последовательности функций.
Эти утверждения проверяются так же, как для пространства

С(К). Докажем, что пространство 1°°(Т) не сепарабельно.
Рассмотрим множество M„czl°°(T) всех характеристических

функций, т. е. функций, принимающих только два значения —

нуль и единица. Оно несчетно*). Пусть D — плотное в l°°i.T)
множество. Каждому х^Мв отнесем один из таких z^D, что

р(я, z) < 1/2.

При этом различным элементам х и х' из М0 соответствуют
различные же элементы z и z' из \D, так как если бы( выполнялись
перавенства

р(ж, z) < 1/2, р(а?\ z) < 1/2,
то было бы справедливо соотношение

р(ж, х') «£ р(ж, z) + р(ж', z) < 1,

*) См. Н а т а ы с о н — II, гл. I, § 4, теорема 8.
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в то время как должно выполняться равенство

р(ж, х') = 1.

Таким»образом, несчетное множество Мв поставлено во

взаимно однозначное соответствие с частью множества D,-

Следовательно, D несчетно.

4.7. Легко видеть, что подмножество Е метрического
пространства X является нигде не плотным, если оно не плотно ни

в одном шаре, т. е. если для любого шара К,(х) найдется
другой шар Ке^ (жх) с К8 (х)$ в котором нет точек множества Е

(см. 2.4).
В двумерном евклидовом пространстве (на плоскости)

примером нигде не плотного множества может служить любое
множество точек, лежащих на прямой.

- Множество точек, обе
координаты которых рациональны, является примером множества первой
категории — оно есть сумма счетного множества «одноточечных»

множеств. Хотя это множество первой категории, оно тем не

менее плотно в R2. V

На вопрос о существовании множеств второй категории ответ

дает следующая

Те'орема 2. Полное метрическое пространство X есть

множество второй категории (в себе).

Доказательства Предположим противное, т. е. что X —
оо

множество первой категории, так что X = U Eki где Eh нигде не

плотны. Так как Et нигде не плотно, найдется шар Ке (Xj), в

котором нет точек множества Et. Поскольку Ея нигде не плотно,
в шаре Ke/t(xj)найдется шар КВг(х^)% в котором нет точек Ег.

При этом можно считать, что ег ==£ Et/2.
Продолжая таким же образом, построим последовательность

шаров [Кеп (Хп)\ таких, что

Кеп (хп) С #en_i/2 (Яп-l)* Кеп (хп) П Еп = 0,

Е„ *£ Е„_,/2, П = 2, 3, .. .

Ввиду того, что шар Кеп/г (хп) содержит все следующие

шары, будет

pten+p, хп) < е„/2. (3)

Так как, очевидно, е„ -*■ 0, то последовательность {хп) сходится
в себе, а потому вследствие полноты пространства X

существует lim хп — х.
п-»со

Переходя к пределу в 43) (при р -»- о°), получаем

р{х, Хп) *£ Е„/2 < Е„,
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так что х е КВп (хп) и, следовательно, хФЕп для любого п =»

°°
*

■= 1, 2, ... С другой стороны, х е X = (J ^fci стало быть, а: долж-

но входить по крайней мере в одно из Еп.
Замечание. Небольшое изменение доказательства

позволяет получить и более сильный результат о том, что в полном

пространстве всякое непустое открытое множество — второй
категории»

Следствие. В полном пространстве множество,
дополнительное к множеству первой категории, всегда второй категории.

Множества такого рода называются вычетами. Отметим

следующий факт: пересечение счетного множества вычетов является

вычетом. Действительно, если~ Ah — вычеты, то Ah = X\Eh, где
оо оо

Eh — множества первой категории. Поскольку Г) Ak — X\ [} Eh

оо оо

и, очевидно, U Eh первой категории, то Г) Ak является вы-

четом.

Ясно также, что открытое плотное в полном метрическом

пространстве множество является вычетом, так как, очевидно,

его дополнение нигде не плотно.

Предоставляем читателю в виде упражнения убедиться, что

множество вещественных чисел, в разложении которых в fc-ичпую
дробь какая-либо цифра, начиная с некоторого места,

отсутствует, есть множество первой категории в пространстве
вещественных чисел, и получить отсюда, что существуют числа, у

которых в разложении в /с-ичную дробь (при всех к) все зпачащие

цифры присутствуют бесконечное множество раз (множество

таких чисел является вычетом).

§ 5. Компактность в метрических пространствах

5.1. В п. 2.7 мы ввели понятия'компактности и секвепциаль-

ной компактности и отметили, что эти понятия, вообще говоря,

различны. Однако важно выделить классы пространств, где эти

понятия совпадают. Сейчас мы покажем, что эти попятия

совпадают в классе метрических пространств. Условие метризуемости,
впрочем, вовсе не является для этого необходимым (см. гл. VIII).
Лемма 1. Точка х метрического пространства X является

предельной точкой последовательности {хп} тогда и только тогда,
когда существует подпоследовательность [Xnk], сходящаяся к х.

. Доказательство. Пусть х — предельная точка

последовательности {ж„*}. Обозначим через Un шар К1/п(х). Возьмем
любую точку i^eU,. Пусть построены Хпг, хПг, ..,, Xnk, где

Щ < п2 < ,., < nk и хп^ C/j (£=!,, 2, .,., к). Так как х — пре-
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дельная точка, то найдется т > nh, для которого хт е Uk+l.
Положим nh+l

= т. Тогда построенная подпоследовательность

хПк-*-х. Обратное утверждение вытекает из леммы 2.1.

Требование компактности пространства является весьма

сильным и выделяет сравнительно узкий класс пространств, в

частности, более узкий, чем полные и сепарабельные пространства.
Теорема 1. Компактное метрическое пространство полно.

Доказательство. Пусть {хп\ — последовательность Коши

в компактном метрическом пространстве X. По лемме 2.2

последовательность {хпУ имеет предельную точку ж. В силу леммы 1

найдется подпоследовательность хПк~->-х, Тогда по лемме 4.1

Хп X.

Введем следующее важное определение.
Пусть е > 0 — данное положительное число, а М—

подмножество метрического пространства X. Множество М называется

е-сетыо для множества E^zX, если для каждой точки х^Е в М

найдется такая точка z, что р(х, z) < е.

Теорема 2. Пусть X— метрическое пространство.
Следующие утверждения эквивалентны:

1). X компактно;
2) X секвенциально компактно;
3) X счетно компактно;
4) X полню, и при каждом е>0 в X существует конечная

в-сеть {для X).

Доказательство. 2) =*- 3) верно в любом топологическом

пространстве; 3) ■> 2) в силу леммы 1; 1) ■> 3) в любом
топологическом -пространстве (см. лемму 2 § 2). Теперь докажем, что

2) ■* 4) -*■ 2) -»■ 1).
2) => 4). Доказательство полноты X проводится аналогично

доказательству теоремы 1. Пусть условие 4) не выполнено, т. е.

пусть при некотором е > 0 не существует конечной е-сети.

Возьмем произвольную точку ^еХ. Множество, состоящее из одного

элемента хи не образует Е-сети для X, поэтому найдется хг^Х
такое, что р(ж2, xt) 3* е. Множество ixt, xj также- не может

быть е-сетью для X, следовательно, найдется ijsX, причем

р(я<, ж3)^е (£=1, 2). Рассуждая так и дальше, мы придем
к последовательности {хпУ точек из X такой, что р(хт, ж„) ^ е

(тпФп, тп, п=»1,'2, ...). Очевидно, из этой последовательности
нельзя выделить никакой сходящейся подпоследовательности, что

противоречит секвенциальной компактности X.

4) =*- 2). Пусть выполнено условие 4). Возьмем произвольную
последовательность {хпУ элементов множества X и докажем, что

пз нее можно выделить сходящуюся подпоследовательность. Для
этого зададимся числовой последовательностью е„-»-0 (еп>0)
и рассмотрим существующую но условию Ei-сеть. Если построить

шары с центрами в точках Ег-сети и радиусом Ei, to каждая точ-i
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ка множества X попадет по крайней мере в один из этих шаров.
Так как шаров конечное число, то в одном из них окажется

бесконечно много членов рассматриваемой последовательности.

Обозначим этот шар через Кгх (zx). Возьмем далее е2-сеть и

рассмотрим шары радиуса е2 с центрами.в ее точках. Как и

раньше, в один из этих шаров попадет "бесконечно много элементов

последовательности {хп}, содержащихся в KBi (z). Пусть это будет
шар Ке (z2). Продолжая таким образом, получим

последовательность шаровKZi(zj, Ke2(z2),.,., Ktn(zft),... такую, что в

пересечение любого конечного'их числа попадает бесконечное

множество точек данной последовательности. Ввиду этого мы можем

выбрать

хПу е= Кн (zj), хн2 е= К^ (z2) tl Ke± (гД пг > пи

k
и вообще a^G П Ке (г») (nk> nft_, > ...>п1).*

i=i
l

Так как оба элемента Xnk и хП1 принадлежат шару Keh (zft)
(ft s£ I), то"

Р(xnh, хщ)< Р (xnlt, zk) + p(хщ, zft) < 2eft,

а, значит, последовательность {#nft} сходится в себе и, в силу

полноты пространства X, сходится к некоторому элементу х0 s X.

Таким образом, секвенциальная компактность X доказана.

Итак, мы доказали, что 2) ■*=>■ 4). Теперь из 2) и 4) выведем
1), чем и закончим доказательство теоремы 2.

Прежде всего отметим, что пространство, обладающее
свойством 4), сепарабельно. Действительно, если е»

->- 0 и Mh (ft e

sN) — конечная ЕА-сеть, то М — U Mh будет, очевидно,
счетам

ным плотным в данном пространстве множеством *).
Лемма 2. Пусть X — произвольное метрическое сепарабель-

ное пространство. Рассмотрим систему {GE} (| e E) открытых
множеств, покрывающую пространство X. Тогда us системы {GJ
можно выделить счетное покрытие пространства X,-

Доказательство. Обозначим через D счетное плотное в

X множество и рассмотрим всевозможные шары рационального

*) В связи с проведенным рассуждением мы хотим обратить внимание
на различие понятий компактного и сепарабельного пространств. В случав
сепарабельпого пространства было обеспечено наличие счетного множества,
элементами которого можно было безгранично приблизиться к любому
элементу пространства. В случае компактного пространства мы также

получаем такую возможность, строя множество М— объединение е*-сетей.
Однако здесь с помощью одной е-сети — конечного числа элементов — мы

можем одновременно аппроксимировать каждый элемент пространства, что

в сепарабельном пространстве, вообще говоря, не имеет места.
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радиуса с центрами в точках из D. Множество таких шаров,

очевидно, счетпо. Перенумеруем указанные шары; пусть это

будут Su S2, '..., Sn, ... Для каждого х^Х я | е5, очевидно,

найдется шар <Sn(x, E) такой, что

же^цс^. (1)

Когда х пробегает все X, а | — все Е, индексы nix, |) пробегают
некоторее счетное множество nlt пг, ..., пк, ... При этом шары

S„ , Sn , .*», Snk, ... покрывают пространство X. Для каждого

к = 1, 2, ... выберем |ft е Н так, что nixh, \h) = nh при некотором

^el В силу (1)

оо оо оо
*

Завершим теперь доказательство теоремы 2. Пусть опять X

секвенциально компактно. Рассмотрим покрытие {GE}
пространства X открытыми множествами. Так как по доказанному X се-

парабельпо, то по лемме 2 можпо считать, что покрытие {GE}
счетпо, т. е. что | пробегает множество натуральных чисел.

Предположим, что множества

Fn = X\ [J G£

непусты пи при одном neN. Выберем в множестве F„ точку хп.

Из последовательности {хп} можно выделить сходящуюся

подпоследовательность {Xnh}. Пусть, например, хПк-*-х. Так как для

пк>п будет Xnh^Fn, а множество F„ замкнуто, то и jef„

IneN). Иначе говоря,
оо оо

71=1 |=1

что, однако, невозможно, поскольку (J G£ = X.
6=i

* п

Таким образом, при некотором п будет X = (J ^6» • и прост-
Е=1

ранство X компактно. Доказательство теоремы 2 полностью

закончено.
По ходу доказательства нами было получено
Следствие 1. Компактное метрическое пространство сепа-

^рабелъно.
Следствие 2. Пусть Е — подмножество метрического

пространства X. Следующие утверждения эквивалентны:
1) Е относительно компактно;
2) Е относительно секвенциально компактно;
3) Е относительно счетно компактно.



46 ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ И МЕТРИЧЕСКИЕ ПРОСТРАНСТВА [ГЛ. Г

Доказательство. 1) »*-2) в силу теоремы 2; 2) =*■ 3)
очевидно. Докажем 3) =*■ 1). Для этого в силу теоремы 2 достаточно

доказать, что замыкание Е счетно компактно. Пусть {хп) —
последовательность в Е. Для каждого п возьмем уп е Е, для

которого р(ж„, уп) < 1/ге. Так как Е относительно счетно компактно,
то последовательность {уп) имеет предельную точку х&Е.

Очевидно, что х является предельной точкой и для {х„}. _

Лемма 3. Пусть Е — подмножество метрического
пространства X. Если в X Существует конечная е-сеть для Е, то в Е

существует конечная (2е)-сетъ.
Доказательство. Пусть МсX— конечная Е-сеть для Е.

Для каждого х^М зафиксируем ух^Е, для которого р(ж, ух) <
<е (если такой найдется). Тогда множество Mt =» {ух: а;еМ с:

с: Е — конечная (2е)-сеть.
* Из теоремы 2 и леммы 3 получаем важпый критерий
компактности Хаусдорфа.

Теорема 3 (Хаусдорф). Для того чтобы подмножество Е

метрического пространства X было относительно ^Компактным,
необходимо, а если X — полное пространство, то и достаточно,
чтобы при каждом е > 0 в X существовала конечная е-сеть для Е.

Замечание. Для относительной компактности множества

достаточпо также (в случае полноты пространства X)
существования отпосительпо компактной Е-сети при любом е > 0.

В самом деле, для этой относительной компактной е-сети

будет существовать конечная е-сеть, которая будет, очевидно,
(2е)-сетью для исходного множества, что" и устанавливает его

относительную компактность.

5.2. Обратимся теперь к изучению условий компактности в

конкретных пространствах. Классическая теорема Больцано —

Вейерштрасса утверждает, что подмножество в и-мерном

пространстве R" (или С") компактно тогда и только тогда, когда оно

ограничепо и замкнуто.

Укажем теперь условия компактности множества в

пространстве s. Нетрудно видеть, что множество Ecis относительно

компактно в s тогда и только тогда, когда числовое множество к-х

координат точек множества Е ограничено при любом fceN, т. е.

1Ы <к, * — (|i, h, •.., Ik, ...) е Е.

Иначе говоря, мпожество Е расположено в некотором
параллелепипеде пространства s.

Необходимость этого условия очевидна, так как если мы

возьмем последовательность элементов, у которых, скажем, первая

координата неограниченно возрастает, то из нее, очевидно,

нельзя выделить частичную сходящуюся (покоординатно).
Для установления достаточности построим е-сеть для Е.

Возьмем к настолько большим, чтобы было 1/2* < е, и рассмотрим
множество Н точек вида 1х]к = (£,, |2, ..., |ц, 0, ...), где х «■
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= (lii I2, ..., £*, l*+i, •..) е Е. Множество Н относительно

компактно (подобно ограниченному множеству в fc-мерном
пространстве). В то же время Н является Е-сетью для Е, так как,
очевидно,

n=ft+l ^ T I 6n I n=b+i Z ^

Здесь [x\h по-нрежпему обозначает последовательность (gi, |2, •.-.

-.., Ь, 0, ...).
Наличие относительно компактной Е-сети, как было отмечено

выше, достаточно для относительной компактности Е.

Замечание. Из установленной ком'пактпости

параллелепипеда в s вытекает следующий факт. Если имеется совокупность

ограниченных одним и тем же числом последовательностей, то из

нее всегда можно извлечь последовательность, сходящуюся

покоординатно, т. е. такую последовательность {хп}г &п = {£л \^=п
что одновременно существуют пределы .

П-»оо

Этим обстоятельством мы .неоднократпо будем пользоваться в

дальнейшем.
Дадим теперь условия компактности множества в

пространстве С(К), где К— метрический компакт с метрикой г.

Теорема 4 (Арцела — Асколи). Для того чтобы множествоЕ

непрерывных функций было относительно компактно в С(К), не-

рбходимо и достаточно, чтобы были выполнены следующие
услоёия:

1) функции множества Е ограничены в совокупности, т. е.

существует такая постоянная М, что

\хШ^М, х^Е, t^K;

2) функции множества Е равностепенно непрерывны, т. е.

для любого е > 0 найдется б > 0 такое, что если r\t, t') < б, то

\x(t) — xW) I < е для всех х^Е.

Доказательство. Необходимость. Пусть Е
относительно компактно в С(К). Согласно теорем'е 2 для множества Е

существует конечная е-сеть. Пусть хи хг, ..., х„—непрерывные

функции, образующие эту сеть. Так как каждая из функций xh

ограничена, а для произвольного элемента х^Е найдется хк
такое, что р(х, xh) < е, то

1*(*Н<1**(*)1+!*(*)-**(*)!<
<max|xk (t)( + р(х, xh) < max|xh(t)\ + e

teK t<=K
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и, следовательно, условие 1) выполнено, если в качестве

постоянной М взять увеличенную па е общую верхнюю границу
функций \xk(t)\ (ft-=l, .:., n; te/O.

Далее, для каждой из функций хк найдется такое бА, что

\хк(П-хкШ\<Е при Kt',tX8h.

Обозначим б = min (б,, б2, ..., б„). Возьмем произвольную
функцию х из множества Е. Пусть xh — тот элемент, для которого

р(ж, хк) < е. Тогда

\x(t')-x(t)\ ^ ЫП - xk(t')\ + \xh(t')-xhit)\ + \xh(t)-x(t)\ <
■

<£p(tf, xk) + \xk(t')-xk(t)\ + p(x, xh)<2E+\xk(t')-xh(t)\.

Если r(t, £')<6, то второе слагаемое здесь будет меньше е,
а потому в зтом случае

\x(t')-x(t)\<3E.

Таким образом, функции множества Е равностепенно

непрерывны.

Достаточность. Так как С(Ю — замкнутое
подпространство в. пространстве 1*(К) всех ограниченных функций на К, то

достаточно доказать, что Е относительно компактно в 1°°(Ю. Так
как пространство 1°°(К) полно, то но замечанию к теореме 3

достаточно доказать, что для любого е > 0 множество Е имеет

относительно компактную е-сеть. По 8 > 0 возьмем б > 0 из уело- .

вия равностепепной непрерывности Е. Так как К — метрический
компакт, то по теореме Хаусдорфа существует конечная б/3-сеть

{^ft}h=i для К. Положим

С\ = /£е/з (t,),

Ca=Kt/a{tJ\Cu

эт—1

сп = К(,/3 (tn)\ и cft.

n n

Так как К = [} K6/s (th), то К = |J Ck, причем Ck П Ст = 0

ft=i ft=i

при кФт,ъ при любом ft, если t, t' eC,, то r(t, t') <2б/3.
Следовательно, в силу выбора 6\ если t, t'eC*, то \x(t) — x(t')\ < e

для всех х^Е. Пусть хк — характеристическая функция
множества Ск,-ч. е. якШ«=1, если t^Ch, и x(t)=0, если гФСк. Pac-

п

смотрим множество Я, состоящее из функций вида 2 ^ьж* (')«
ft=i

где числа Кк таковы, что \Хк\ ^М (ft = l, 2, ..., re). Множество II
компактно в 1"(К), .так как сходимость последовательности

таких функций означает сходимость последовательностей соответ-

ствующих чисел Кк.
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Доказательство будет закопчено, если мы покажем, что Н

является (2е)-сетью для Е. Пусть хеЕ. В каждом множестве С»
зафиксируем по произвольной точке th. (Если Ch =• 0, то мы его

п

пропускаем.) Функция у (t) = 2 х ('ft) хь. (О входит в„#, так как

\x(th)\<:M. в силу условия 1). Возьмем произвольную точку
71

te.K. Так как К = JJ Сь, то t принадлежит некоторому мпоже-
fc=i

ству Ст. Тогда имеем
*

\x(t) - y(t) I = \хШ - xttm) I < e,

так как ph(t, tn) < 26/3 < б в силу построения Cm и условия 2).
В силу произвольности t получаем

Р (хх УУ = sup | х (t) — у (t) К е < 2е,
left

что и означает, что Я есть (2е)-сеть для Е.

Проиллюстрируем доказанную теорему примерами.

Рассмотрим в промежутке [0, л] совокупность функций Е =*

■=» {sin nt) (n ■= 1, 2, ...). Условие ограниченности для Е

выполнено. Однако, поскольку sin и -^-
= 1, то второе условие —

равностепенной непрерывности — нарушено. Множество Е

некомпактно в СЮ, 2л1.
Рассмотрим теперь множество Е функций, удовлетворяющих

условию Гёльдера

\rSt')-x(t)\<:M\t'-t\a, х^Е, t'e[a,b\, 0<a=s£l*).

Если функции из множества Е ограничены в соЁокупности, то Е

( е \1/а
компактно. Действительно, ^"("хг) обеспечивает

равностепенную непрерывность функций множества Е, и, следовательно,
выполнены оба условия теоремы Арцела — Асколи.

Более общо: пусть Е — ограниченное множество, непрерывных
функций, и пусть существует такая функция <о(6), что ю(6)-»-0

при б -»- 0, причем модуль непрерывности <о(ж; б)**) любой функ-

*) При a = 1 получаем условие Липшица

\x(tr)—x{t)\^M\f — t\.

О функции, удовлетворяющей условию Гёльдера, часто говорят, что она

удовлетворяет условию Липшица с показателем а. Класс всех таких функ-
дин обозначают Lip a.

**) Напомним, что модулем непрерывности функции х е С[а, Ь]
называется величина

о (х; 6)= max \ х (t') — х (t) \, 0<6<& — а.

a«t,«'-«b
\f-t\<6

4 Л. В. Канторович, Г. П. Акилоо
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ции are/? удовлетворяет неравенству <о(х; 6)г£<о(6); тоща Е

компактно в пространстве Cfc, Ы.
Предоставляем читателю сформулировать критерий

компактности множества в пространстве Cw[a, b].

§ 6. Пространства с мерой

6.1. Классическое определение Римана позволяло определить
интеграл па классе функций, лишь немного более широком, чем

непрерывные функции на отрезке.. Потребности анализа (в

первую очередь теории тригонометрических рядов) привели к

введению в 1902 году французским математиком А. Лебегом
понятия меры и понятия интеграла от функций на отрезке, более

общего, чем иптеграл Римапа. Дальнейшие обобщения, сделанные
И. Радоном, М. Фреше, К. Каратеодори, привели к построению

теории меры па произвольном множестве и построению
интеграла по этой мере. Абстрактные пространства с мерой оказались

весьма плодотворными в анализе, в теории уравнений, а также

в теории вероятностей, где они позволили А. Н. Колмогорову
развить современный аксиоматический подход в этой науке
{1932 г.).

В этом параграфе мы приведем без доказательств основные

факты теории меры и интеграла. От читателя все же требуется
свободное владение хотя бы интегралом Лебега на. отрезке (см.

Натансон—II). Читатель, интересующийся в основном

приложениями функционального анализа, изложенными в части II,
может абстрактное пространство с мерой считать областью в R"

или отрезком на прямой с мерой Лебега. Подробное изложепие

приведенного в этом параграфе материала можно найти в

следующих книгах: Акилов, Макаров, Хавин; Бурбаки —

IV; Вулих — III; Данфорд, Шварц—I; Заанен— II;
Колмогоров, Фомин; Халмош; Шилов, Гуревич.
Наше изложение наиболее близко кВулих — III.

6.2. Пусть Т — произвольное множество. Непустая
совокупность 2 некоторых его подмножеств называется алгеброй, если

она удовлетворяет следующим двум условиям:
. \) если А, В е 2, то A U В е 2;"
2) если ieS, то и его дополнение Т\А е2.
Из определения легко вывести, что алгебра вместе с любыми

двумя множествами А та В содержит их пересечение А П В и

разность А\В. Индукцией получаем, что алгебра замкнута
относительно операций объединения и пересечения конечного числа
множеств. Отметим также, что всегда ^еЛиГеЕ. .

-

. Непустая совокупность 2 подмножеств множества Т

называется а-алгеброй, если 2 — алгебра, замкнутая по отношению к

объединению не только конечного, но и счетного числа множеств,
1. е. если
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3) из 4eS(ne N) следует, что А~ \] Ап е 2.

Очевидно, что о-алгебра замкнута и относительно

образования счетного пересечения множеств.

Пусть R = (—оо, +oo]f 2— некоторая алгебра подмножеств
множества Т. Функция ср: 2 -*■ R называется аддитивной

функцией множества, если для любой конечной совокупности попарно
дизъюнктных множеств 4„eS имеет место равенство

ф(иЛ0«2ф(А0. (1)
п п

Кроме того, всегда предполагаем, что <р(0)«=О. Будем
говорить, что ср неотрицательна-я писать ср^О, если <р(.А)Х) для

любого Ле2.

Аддитивная функция множества ф: 2 -*- R, заданная на о-ал-

гебре 2, называется счетно-аддитивной, если равенство (1) вы-,
полнено также для любой счетной совокупности попарно
дизъюнктных множеств 4„sX

Мерой на о-алгебре 2 называется неотрицательная счетпо-

аддитивная функция множества |х, заданная на 2.

Мера |х называется конечной, если ц(Т) < °°, и с-конечной,
если множество Т представимо в виде объединения счетной
совокупности множеств 4„еЕ таких, что |хС4„) < °°. Мера |х

называется полной, если из ЛсВе2, р,(В) •= О следует Ле2 (и,
конечно, u.G4) = 0).

Произвольную меру ц можно «пополнить». Именно, обозначим
через Г* совокупность всех множеств вида AU N, где А е Г,
a JVcBeS, |x(Z?) •= 0. Тогда 2* будет о-алгеброй, причем, если

область определения |х расширить, до 2*, полагая и.14 U N) =
■= цСД), то продолженная функция будет мерой на Г*.

Приведенная конструкция показывает, что обычно можпо

считать, что мера ц полная.

Мы будем говорить, что (Т, 2, |х) является пространством с

мерой*), если Т—множество, 2—некоторая о-алгебра-его
подмножеств, |х

— полная мера на 2, причем выполнены следующие

условия:

1) если множество А <= Т таково, что для любого множества

В е 2, |хСВ) < °° выполнено 4ПВе!,то4еЛ;
2} мера (х локально конечна, т. е. для любого А <=2 с р,(.А) >

> 0 существует Ве2 такое, что В с. А и 0 < ц(В) < °°.

Наложенные условия не являются обременительными.
Действительно, выполнения условия 1) можно добиться, расширяя о-

алгебру 2, включив туда множества А, удовлетворяющие 1). Если

*) Обычно в определении пространства с мерой на 2 и ц ие

накладывается никаких ограничений, но это часто*ведет к патологиям (особенно в

случае не о-коиечной меры),
4»
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же для множества А с |х(.4)■=+<» не выполнено условие 2), то

переопределяем меру множества А, полагая р,(А) = 0.

Отметим, что для о-конечной меры условия 1), 2) выполнены

автоматически. Обозначим через 2(|х) совокупность всех

множеств из 2, имеющих конечную меру. Из 1) и 2) получаем

следующее свойство (Г, 2, (х):
если множество АсТ таково, что для любого Ве2(ц) имеем

ЛПЯе=2 и |л(ЛПЯ) = 0, тоЛеЕн (xU) = 0.
6.3. Пусть 2 — алгебра подмножеств множества Т, ф: 2 -»- R —

аддитивная функция множества. Функции, построенные по

функции ф с помощью формул

Ф+(Л)= sup у (В), ф_(4)= sup {— Ф(Я)К
BcA.BSZ ВсА.ВеЕ

|ф1Ш=ф+и) + Ф_и), Ле2,

называются соответственно положительной, отрицательной и тгол-

7jou вариациями функции ф. Все три функции, ф+, ф_ и |ф|, суть

неотрицательные аддитивные функции множества. Полная

вариация функции ф может быть определена также по формуле

l«P|H) = supS|«p(i4i)|»
г=1

тде супремум берется по всевозможным разбиениям множества А

на конечное число попарно дизъюнктных множеств -4|Э2. Если

•ф(.4) конечно для A eS, то

|Ф|(4)= sup {ф(Яа)-ф(Я2)}.
В1,В2СА
Bj.B^ez

Теорема 1. Для любой конечной аддитивной функции
множества ф, заданной на алгебре 2, имеет место разложение Жор-
дана

ф = ф+
-

ф_.

Отметим, что если 2 — о-алгебра и функция ф
счетно-аддитивна, то ее вариации ф+, ф_ и |ф| тоже счетно-аддитивны. Для
-счетно-аддитивных функций имеет место более сильный факт.

Теорема 2 (о разложении в смысле Хана). Пусть ф —

счетно-аддитивная функция множества на а-алгебре 2. Тогда
найдется такое Аа^% что q>G4) X), если 4е2, АсА„, и фЫ)-<;0,
если Ae2,icT\At.

Заметим, что в условиях теоремы 2 для любого А е 2 имеем

<p+U) =ФС4 (\А0), ф-U) =-фЫ П (Т\А0)).
6.4. Пусть Т — множество, 2 — некоторая о-алгебра его

подмножеств. Множества из 2 будем называть игмеримыми.
Вещественная функция z{t), заданная на Т, называется измеримой
относительно о-алгебры 2, если для любого числа аеЙ измери-
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мы ее множества Лебега

fte-Г: xit)>a}, {te=T: xtiXa), (2)
{t s T: x{t) > с}, {t e= T: x(t) < a).

Измеримой относительно 2 конечнозначной функцией
называется функция вида

где h e= R, Ai e 2 (i = 1, 2, ..., ft), причем множества Л4 (i =■

= 1, 2, ..., ft) попарно дизъюнктны.
Будем говорить, что последовательность функций xn(t) на Т

еозрастает (a;„t), если xn(t) ^ xm(t) (t&T) при то>п. Пишем
х„ t х, если последовательность {ж„} возрастает и ж„(г) -*■ x(t) при
любом tsf.

Теорема 3. Для любой ограниченной измеримой
относительно а-алгебры 2 функции х существует последовательность

измеримых конечнозначных функций {хп}, сходящаяся к х

равномерно на Т. Если x(t) ^ О it s T), то дополнительно можно

считать, что хп\х, хпШ>0 (fe?1, пеЖ
Доказательство. Предположим, что x(t) X) (f s T).

Пусть А/= sup а: (£). Для к = 2ь (fteN) и i = 0, 1, ..., и—1 по-

ter

лошим

i4? = {JG Т: iMIn< ж(*)<{I + 1)М/и}.

Очевидно, что At & 2. Определим конечнОзначпую функцию
хп по формуле

Легко видеть, что a;„t. Действительно, если то>п и fs.?. то

или ж(г)=0, а тогда ж„(г) —xm(t) = 0, или i принадлежит

некоторому множеству А™, а тогда, так как тип— степени двойки,
А™ содержится в некотором А^ и потому i "> j. Следовательно,
xm(t) = lM/m > jM/n = xn(t).

Далее, если t e А™, то

1ж(Й - z„W I = \x(t) - Ш/п\ *S М/п,

откуда при любом fs? имеем

\x(t)-xn(t)\^M/n.

Следовательно, последовательность {х„} равномерно сходится
их. Если функциям произвольна, то, полагая x+(t) =тах(ж(*),0).
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и x-U) = max (—x(t), 0), получаем, что х+ и х~ —

неотрицательные измеримые ограниченные функции и х±=х+ — х-. Применяя
к х+ и х- доказанный результат, закапчиваем доказательство

теоремы.

Следствие. Для любой измеримой-функции х существует
последовательность измеримых конечнозначных функций {х„)
такая, что xnU) -*■ x(t) и \хп<Л)\<\х<Л)\ при всех te=T. Если
x(.t)>0 ((еД то можно считать, что хп\х, xn(.t)>0 (t^T,
nsN).

" ' '

Доказательство. Рассмотрим «срезки» lx]n (neN)
функции x(t), определяемые по формуле

. И*)« если |a;(i)j<n,
№W =

j 0^ если ух{щ>Пф

Функции [#]„ измеримы и ограничены, поэтому, если #(£) >0

(t^T), то в силу теоремы 3 при каждом nsN найдется такая

измеримая конечнозначная функция упШ, что \ix]„(t)— yn(t)\ <
< 1/и, 0 <i/„(£) *£ \.xin(t) для всех t<=T. Очевидно, что

последовательность функций
-

п

Хп {t) = max yh {t)
л—1

является искомой. В общем случае, как и при доказательстве

теоремы 3, представим х = х+
— х— Если 0<гп f ж+ и 0<ji/n f

f ж_, где Хп, Уп— копечнозначные функции, то

последовательность Хп (t) = хп Щ.— уп (t) — искомая.

Важнейшим понятием теории измеримых функций является

понятие интеграла. Пуеть дапы о-алгебра Г подмножеств
множества Т и конечная счетно-аддитивная функция ф на Г. Тогда
из совокупности всех измеримых функций можно выделить класс

функций, называемых суммируемыми (по функции ф), которым
сопоставлено некоторое конечное число, называемое интегралом
(Радона)*). Интеграл функции x(t) (по множеству Т)

обозначается одним из следующих способов:-

j х (t) d\p (tjt j x (t) tup, j x d(p.
T T T

Аналогичным образом может рассматриваться интеграл по

произвольному множеству А е 2.

Отметим важнейшие свойства интеграла.

*) Мм не будем приводить определение интеграла, отсылая к

литературе, цитированной в начале параграфа.
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1) Линейность*):

J (kx + цу) dq> = Я J xdtp + ц J у dq>, Я, [igR,
А

"

А А

2) J хd(f = J хd(p+ — J xd(p-t \ xdq> ^\\x\d\y\.
AAA A

3) Если (p — мера и i(t)^0(te А), то J x dy ^ 0. Если^
A

кроме того, J x d(p = 0, то q> ({t e= A: x (t) > 0}) = 0.
A

4) Если x — измеримая ограниченная фупкция, то существует

J"a;^p(Ae=2).
А

5) Функция множества v (^4) = J ж йф (Л е= 2) является счет-

А

по-аддитивной.
Имеется и много других важных свойств, с частью которых

мы познакомимся дальше.

В том случае, когда ф
—

мера, расширим понятие интеграла,

разрешив ему припимать и бесконечные зпачения.

Пусть (Г,. 2, (х) — пространство с конечной мерой. Если

измеримая функция x(t)^0 (isЛ) не суммируема на множестве

ЛеЕ, то полагаем J x(t)d\a =» + оо.

А

Для произвольной измеримой функции x(t), как и выше,

определяем x+ti) = max (x(t), 0), х~Ш = max(—x(.t), 0) и, если хотя

бы один из двух интегралов J x+d\ib J x~d\n конечен, полагаем
А А

J х d\i — \ x+d[i — | ж_ф,. (3)
AAA.

Если оба вышеупомянутых интеграла бесконечны, то функ^
ция x(t) интеграла не имеет.

Пусть (Т, 2, (х) — пространство с бесконечной мерой, 2(ц) —

совокупность всех множеств конечной меры. Используя условие
1) из- 6.2, получаем, что фупкция x(t) является измеримой тогда

и только тогда, когда для любого ЛеЕ((1) функция x(t)xALt)
измерима.

Для множества А (бесконечной меры) и измеримой функции
x(t) >0 (t^A) положим

J х {t) dp = sup | J" x (t) dp: BeS(n), В cz А), Ле=2

(эта формула тривиальным образом верпа, если Лэ2(ц)).

*) По определению (Хх + цу)(<) = Ях(<) + ИУ('Ь
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Для произвольной измеримой функции х интеграл определяем
по формуле (3) с теми же соглашениями о его существовании,

как и выше. Построенный интеграл обладает свойствами 1), 3),
5). Как и выше, функции, для которых конечеп интеграл J гф,

А

называются суммируемыми на А е 2, а если А = Т, то — просто
суммируемыми.

Рассмотрим теперь вопрос о перенесении изложенной теории
па случай функций с комплексными значениями. Пусть х: Т-*■

-*■ С — комплексная функция. Положим y(t) = Rcx(.t), z(t) =»

= lmx{t). Функция x(t) называется измеримой (суммируемой),
если измеримы (суммируемы) обе вещественные функции y(t) и

z(t). Если уШ и z(t) суммируемы, то полагаем

J x (t) dy = J у (t) dtp + i J z (t) dtp.
A A A

Иногда бывает удобно иметь дело с функциями,
принимающими и бесконечные значения. По-прежнему функция х: 21-»-
-*■ [—«>, +°°] называется измеримой относительно о-алгебры 2,
если измеримы все ее мпожества Лебега (2).

Пусть (Т, 2, р.) — пространство с мерой. Если для измеримой
функции х: Т -*■ I—о», +°о] обозначить

At = {t<=T: x{t)= + oo}t

AZ = {te=T: x (t) = — oo}s Am = At \] AZt

то в случае, когда \i(A«,) = 0 и интеграл J жф определен,
Т\АХ

полагаем \ жф= J жф; если ц(-4*)>0,; ц(Л~)=0Аполагаем
т т\а„,

j хф =+ оо, и, наконец, если ц (AZ) > О», ц (At,) = 0% полагаем

т

\ х ф = — оо. В остальных случаях интеграл не определен.
т

Как и прежде, функция x(t) называется суммируемой, если

j хфконечен, т. е. когда ц(Лоо)=0 и функция жХТХАоо сум-
т

мируема. Интеграл ) х ф определяется аналогичным образом.
А

Если функция x(t) задана лишь на множестве Т\А, где

иХ.4) = 0, то она называется измеримой (на Т), если она изме-



§ 61 ПРОСТРАНСТВА С МЕРОЙ 57

рима па Т\А. Если определен ] жф, то полагаем J жф =

Т\А Т\А

■= J х ф.
Т\А

Во всех дальнейших определениях и теоремах этого

параграфа мы предполагаем, что функции принимают значения в

расширенной вещественной прямой или в поле комплексных чисел,

с тем ограничением, что если по условию к фупкциям
применен знак неравенства, то эти функции принимают значения в

6.5. Пусть (Г, Г, ц) — пространство с мерой. Будем говорить,
что некоторое свойство выполнено почти всюду (сокращенно —

п. в.), если оно выполнено всюду, кроме, быть может, множества

меры нуль. Например, если х и у
— измеримые функции, то

x(t)>y(t) п. в. означает, что р,Ш: x(t) < y(t)}) = 0. Измеримые
функции х и у называются эквивалентными, если x(t) — y(t) п. в.

В силу условия 2) из 6.2 ото равносильно тому, что для любого

ylsKji) имеем x(t) = y(t) при почти всех t<=A. Интеграл «пе

различает» свойства, выполненные почти всюду и всюду.

Например, если x(t) = y(t) п. в., то J хф = J у ф.
Далее, в этом параграфе, если не оговорено противпое, мы

предполагаем все функции измеримыми и почти всюду

конечными, т. е. \i{t е Г: x\t) = +оо или хШ = —°°} == 0.

Пренебрегать множествами меры нуль часто можно пе только

при рассмотрении функций, но и при рассмотрении измеримых
множеств из 2. В связи с этим введем следующие обозначения.
Запись А <= .B(mod (х) для А, В е 2 означает, что ц(А\В) ■= 0;
А = Z?(mod ц) — что -d^fidnodu) и В<= .4(mod р.). Множества
А и В называются (ц)-дизъюнктными, если |х14П.В)=0.
Совокупность множеств Ы6} (geH), Л5еЛ, называется

(^-разбиением множества Т, если множества -А6 попарно ((х)-дизъюнктны
iif=U A(modu).

|es

Говорят, что последовательность измеримых функций {xn{t))
почти всюду сходится к функции x(t), если цШ: xn(t) ■/*■ x(i)}) = 0.

(Отметим, что даже если не предполагать с самого начала

измеримость предельной функции x(t), то ее измеримость легко

доказывается.) Для
'

сходимости почти всюду используем запись

хп -*■
х п. в.

Пусть функции xn(t) (neN) и x(t) измеримы, Ле2, ц(А) <
< °°. Говорят, что последовательность {xn(t)} сходится по мере
на множестве А к функции x(t), если дли любого е > 0

ц({«еЛ: \xn{t)-x{t)\^e})—> 0.
П-»оо

В случае произвольной меры ц(Л) говорят, что последова-

«ельпость {xn(t)} сходится по мере на множестве А к функций
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x(t), если {x„(t)) сходится по мере к хШ на любом множестве

/?<=£, В— A, (x(fi) <oo*). Для сходимости по мере (на Т)

используем запись х„ -*- х(ц). Аналогичным образом определяется
сходимость по мере направления ixa{t)} измеримых функций к

измеримой функции x(t) (xa-- ж((х)). Связь между сходимостями
почти всюду и по мере описывает

Теорема 4. 1) Если хп-*■ х п. в., то хп-*■ ж(ц).
2) Если (У, 2, ц) — пространство с а-конечной мерой и хп -*-

.-»- x([i), то найдется подпоследовательность \xnh] такая, что -ш хп^>-
—*-х п. в.

Из теоремы 4 вытекает, что операции сложения и умножения
двух функций непрерывпы относительно сходимости по мере.

Пусть (Т, Г, ц) — пространство с мерой. Мпожество А^Ъ
называется атомом, если ц(А )¥=0,. и из того, что Bsl, В <= А,
вытекает, что либо цЫ) = цСР), либо |лСВ) = 0. Условие 2) из 6.2
можно теперь выразить так: ц пе имеет атомов бесконечной меры.
Говорят, что (Т, 2, ц).— пространство с дискретной мерой, если

Т *= U Ta (J ЛГ,где Га(«е4) — атомы, а |л(Л0=0. Говорят, что
аел

(Г, 2, ц) — пространство с непрерывной мерой, если в нем нет

атомов. Можно показать, что в пространстве с непрерывной мерой
всегда существует последовательность измеримых функций {я„}
такая, что хп -*- ж((х), но хп ■/*■ х п. в.

Различные факты о сходимости почти всюду собраны в

следующей теореме.
Теорема 5. Пусть (Г, 2, и) — пространство с а-конечной

мерой.
1) (Теорема об устойчивости сходимости.) Если

последовательность хп -=*■ О п. в., то существует такая возрастающая
последовательность положительных чисел %п-*- +°°, что Я,„а:„(£)-»-О п. е..

2) (Теорема о регуляторе сходимости.) Если

последовательность хп -*" 0 п. в., то существуют такая измеримая, почти всюду

конечная, неотрицательная функция-уШ на Т и такая

последовательность положительных чисел е„ -*• 0, что \xn(t){ < €ny(t) п. в.

3) (Теорема о диагональпой последовательности.) Если
xnh—v xh п. в. при любом fcsN и xh—v х п. в., то существует

n-»oo fc-»oo

последовательность ni<ni-<...<.nh<... такая, что

«диагональная» последовательность х„ ь —*■ х п. в.

4) (Теорема Егорова.) Если р,(Т) < °° и последовательность

хп-+х п. в., то для любого е > 0 существует такое А е Б, что

ц(А) < е и хпШ ->- x{t) равномерно на множестве Т\А.

*) В случае бесконечной меры приведенное фпределепие отличается от

общепринятого. Это объясняется патологическими свойствами обычной

сходимости по мере в этом, случае..
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6.6. В этом пункте мы соберем различные теоремы о

предельном переходе под .знаком интеграла. Пусть (Т, 2, (х) —
пространство с мерой.

Теорема 6 (Лебег). Пусть {#„«)} — последовательность

суммируемых функций и ж„-»-ж(и). Если существует такая

неотрицательная суммируемая функция y(t)t что \хпШ\ <«/Ш п. в.

(neN), то функция x(t) тоже суммируема и

lim J xn ф «■ J x ф, (4)
т т

Теорема 7 (Б. Леви). Если xn(t) >0 п. в. и ж„tx п. в., то

выполнено (4).
Отметим, что теорема 7 верна и в том случае, если функция х

не предполагается почти всюду конечной.

Следствие. Если функции j/ft(£)^0 п. в., суммируемый
ОО . СО

2 \ УиФ < + оо^ mo x (t) =* 2 Уи (t) почти всюду конечна и

fr=lr
- h=l

j x ф =» 2 j Уьф«
Ь п

Действительно, положим хп (t) = 2 Уи (*)• Тогда хп Ьх п. в.,

причем функция х может априори оказаться бесконечной на

множестве положительной меры. В силу сделанного к теореме 7 за-
п °°

п

мечания имеем ]а;ф = limj жпф=»Ит2 З^ьФ*1" 2]уьФ<°°-
у Г ft133! т Ь=1у

Следовательно, функция а; суммируема, а потому и почти всюду

копечпа.

Теорема 8 (Фату). Если ж„(г)3»0 п. в. и хп--х(ц), то

j хф ^ sup \ £пф»

Отметим, что из теорем 6 и 8 легко получить их аналоги для

направлений ха ->■ ж(ц).
6.7. В этом пункте мы сформулируем теорему Радона — Ни-

кодима, играющую фундаментальную роль в приложениях теории

меры к функциональному анализу.

Пусть (Т, 2, (х)—пространство с мерой, ф — счетно-аддитцв-
пая функция на 2. Тогда ф называется абсолютно непрерывной
относительно и, если из цС4)=0 следует ф(Л)=0. Функция ф
называется сингулярной относительно ц, сели существует такое
множество А0 s 2, что

ИЮ = 0, ф(Л) = ф(ЛП^0). ^S.
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Теорема 9. Если tp
— конечная счетно-аддитивная функция

на 2, то ф однозначно представила в виде суммы <pC4) = v(A)+.
+ Х(А), А е2, где v и К — счетно-аддитивные функции на 2,
причем v абсолютно непрерывна, а л- сингулярна относительно ц.

Представление <р
= г + Я, называется разложением в смысле

Лебега. Очевидно, что если х— суммируемая функция, то

функция множества v (-4) «=? J х d\x (Ае Е) абсолютно непрерывна от-

А

посителыю ц. Теорема Радона — Никодима показывает, что все

абсолютно непрерывные функции получаются таким способом.

Теорема 10 (Радон — Никодим). Пусть (Т, Е, \х) —

пространство с а-конечной мерой, v — определенная на 2 конечная
абсолютно непрерывная относительно ц функция множества.

Тогда существует (единственная с точностью до меры нуль)
суммируемая по мере \i функция x(t) на Т такая, что

v (А) = J х dyt,t 4e2.
А

При этом функция множества v неотрицательна тогда и только

тогда, когда x(t)>0в. в.

6.8. Цель этого пункта
— определить произведение пространств

с мерой. Это понятие играет важную роль при исследовании

интегральных операторов.
Пусть (S, Es, v) и (Т, Ег, ц) — пространства с о-конечной

мерой. Через 2к обозначим наименьшую о-алгебру подмножеств

множества R = SXT, содержащую все множества вида ВХА,
где BeSj, 4е2Т. Можно доказать, что па о-алгебре2к
существует единственная мера К такая, что

НВХА)~ч(В)ц1А)
для любых BeSs, А <=ЕТ. (Мы считаем, что а ■ (+«>) = +oof если

ач^О, и 0 ■ (+°°) *=0.) «Пополним» меру X, как это описано в 6.2.

Получившуюся о-алгебру обозначим через Ев, а меру
— через X.

Построенное пространство Ш, 2В, X) с полной о-конечной мерой
называется произведением пространств (S, Es, v) и (Т, 2Г, ц),
а мера X — произведением мер v и ц, что иногда будет
обозначаться так: Я, = v X ц.

Наиболее известный пример произведения мер получится,
если в качестве сомножителей мы возьмем отрезок [0, 1] с мерой
Лебега. Произведением этих мер будет мера Лебега на

единичном квадрате.

Для краткости функции, измеримые относительно

соответственно Es, Ет или Ев, мы будем называть соответственно v-, ц-

или Х-измеримыми.
Приведем две теоремы о вычислении интеграла относительно-

произведения мер при помощи двукратного взятия интегралов
относительно каждой меры-сомножителя.
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Теорема 11 (Фубини). Пусть функция K(s, t)(s<=iS, te ТУ

суммируема относительно меры К ■= v X ц.' Тогда для почти всех
относительно v точек s e S функция K,(t) •" K(s, t) суммируема

по мере ц. Далее, функция Н (s) = J К (s, t) dp (f) суммируема no

т

мере v и

J К (s, t) dk (s, t) = J ( f X (s, f) ф (t)\ dv (s).
л s [т J

Для неотрицательных функций теорему Фубини можно

усилить.

Теорема 12 (Тонелли). Пусть K(s, t) — k-измеримая
неотрицательная функция на R. Тогда для почти всех относительно v

точек s&S функция Kt{t)mmK(sl t) ц-измерима. Кроме того,

функция Н, = | К (sx t) dp (t) (принимающая бесконечные аначе-

т

ния, быть может, на множестве положительной меры) v-измери-
ма и

J К (s, t) dk (s, *) - Ш * (*» ') Ф (*)} ** (s)

независимо от того, конечные или бесконечные вначения

принимают яти интегралы.
Отметим ен|в некоторые свойства произведения пространств

с мерой.
1) Если меры ц и v конечны, то для любого множества СбЦ„

п

н всякого числа е>0 найдется множество Ci ■=■ (J (BkxAk), где

Bh e Es, Ah e Ет, такое, что j"| %c (s, t) — %с (s, t) I dk (s, t) < e.

2) Если функция K(s, t) Я,-суммируема и для любых А е Ет(ц),
.BeE8(v) имеем

J K(s,t)dk(s,t)^Ot
ВХА

то K(s, t)>0 k-u. в.

6.9. Первоначально теория меры была тесно связана с

топологией, и меры долго строились только на некоторых классах

топологических пространств. Потом усилия ряда математиков

(и прежде .всего К. Каратеодори) привели к построению теории
абстрактных пространств с мерой, краткую сводку результатов

которой мы привели в предыдущих пунктах. Некоторые факты
теории меры, связанные с топологией, мы приведем в этом пункте.

Пусть К— компакт. Наименьшая о-алгебра 3S,. содержащая
все замкнутые множества из К, называется борелевской а-алгеб-
рой компакта К, а множества из &— его борелевскими мно~

жествами.
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Счетно-аддитивная конечная функция множества ф,

определенная на некоторой *о-алгебре 2 подмножеств компакта К,
содержащей все замкнутые множества, называется регулярной, если

для любого А е Е и любого числа в > 0 существуют такие

замкнутое множество F и открытое множество G, что F<=-A<=^G и

\tp\(G\F) < е. Если <р регулярна, то регулярны и ее вариации

*р+, ф_, 1ф1.
Пусть и.0 — регулярная мера, заданная на борелевской о-ал-

гебре М. Пополним ее так, как это было описано в 6.2.

Полученную, более широкую, о-алгебру обозначим через Е, а

продолженную меру — через Ц. Таким способом получается, например,

мера Лебега на компакте в R" из меры Бс-реля. Меру Лебега
множества А в R" мы будем обозначать mesG4). Итак, пусть и
ц Е обозначают то же, что и выше. Измеримость функций на К

мы будем понимать относительно о-алгебры Е, а термин п. в.

относительно меры ц. Очевидно, что любая непрерывная функция
измерима.- Следующая теорема показывает, что любая измеримая
функция непрерывна на множествах, аппроксимирующих
компакт К относительно меры р..

Теорема 13 (Лузин). Для п. в. конечной функции x(t) на

компакте К следующие утверждения эквивалентны;
1) x(t) измерима;
2) для всякого в > 0 существует такое замкнутое множество

F<=K, что n(K\F) < е и сужение функции x(t) на F непрерывно;
3) для всякого е > 0 существуют замкнутое множество F <= К

и непрерывная функция y(t) на К такие, что ц(К\Р) < в, x(t) =
-= y(t) при tesF и sup | х (t)\= sup I y(t)\.

ler tsK

Из теоремы Лузина легко получить теорему Фреше,
утверждающую, что любая измеримая п. в. конечная функция хЦ) на К
является пределом относительно сходимости п. в.
последовательности непрерывных функций.

В заключение нашего обзора теории меры и интеграла
остановимся на функциях множества с комплексными значениями.

Точно так же, как в вещественном случае, для них можно

определить аддитивность, счетпую аддитивность, полную вариацию,
а также понятие регулярности. Если q>: E -»■ С счетно-аддитивна,
то рассмотрим вещественные счетно-аддитивные функции qj,G4) =
= Йсф04), ф2СЛ) •» lmq>(A). Тогда интеграл моЖно ввести но

формуле J х (t) df = \ х (t) йфх + i J x (t) dq>2. Комплексные функ-
a 'a a

дни множества будут нам нужны очень редко, поэтому, если не

оговорено противное, все функции множества предполагаются

вещественными.

6.10. Фундаментальную роль в этой книге будут играть
различные пространства измеримых функций. Здесь мы рассмотрим
свойства пространства всех измеримых функций.
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Пусть (Г, 2, ц) — пространство с мерой. Обозначим через
S(T, 2, и.) совокупность всех измеримых функций, заданных на

Т и почти всюду конечных. При этом мы условимся
отождествлять друг с другом эквивалентные между собой функции, т. е.

мы будем считать их одним и тем же элементом пространства

S(T, 2, \i). Таким образом, в дальпейшем элементы пространства
S(T, 2, ц) суть кдассы эквивалентных между собой функций и

если х <= S(T, 2, ц) — класс эквивалентных функций, то через

x(t) будем обозначать любую измеримую функцию из этого

класса (при этом всегда можно считать, что функция x{t) принимает
только конечные значения).

Если мера ц о-копечна, то S(T, 2, ц) можно превратить в

метрическое пространство, в котором сходимость относительно

метрики будет совпадать со сходимостью по мере.

Итак, пусть далее ц, если не оговорено противное, о-конечна.

Построим метрику в S(T, 2, ц). Для этого возьмем измеримую

функцию /(f) на Т, удовлетворяющую условиям

/ (t) > 0 при любом t e= T; j" / (t) ф (t) — 1. (5)
т

Такие функции fit) существуют. Действительно, так как мера
оо

и. о-конечна, то Т = [) Тп, где множества Т„ попарно
ДИЗЪЮНКТНА

иы и 0 < ц(Т„) < со (п s N). Положим

"/(,)=1^к)^("-
Тогда функция /(f) удовлетворяет условиям (5). Если ц(Т) <

< оо, то можно положить /(£) = 1/ujT (t <= T). Для любых
элементов х, y&S(T, 2, |х) определим расстояние между ними по

формуле

р(ж'у) = 1ттш^ШТ^')Ф(0. (6)
т

Интеграл в формуле (6) конечен, так как функция /
суммируема, а первый сомножитель принимает значения между О
и 1. Очевидно, что р(#, у) не зависит от выбора эквивалентных

функций x(t) и y(t) из соответствующих классов. Проверим
выполнение аксиом метрического пространства (см. 3.1).

Так как подынтегральная функция в (6) неотрицательна, то

р(ж, у) > 0. Ясно также, что р(х, х) = 0.

Пусть р(аг, у) = 0. Тогда почти всюду 4 + \J(t) — y(t) \
= 6'

откуда x{t) = y(t) п. в., а такие функции в пространстве 5(7*, 2, и.)
отождествляются. Следовательно, выполнепо условие 1) из онре-
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деления метрического пространства. Выполнение условия 2)
очевидно. Из неравенства (2) § 3 получаем, что для любых х, у,
z<=S(T, Е, ц) и почти всех t^T имеем

l,*(f)-y(«)l ^ |«(f)-«(f)l |y(t)-z(t)|
i + l*(0-ir(*)l ^ i + |*(0-*(OI

^
l + \v(t)-z(t)\- V>

Чтобы получить неравенство треугольника, надо умножить
неравенство (7) на fit) и проинтегрировать получившееся
неравенство.

Пусть fit) и git) — две функции, удовлетворяющие условиям
(5), и р, и pg — построенные по пим метрики (6). Если функции
У и g не эквивалентны, то р/т^р* Однако, как показывает,

например, нижеследующая теорема, топологии, порождаемые этими

метриками, совпадают.

Теорема 14. Последовательность {xn}<=:SiT, 2, ц) сходится
кге SiT, 2, цТ по метрике тогда и только тогда, когда хп -*■ ж(ц).

Доказательство. Пусть р(аг„, х) -*■ 0. Для е > 0
положим Anie) = {teT: \xnit) — xit)\f(t)>&). Пользуясь тем, что

<р(Я) =Я/(1 + Я) — возрастающая функция, будем иметь

С I хп (t) — х («) I

>i i +К!«Г-*'(')I '(f)^(*>>ih"И"(е)]-

Следовательно, цЫ„(е)] -*■ 0, откуда xnf->■ xjip). Так как /(f) > О

it е Г), то ж„
= ixnf)/f -+ ixf)/f = xip).

Наоборот, если хп -*■ ж(ц), то, очевидно,

"Так как функция / суммируема, то по теореме Лебега
допустим предельный переход под знаком интеграла:

С |z„(0 —*(01
»<*»х) - ji+K(«)-«(oi/(t>^W-°-

Замечание. Аналогичное теореме 14 утверждение имеет

место и для направлений.
Если pixa, х) -*■ 0, то доказательство того, что ха -*■ ж(ц),

проводится так же как в теореме. Пусть ха -»■ xiyi), но р(жа, ж) ■/*■ 0.

Тогда найдутся б > 0 и подпаправление {j/p} такие, что p(j/p, х) Зг
5*6 при любом р. Так как функция / суммируема, то найдется

множество .4еЕ(ц.), для которого J /d^<6/2. В силу того,
Т\А

что yf+xip), для каждого «eN существует р„, для которого
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y.({t(=A: \yQjt)
— x{t)\> 1/п})<1/«. Тогда, очевидно, yPn-v а;(}г)

на А и по теореме 14

Г\А yP„"

1 i + \yfin-*\ ТЩХ+~2"^° 2-

что противоречит р(ур , ж) Зг б > 0 (и е= N).

Теорема 15. S(T, £, р)— полное метрическое пространство.
Доказательство. Возьмем сходящуюся в себе

последовательность {х„) элементов пространства S{T, E, р).
Пусть nh таково, что при п>пк будет р(ж„, хп^ < 2~ ,

Можно считать, что «1 < пг <\.. < nh <... и, следовательно, пк -*■«».

Ряд

ft=l fc=l г
^ | nh+lv ' "hv ' I

очевидно, сходится. Но если сходится ряд интегралов от

положительных функций, то в силу следствия теоремы 7 сходится
почти всюду ряд из самих функций, т. е. почти всюду сходится

со

ряд 2 «ь (*), где

ek(<)"i+|%ww-^wr
Если при некотором t указанный ряд сходится, то при
достаточно больших к будет | Xnk+1 (*) — Xnh (t) | <! 1. Следовательно, для

этих к справедливо неравенство | #nft+1 (t) — xnk (0 | <j 2ah (t). Таким

образом, сходится почти всюду ряд znt(t)+'2j[xnh+1(t)—Xnh(t)').
Обозначим его сумму через x0(t). Это — измеримая функция. Так
как в силу сходимости ряда почти всюду x„k (t) ->- х0 (£), то. тем

более имеет место сходимость по мере, что и означает сходимость

в пространстве S(T, 2, р.), и поэтому р(ж„й, ж0)-»-0.
Мы получили сходимость частичной последовательности. Но

. так как при к -*■ °° и пк -*■ °°, то из неравенства. p(xh, x0) «S

<1 Р (zft, Xnk) + р (#nh, ж0) следует, что р(хк, хв) -*■ 0, т. е. хк -»- ха

в S(T, 2, р.).
Важные частные случаи мы получим, если в качестве (Г, Е, ц)

возьмем отрезок [а, Ь] с мерой Лебега, в этом случае S(T, E, ц)
*> Л. В. Канторович, Г. П. Акилов
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будем обозначать S(a, b), или, когда множество T = N, о-алгебра
2 есть совокупность всех подмножеств натурального ряда, а мера

каждой точки из Т равна единице, в этом случае мы получим
пространство st введенное в § 3.

Рассмотрим теперь вопрос о сепарабельности метрического

пространства S(T, 2, р). Предварительно отметим, что в силу

следствия теоремы 3 множество измеримых конечнозначных

функций плотно в S(T, 2, р).
Определим на множестве 2,- в котором мы будем

отождествлять множества А и В такие, что A =£(mod р), метрику рй по

формуле

Мера р называется сепарабельной, если она о-копечна и

метрическое пространство (2, рц) сепарабельно.
Теорема 16. Пусть мера р. а-конечна. Метрическое

пространство S(T, 2, р.) сепарабельно тогда и только тогда, когда

мера р. сепарабелъна.
Доказ-ательство. Пусть пространство S(T, 2, р)

сепарабельно. Рассмотрим множество //■={%*: Ае?}, которое можно

отождествить с 2. Так как метрики р и рц совпадают на 2 и в

метрических пространствах сепарабельность наследственна
(см. 4.4), то множество Н (а тогда и 2) сепарабельно.

Пусть, наоборот, мера р сенарабельпа. Обозначим через 2„
счетное всюду плотное множество в 2. Рассмотрим множество

М ■= | S rhXA
' Ah e 20, m е N J, где rh — всевозможные

рациональные числа. Множество М, очевидно, счетно. Покажем, что

М плотно в S(T, 2, р)*). Как уже отмечалось, множество
конечнозначных функций плотно в S(T, X, р), а тогда, очевидно, и

множество конечнозначных функций с рациональными

коэффициентами — тоже. Итак, достаточно приблизить функциями из М функ-
77» ,

Цию вида !/(t)=2 гьХА (*)» гДе г* рациональны, Ahe2. Так
к=1 **

как 2о плотно в 2, то найдутся такие последовательности

\Ai\Z.i (*= 1, 2, ,v., m) в 20, что р (Anh, Л)—> 0. Тогда
п-»оо

m

PfX.n, ХАЛ — 0, откуда 1э2 rkx.n(t) —* у it) (p.), что и тре-

бовалось доказать.

*) В комплексном случае надо рассмотреть

М = 12 (rh + "*) Х^:^eJ,, me Nj,
где Г), и у* — всевозможные рациональные числа.
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Отметим, что мера Лебега на произвольном измеримом
подмножестве в R" сепарабельна. Действительно, если D —

произвольное измеримое подмножество в R" с мерой Лебега, то

обозначим через S(D) соответствующее пространство измеримых
функций. Покажем, что S(D) сенарабелыю.

Пусть сначала D есть Вт — шар радиуса "то в R" с центром

в нуле. Тогда Вт — метрический компакт. Как будет доказано
"ниже (см. теорему IV.4.3), пространство непрерывных функций
С(Вт) сепарабельпо. Так как топология, индуцированная на С(Вт)
из' S(Bm), очевидно, слабее обычной топологии СШт), то С(.Вт)
в индуцированной топологии и подавно сепарабельно. Однако
в силу замечания после теоремы 13 непрерывные функции плотны

в S(Bm), .что и доказывает сепарабельность SiB*,). Если х е S(R"),
то хт (t) = х (t) xB (t) —*- х (t) для любого t e RB. Следовательно,

m ТП-»оо

U S (Вт) плотно в S (R")f а тогда объединение счетных всюду
m=»l i
плотных множеств из S(Bm), взятое по m.eN, плотно в 5(R"),
чем доказана сепарабельность 5(Rn). Если множество D

произвольно, то S(D) сепарабельпо, так как его можно отождествить

с подпространством в £ШП).
Закончим мы этот параграф рассмотрением порядковых свойств

вещественного пространства S(T, Е, ц).
Введем в вещественном пространстве S(T, Е, ji)

упорядочение, полагая х^у (ж, j/e5(T, 2, ц)), если x(t)^y(t) п. в.

Пусть М — ограниченное сверху подмножество в S(T, Е, ц,),
т. е. существует такой элемент y^S(T, Е, ц), что х^у для

любого х^М. Если множество М счетно, то, очевидно,

существует a;o*=supM в упорядоченном пространстве S(T, E, ц),
причем х» является классом эквивалентных функций, куда входит

функция

x0(t)-=s\ip{x(.t): jef}, teTi * (8)

Функция xa{t) зависит от *ого, какие функции x(t) из

классов х^М мы выберем, но так как множество М счетно, то по

формуле (8) мы будем получать эквивалентные между собой

функции. Если же М несчетно, то такое определение sup M,
вообще говоря, невозможно, поскольку в этом случае функция,
определяемая формулой (8), может оказаться неизмеримой или,

при разном выборе представителей x(t) (x e M) мы можем

получить по формуле (8) две измеримые, по неэквивалентные

функции. Если, например, А — неизмеримое по Лебегу подмножество

отрезка [0, 1], а М состоит из характеристических функций всех

одноточечных подмножеств множества М, то xB(t) «= sup {x(t):
жеДГ} есть характеристическая функция множества А и тем

самым не измерима, однако supM, очевидно, есть класс функций,
почти всюду равных нулю.

5*
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В силу (8) (ж V y)(£)= max (жШ, yit)), (ж Ay)(t) ■=».

■=min(j;W, y(t)).
Теорема 17. Пусть мера ц а-конечна, М— произвольное

непустое, ограниченное сверху подмножество S(T, 2, р.). Тогда
а) существует Жо = 8ирД/е5(Т, 2, р.);
б) существует счетное подмножество {хп} а М такое, что

вир хп «=» sup Д/.

Доказательство. Возьмем любую функцию ж'еM и

рассмотрим множество Л/', состоящее из всех функций вида

хУх\ где х^М. Очевидно, что sup Л/ и supM' должны

существовать одновременно и быть равными. Далее рассмотрим
множество М", состоящее из всех функций вида ж —ж', где жеМ'..

Это множество состоит из неотрицательных функций -и

ограничено сверху. Если мы докажем, что существует.уЛ = supM", то

sup М == х' + у0. Таким образом, с самого начала, не нарушая

общности, можно считать, что множество М состоит из неотри-

.дательных функций и вместе с каждыми функциями xit хг, ..., хр

содержит и функцию х, V ж2 V... V хг.
Для любого х е S(T, 2, р) положим mix) = р(ж, 0). В силу

того, что функция <р(Я") =ЯЛ1 + А.) возрастает на [0, +°о), из

0 < Xi < х2 следует т(ж,) «S т(ж2).
Положим m0 = sup{m(a;): жеШ<1 и найдем такую

.последовательность ix„) с: Д/, что т(хп) -* тв. Заменяя в случае

необходимости каждую х„ на Xi Vx2 V... Vхп, можпо сразу считать,
что последовательность ix„) возрастает.

Пусть x„(t) = sup xnU) = lira xn(t). Так как ж0 =С у, то ж„ s

^ 5(Г, 2, р.). По теореме Лебега т(ж„) -*■ т(ж0), откуда т(ж0) = т„.
Если мы проверим, что х0 = sup Д/, то теорема 17 будет доказана.

Очевидно, что если у
—<■ верхняя граница множества М, то

у 5= ж0. Нам осталось показать, что ж0
—

верхняя граница для М.

Возьмем любой элемент геМ и положимхп= хп V ж, х0—х0\/х.
Так как жп f ж0, то ж„ f х'0. Поэтому т (х'п) -** т \х'0). В силу
свойств множества М имеем х'п е М, откуда то'(ж0)<^ т0. С

другой стороны, Жо^ж0, и поэтому т (ж0) ^ w (ж0) ■= w»0, откуда

wl(a;o) — mo- Следовательно,

Tart как подынтегральная функция неотрицательна, то х0 (t) =
= ж0 {t) п. в., чем и доказано, что ж0

= sup М = sup ж„.

Следствие 1. Пусть мера и. а-конечна, М— произвольное

непустое, ограниченное снизу подмножество S(T, 2, ц). Тогда

а') существует хв = inf Д/<= 5(Г, 2, р.);
б') существует счетное подмножество {хп) с: Д/ такое, что

inf ж„ = inf Д/.
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Для доказательства следствия достаточно рассмотреть
множество —М = {—х: х е ДО.

Из доказательства теоремы 17 несложно извлечь следующее
более общее утверждение.

Следствие 2. Если М — подмножество в S(T, 5, и.) таков,
что sup{x(t): геЛ/}<" п. в., то существует X(, = supM&
е S(T, Е, и.). Более того, если М направлено по возрастанию,
то можно выбрать последовательность {хп} <=■ М такую, что

ЗСп Т *С© ^* в.

Утверждение б) теоремы 17 для любого ограниченного сверху
множества М справедливо тогда и только тогда, когда мера ц
о-конечпа. Утверждение а) справедливо в значительно более

широком классе пространств с мерой.
Будем говорить, что пространство с мерой {Т, 2, р.) обладает

свойством .прямой суммы, если выполнено следующее условие:

Существует семейство попарно дизъюнктных множеств Г{е1
(О< ц(Уе) < °°, £е3) такое, что для любого А е2 (ц(А) <+°°)
найдутся счетный набор индексов Е0 cz 3 и множество ./V меры
нуль, для которых А=* [J (А П Т%) [) N.

Очевидно, что U Г|е11 и ц /7'\ [}. ТЛ ■=■ 0. Ив теоремы 17
£ез V 1ев )

легко получить, что если пространство (Т, Е, ц.) обладает
свойством прямой суммы, то в пространстве S(T, E, ц) выполнено

утверждение а) теоремы 17.
Замечание. Если направление ха -*■ х(ц) на каждом

множестве ГЕ (Ъ, е S), то ха -*■ x([i).
Действительно, если ЛеЯц), то по определению {Tt} имеем

А= U (А П ^|) U -W, где ц.(Л0 = 0, а Е„ счетно. Так как

ц(Л)=* S !*И П Ге)<оо,

то для любого б > 0 найдется конечное подмножество Si <=■ 20
такое, что

S и(4ПГЕ)<в.
Eeae\s1

Возьмем произвольное е > 0. Тогда, если п — число элементов

в Hi, то при а >.ав имеем

_ц({« еТ8: \xa(t)-xU)\>B))<6/n, fceB,.

Следовательно,

|1({(еА|агв(*)-1(0|>еК

< 2 ji({*e7V |*e(t)-*(*)l>e> +
|6Ег

+ S |i И П ?'|)< пб/« + б =- 26.
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ВЕКТОРНЫЕ ПРОСТРАНСТВА

§ 1. Основные определения

• 1.1. Векторное пространство пад полем вещественных или

комплексных чисел является естественным обобщением обычного
трехмерного евклидова пространства. В нем определены две

алгебраические операции: сложение векторов и умножение вектора на

скаляр (число), подчиненные некоторым условиям.

Пусть К — поле вещественных или комплексных чисел (поле

скаляров). Множество X называется векторным (или линейным)

пространством пад К, если для каждых двух его элементов х и у

определена их сумма х + у — элемент того же множества, и для

любых элемента хеX и числа К^К определено произведение
Кх, являющееся также элементом множества X, причем эти

операции удовлетворяют следующим аксиомам:

1) (х + у) + z = ж + (j/ + z) (ассоциативность сложения);
2) х + у=у+~х (коммутативность сложения);
3) в X существует такой элемент 0, что для любого геХ

будет 0 • х = 0;
4). (А, + \х)х =■ Кх + цх, \

| (дистрибутивность);
5) Я(ж + у) = %х + %у )

6) {Кц)х ■=■ K(ixx) (ассоциативность умножения);
7) 1 -х = х.

Если в множестве X введены операции сложения и

умножения па число таку что X превращено в векторное пространство,
то говорят, что X наделено структурой векторпого пространства.
Векторное пространство над R называется вещественным
векторным пространством, а векторное пространство над С —

комплексным векторным пространством. Термин векторпое пространство
мы употребляем в том случае, когда поле скаляров не имеет

для нас значения (так обычно и будет) или когда оно ясно из

контекста.

Все введенные в гл. I-пространства, С(К), Cw[a, Ы, 5(Г,2, ц),
*, 1~(Т), являются векторными пространствами, если сумму двух
элементов из них определить как функцию, равную сумме
соответствующих функций, и аналогичным образом определить про-.
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изведение элемента на число. Роль нулевого элемента во всех

этих множествах играет функция, тождественно равная нулю.

Другим примером векторного пространства является
множество К" всех n-мерпых векторов (с координатами из поля К)
с покоординатными операциями сложения и умножения на число

из К. Это векторное пространство служит основным предметом
изучения в линейной алгебре.

1.2. Укажем на простейшие следствия из аксиом 1)—7) (а?, у,
z здесь означают элементы одного и того же векторного

пространства X, а Я,, _ц е К).
a) ж + 0«=ж.

Действительно, ж + 0 = 1-ж4-0-а:=(1 + 0)х = 1 • х = х

(аксиомы 3), 4), 7)).
b) Каждому х отвечает единственный элемент х' такой, что

ж + ж' = 0. Именно: х' = (—1) ж. Элемент х обозначается обычно
—х и называется противоположным (по отношению к х)
элементом.

Как уже было указано, возьмем х' •=» (—1) • х. Тогда опять по

аксиомам 3), 4), 7) имеем х + х' «= 1 -а+ (—1) -х— (1 + (—1))Х
X х =» 0 • х •= 0. Если же имеется еще элемент а, для которого
также х + х -» 0, то в силу ассоциативности и коммутативпости
сложепия, используя а), получаем

х = х +0 - х' + (ж + х) = (ж' + х) +х -

— (х + х') + Х'=0 +х~х + 0*=2.

c) —(ах) «=• (—а) ■ х = а • (—ж).
В самом деле, по 6) и 7) имеем

—(ах) — (—1) - (ах) = (—а) • х •= а((—1) • х) = а • (—ж).

d) Каковы бы ни были ж и у, существует единственный
элемент z такой, что z + у

=

х; его называют разностью элементов

х и j/ и обозначают z = x — y.
Положим z ■=■ х + (—у). С помощью доказанного выше

находим z + y
= (х+ (—у)) + у = х + (у+ (—у)) •=>х + 0'=х. Если бы

существовал еще один элемент z, удовлетворяющий указанному
условию, то

z=z + 0 = z + (y+(-y))-(z + y) + (-y) = x+(-y) = z.

e) х = у эквивалентно х — у = 0.

Действительно, если х = у, то, очевидпо,

ж — у
= х + (—у) = у + (—у) = 0.

Если же ж — у = 0, то у
= у + (х — у)«== [у Ч- (—г/М + ж = ж + 0 = ж.

f) Я(ж — у)=Кх — Ку; (К — ц)ж = Аж — цх.
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Вследствие дистрибутивности умножения с помощью Ь) и с)

получаем

Мх— у) — %1х + (-у)] — Кх + М-у) ■= 1х + (-Ху) = %х - %у,
(Я,— ц)ж-=Лаг+(—ц)ж — Яж+ (—цх) = Я,ж — цж.

g) Л 0 = 0.
В самом деле, 10 =■ Я,(0 • х) = (Я, • 0)ж = 0 • х = 0.

h) Если Я,ж =J0 и Я, ¥• 0, то х = 0.

Действительно, х ** 1 -ж = (~'N ж а
~£~ ^^

=» — 0 =• 0.

i) Если Кх = Ку и Я, "^ 0, то х =■

у.

Очевидным образом следует из предыдущего пункта и

пункта е).

j) Если Ь^Оиг^О, то Я, = 0.
"В самом деле, если бы Я-^О, то согласно Ю было бы х = 0.
к) Если Кх = цж и х Ф 0, то Я, -=■

ц.

Очевидно.
В заключение отметим, что благодаря ассоциативности

сложения вместо суммы (x + y) + z или суммы x+(.y + z) можно

писать, опуская скобки, х + у + z и аналогичным образом
поступать при большем числе слагаемых. ~""\

1.3. Как и в случае метрических пространств, мы не будем
различать векторные пространства X и Y, если между их

элементами можно установить линейный изоморфизм — такое

взаимно однозначное соответствие х ■*=»-
у, что х1 ■*-*■ у\ и ж, *-*■ уг влечет

ва собой "kxi + \ixi +-*■ Kyi + \х,уг.

Так, с этой точки зрения множество вещественных чисел и

множество точек на прямой должны рассматриваться как одио

и то же векторное пространство, что, как известно, и делается

в анализе.

1Л. Рассмотрим множество Хв, содержащееся в векторном

пространстве X и такое, что если х, уеХл, то и линейная

комбинация Яж + цу <= Хв. В Хв определены, таким образом,
операции сложения элементов и умножения элемента на число,
приводящие к элементам иэ Хв. При этом для Хв выполнена

аксиома 3) векторного пространства (0 =■ 0 • аО. Остальные аксиомы

соблюдены для Х„, поскольку они имеют место в

X.-Следовательно, Х^ естественным образом оказывается векторпым

пространством, которое называется линейным подмножеством (или
множеством) в X.

Очевидно, пересечение любой совокупности линейных
множеств в X является снова линейным множеством. Поэтому, если

Е— некоторое множество в X, то существует наименьшее
линейное мпожество SLE), содержащее Е. Это будет пересечение всех

линейных множеств, содержащих Е. Множество 3?(Е) называется
линейной оболочкой множества Е.
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Легко убедиться, что SUE) совпадает с множеством Е всех

элементов вида х = Я-iX, + Я-2х, +... + Кпхп, где xlt xt, ..., жл—

произвольный пабор элементов из Е, а Я,ц Я,21 .
•., Я,„ —

произвольные числа. Эти элементы х называются линейными,

комбинациями элементов ж,, ..., ж„.

В самом деле, Е, очевидно, есть линейное множество и

содержит Е. С другой стороны, всякое линейное множество,
содержащее Е, должно содержать и всевозможные линейные

комбинации элементов из Е, т. е. должпо содержать Е. Следовательно,
&(Е)-Е.

Элементы хи хг, ..., хп называются линейно независимыми,
п

если соотношение вида 2 ^*#ь = 0 возможно лишь при Я* -»

= %г =... = Я,„ ■=■ 0. В противном случае элементы х,, хг, ..., хп

называются линейно зависимыми. Так, например, элементы х и

—х линейно зависимы, так как 1 -х + 1 • (—х) *=0. Если среди
элемептов xit ..., хп есть элемент, равный нулю, то опи линейно
зависимы.

Бесконечпая система элемептов называется линейно

независимой, если любой копечный набор различных элементов этой

системы липейпо независим.

Если элементы {хгУ образуют линейпо независимую систему,
то ясно, что из равенства

п п

2j hhxih = 2j, p-h^ib
fe=l fc=l

вытекает равепство

Я* = P-d, ft = 1, 2, ..., n.

Примером линейпо независимой системы в пространстве С[а, Ы
является система {х„} (xn(t) = t").

Линейно независимая система {ж&) называется алгебраическим
базисом векторного пространства X, если j?({:C|})>= X. Таким
образом* всякий элемент геХ может быть представлен в форме
линейной комбинации элементов алгебраического базиса и, как

это следует из сказанного выше, единственным образом.
Среди всех векторных пространств с этой точки вреиия

наиболее простыми являются те, которые имеют конечный

алгебраический базис. Такие пространства называются конечномерными,

а число элементов, образующих базис, называется размерностью,

данного векторпого пространства. Как нетрудпо показать,
размерность

■

векторного пространства является его инвариантом, т. е.

не зависит от выбора того или иного алгебраического базиса.
Пусть X — конечномерное векторное пространство

(размерности п). Как уже отмечалось, каждый элемент jeX может

быть единственным образом представлен в форме x = "kiXl +...
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... + Я„ж„, где Xi, ..., хп — алгебраический базис. Соотнося
элементу х вектор jsK'c компонентами (Af, Хг, ..., Х„), мы
установим взаимно однозначное соответствие между X и К", которое
является линейным изоморфизмом, так как если х -«-»■ х и у

■*-*■ у,
то %х + \iy_■*-*• "кх + \ку. Согласно сделанному выше замечанию мы

вправе отождествить множества X и К", рассматривая, таким

образом, X как множество и-мерных векторов. По этой причине
элементы (любого) векторпого пространства часто называют

векторами.
1.5. Приведем ряд обозначений, которые нам потребуются в

дальнейшем.
Для любых х е X и Е<=Х

х + Е = {х + у: у^ЕУ.

Для любых Ei <= X и Ег <= X

Ei+Et^{x + y. ie£„ yesEJ.

Для любых Я, е К и Е <= X

Я,Я = {Ад:: лей.

Отметим, что, вообще говоря, Е + ЕФ2Е, а только 2Е<=Е + Е.
1.6. Дадим определения нескольких операций, которые по

одним векторным пространствам позволяют строить другие.

Векторное пространство X называется алгебраической прямой
суммой векторных пространств Xt и Х2, если X, и Хг —

линейные подмножества в X и любой геХ однозначно представим
в виде х —»ж, + ж2, где Ж! е Хь дг2 е Х2.

Если Xi и Хг — векторные пространства (над полем К), то

прямое произведение X —«X, X Х2 становится векторным
пространством, если операции в нем определить равенствами

(ж„ Xt) + (j/i, Уг) = (Ж, + yi, Хг + #2).

А1Я?1, Хг) == vA^Ci, КХг).

Пусть
' X — векторное пространство, Х0 — его линейное под-,

множество.

Объединим элементы из X в классы, отпося два элемента

а' и х" в одип класс, если х' — х" еХ0. При этом, очевидно,
различные классы не содержат общих элементов и каждый элемент

««X входит в один (и только в один) класс. Пусть х — один из

классов nisi. Из самого определения следует, что х = х + Х„.
Наоборот, множество вида х + ХЛ есть некоторый класс, именно

класс, содержащий элемент х.

В множество Х/Х0 всех классов можпо ввести алгебраические
операции, полагая

х +у = х + у + Х0, AJr = ля + Хо,

х, у&Х/Хо, хщх, у^у.
•
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Эти определения, как легко проверить, пе зависят от выбора
элементов х, у

— представителей классов х, у. В силу данных

определений Х/Хв становится векторным пространством, которое
мы назовем фактор-пространством, причем роль нулевого
элемента играет, очевидно, класс, содержащий пулевой элемент

пространства X, т. е. подпространство Х„.

§ 2. Линейные операторы и функционалы

2.1. Пусть X, У— векторпые пространства над К.
Отображение U: X ->- У называется линейным отображением или линейным

оператором, если

ЩКх + цу) = Шх) + ц1Лу)

для всех К, и. е К и х, £/е X. Множество всех линейпых

отображений из X в У, обозначаемое ИХ, У), превращается в векторное
пространство, если определить алгебраические операции
следующим образом.

Пусть £/„ Uг е L(X, У). По определению U = Ui + Ut есть

оператор из X в У:

U(x) = UM + U2(x), х е X. (1)

Очевидно, что U^UX, У)..Если U^UX, У) UeK), ioU-=W
определяется так:

€(х)=),Шх), же=Х.
'

i (2)

Очевидно, что U e L(X, У). Предоставляем читателю

проверить, что при таком определении алгебраических операций
ИХ, У) является векторным пространством над К. Отметим

только, что роль пулевого элемента в L(X, У) будет играть
отображение Uo = 0, тождествепно равпое нулю:

£/„Ы=0, хеХ.

Отметим, что для любого U^L(X, У), имеем f/(0)=0 и

f/(—х) = —£7(ж) (х е X). Ядром отображения С/ е L(X, У)

называется мпожество Кег U = С/-1 (0), являющееся, очевидпо, линейным

подмножеством в X. Легко видеть, что отображение U взаимно

однозначно ^огда и только тогда, когда Kerf7 = {0>.
Липейное отображение U: X -> У, взаимно одпозпачно

отображающее X на У, называется линейным изоморфизмом X на У,
а сами пространства X и У называются в этом случае линейно

изоморфными (это определение, очевидно, согласуется с п. 1.3).

Линейное отображение / векторного пространства X в поле

скаляров К называется линейным функционалом.
2.2. Все изложенное до сих пор относилось как .к

вещественным, так и к комплексным векторным пространствам. В связи

с теоремой Хапа — Банаха, которую мы докажем пшке, а также
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с дальнейшим рассмотрением теории операторов пам потребуется
некоторый вспомогательный, аппарат для комплексного случая.

Пусть X — произвольное векторное пространство. Формулы
(1) и (2) превращают множество линейных функциопалов в

векторное пространство ИХ, К). Однако в случае комплексного

пространства X умножение фупкционала / на комплексное число К
мы определим по формуле

а/)Ы=Х/Ы, х^Х*). (3)

Если ?,eR, то мы получаем формулу (2). Легко видеть, что

и при таком определении алгебраических операций ЫХ, К) —

векторное пространство, которое мы будем называть

алгебраическим сопряженным к X т£ обозначать Х+.

Замечание. В случае операторов, не являющихся

функционалами, обычная формула (2) сохраняется и в комплексном

случае.

Пусть X — комплексное векторное пространство. Если мы

операцию сложения в X оставим прежней, а умножение на скаляр

будем считать определенным только в случае вещественных

скаляров, причем прежним образом, то мы получим вещественное

векторное пространство Xr, ассоциированное с X. .

Вещественным линейным функционалом на X называется
линейный функционал на Xr.

Пусть / — линейный функционал на X. Рассмотрим
функционал ф, аадаппый на Xr следующим образом:

(fix) = Re fix), жеХ. (4)

Легко проверить, что ф
— вещественный линейный

функционал. Действительно, если я„ ^еХ; %, p. e R, то

(pi%xt + рж2) = Re fikxt + р,х2) = Re lXfixt) + \ifixz)] =
= К Re f(xi) + u. Re fixz) = K<pixt) + и<р(ж2).

Покажем, что для любого а: е X

fix) = ф(аг) — itpiix), (5)

где i ■;— мнимая единица. Действительно,

fix) - Re fix) + i Im fix) - Re fix) - i Re ifix) =■

= Re fix) -^ i Re /(ix) = ф(ж) — U$iix),
Итак, мы получили для функционала / на X представление

(2). Обратно, если ф
— некоторый вещественный линейный

функционал на X, то /, определяемый по формуле (5),— линейный
функционал на X, причем имеет место соотношение Х4).

(Проверка предоставляется читателю.)

•) Здесь и далее Я, — число, комплексно сопряженное А,.
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2.3. Пусть X — векторное пространство. Линейное множество
И в X называется гиперподпространством, если IIФ X м

существует г0еХ такой, что X = 9?Ш, ж0).
Лемма 1. Пусть X — векторное пространство, Н —

гиперподпространство в X и Xi eХ\Я. Тогда любой элемент хеХ

представим в виде х = %х, + ft, где JieK, ЛеЯ, причем это.

представление единственно.
Доказательство. По определению гиперподпространства

найдется х^^Х, для которого X — S'iH, ж0). Следовательно,
Xi = k3x0 + Xihl+. ,.+ Knhn, где ft(efl (l*Si«Sraj. Если h0 =

п

*=• 2 *!&(, то h0<s Н и xt
= ХвХв + h0, причем Я,„ ч* 0, так как

a:i 9^ Я. Для произвольного^ е X найдутся ц^К и ft s Я, для

которых

ж = \ix0 + h = fi J-jj—й + Л = -£- xi '+ (h — -£- h0J.
Так как ft — (uAg)ft0 s Я, то это — искомое представление.

Докажем теперь единственность такого представления. Пусть
х — Кх, + ft = их, + g(h, ge=H). Тогда (Jt — р,)ж4 =~ g

— ft e Я, но

Ж1 & Я, откуда X -=■

ц и, следовательно, h = g.
Из леммы 1 вытекает, что если линейное множество Х0<=Х

содержит Я, то Хе •= Я или X.

Гиперплоскостью в векторном пространстве X называется

любое множество вида х + Я, где ж еX и Я —

гиперподпространство. Как показывают нижеследующие теоремы, гиперплоскости

тесно связаны с линейными функционалами.
Теорема 1. Пусть f — линейный функционал, не равный

тождественно нулю, на векторном пространстве X. Тогда:

1.) Я =» /~Ч0) — гиперподпространство;
2) для любого КеК имеем /~'Ш = хк +Н, где /(жц)«=л-.
Доказательство. 1) Возьмем г,еХ такой, что /(ж0) =

«=» Я,„ "^ 0. Для любого х е X имеем

Тогда h = х — jijJ— x0 e H. Действительно, /(ft) = /(ж) —
о

f (г) 1 (х)
— Ц-! /(ж0) = 0, откуда fceff и ж = ^у-*х0 + ft, т.е.II — гипер-

подпрострапство.

2) Если х\ = -г— ж0, то /(ж»,)=>,, т. е. такие ж* существуют.

Пусть ж*- — произвольный элемент, удовлетворяющий /(ж»,) •= X.
Если у <= /-1(Х), то f(y) *=K и г/

= ж* + (у — жх). Очевидно, что

у — хх е Я, откуда «/ е жх + Я. Обратно, если z e ж* + Я, то z =»
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■= хх + k(h s Я), откуда fiz) = % и z^f~4K), Следовательно,
/-Ча)=хх + Я.

Теорема 2. Пусть Я — гиперподпространство в векторном
пространстве X, х0 ФН, "КФ 0. Тогда существует единственный
линейный функционал f на X такой, что:

1) /-40)-= Я; 2) /(*,)-Я,.
Доказательство. Так как II — гиперподпространство, то

в силу леммы 1 для любого геХ имеем единственное

представление вида х = \xx-j + h{h e II). Положим fix) = иЯ. Проверим,
что / — линейный функционал. Если у = ц'хо + h' W е Я), то

х+ у =, (n + ii')x0+(h + h'), откуда f(x + y) = (u.+ ц')Я- = fix) +
+ /(у). Если аеК, то ах = ацх0 + ah, откуда /(ах) =>аиА, —
- а/(х).

Так х„«= 1 ■ х„'+ 0, то /(х0) ■= Я,. Для £ e Я имеем х =

= 0 • х0 + х, откуда /(х) = 0 и, следовательно, /_1(0) => Я. Так как

Я,1»4'0, то f&O на X. Тогда по теореме 1-/~Ч0) —гиперподнро-

странство. В силу эамечапия, сделанного после доказательства

леммы 1, отсюда вытекает, что /~Ч0) = II.

Докажем единственность функционала /. Пусть линейпый

функционал g удовлетворяет 1), 2). Для любого х — цхо + h

(h e Я) имеем

gix) = g(цх0 + h) = \ngix0) + gih) = ц1 = fix).

Следствие. Если fug — линейные функционалы на

векторном пространстве X и /_1(0) = «гЧО), то найдется ае=К
такое, что g

■=■ а/.
Доказательство. Если /_1(0) = g~40) •= /Г, хо / = g=0.

Пусть /~Ч0) =£-1(0) = Я— гиперподпространство. Возьмем ж0е
е Я. Тогда'/(х3) — Я, ^ 0, gixe) = цФ0. Если a = ц/Я,, то g_1(0) =
= Я, (а/)~Ч0) =//, g(x0) = ц, (a/)(xj) = ц. В силу свойства

единственности из теоремы 2 получаем g
= af.

Теоремы 1, 2 и следствие теоремы 2 можно объединить в

следующее утверждение.

Теорема 3. Подмножество М<=^Х является гиперплоскостью
тогда и только тогда, когда М = {х е X: fix) =» Я-} для

некоторого АеК и некоторого ненулевого линейного функционала f
на X. При »том f и X определяются Н с точностью до общего
множителя ц (|xsK, рФО).

Остановимся в заключение па связи между вещественным и

комплексным случаями.

Пусть X — комплексное векторное пространство, X r—
вещественное векторное пространство, ассоциированное с X.
Вещественная гиперплоскость в X — это гиперплоскость в Хп- Легко
видеть, что гиперплоскость М является вещественной тогда и

только тогда, когда I = {ieX: fix) = К), где ^еВ и / —
вещественный линейный функционал на X.
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Лемма 2. Пусть X — комплексное векторное пространство.

Если М — вещественное гиперподпространство в X, то М П (Ш) —

гиперподпространство в X. Любая гиперплоскость в X является

пересечением двух вещественных гиперплоскостей.
Доказательство. Если М — вещественное

гиперподпространство, то М =■ {х: g(x) ■= 01, где g
— вещественный

линейный функционал. Для f(x) = g(x) — ig(ix) имеем М П (iM) =
— {х: /(х)=0>, откуда Mfl(iM)—гиперподпространство.

Если Н — гиперплоскость, то И =» {х: f(x) ■=■ К + щ), где К
р, е R, / — линейный функционал. Если g(x) = Re fix), то Н ■=•

— {ж: g(x) = М Л {х: g(ix) =» —р.}.

§ 3. Выпуклые множества и полунормы

3.1. Пусть X — векторное пространство. Множество Е czX

называется выпуклым, если для любой пары х, у & Е все эло ■

менты вида Кх+ (1 — К)у (0«SX*S 1) также принадлежат Е.

Геометрический смысл этого понятия, как и в случае плоскости,

заключается в том, что вместе с любыми двумя точками х, у^Е
множество Е содержит и весь интервал {Кх+ (1 — К)у: (ХЯ- *S 1),
соединяющий хну. Множество £еХ называется

уравновешенным, если для любого х е E'vl ?,ёК такого, что Ш < 1, имеем

Кх е Е. Множество Е с X называется абсолютно выпуклым, если,

для-'-любой пары х, у&Е и любых К, ц^К таких, что Ш +

+ I u. I «S 1, имеем Кх + p.j/
<= ZJ.

Перечислим некоторые простые следствия из приведенных

определений.
a) Множество Е является абсолютно выпуклым тогда и только

тогда, когда оно одновременно выпукло и уравновешено.
Действительно, очевидно, что абсолютпо выпуклое множество

выпукло и уравновешено. Обратно, предположим, что Е —

выпуклое уравновешенное множество, и пусть х, у^Е и Ш +
4- |р,1 *S1. Если Х = 0 или р.

= 0, то, очевидно, Кх + цу е Е. Если

же Jl^On цФ0, то

\Т\хевЕ' ПГ|»е£' ГХТТЫ+ |ТТТы
*'

Следовательно,

ta + W-dXI + lMlGx^^ + n^^e*.
b) Если Е%, Е2 — выпуклые подмножества X, ?,еК, то

множества Ei + Ег и А,/?!. выпуклы. То же утверждение верно, если

выпуклость заменить на абсолютную выпуклость.
c) Если Е — непустое абсолютпо выпуклое множество, то

Ое£,и если Ш «S |п.|, то %Ес цЕ.
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Элементарное доказательство утверждений Ь) и с)
предоставляется читателю.

Если Е — произвольное непустое подмножество в X, то

множество всевозможных конечных линейных комбинаций 2^»;ГЬ; гДе
А^ ^ 0, 2 ^1 =* 1 и все х*е ^i называется выпуклой оболочкой
множества Е и обозначается со СЕ). Очевидно, что со (Е)
является наименьшим выпуклым множеством, содержащим Е.

Множество всевозможных конечных линейных комбинаций 2^ча:1»
гДе 21 ^i | ^ 1 и Xt e E, называется абсолютно выпуклой
оболочкой множества Е и обозначается abs со (Е). Очевидно, что

abs со {Е) является наименьшим абсолютно выпуклым
множеством, содержащим Е.

Подмножество Е векторного пространства X называется

поглощающим, если для любого х е X существует такое "К > 0, что

x^\iE для всех |i, 1ц1 ^»А. Геометрически это свойство

означает, что" на любом луче, исходящем из нуля, имеется интервал
с концом в нулевой точке, целиком содержащийся в Е. В силу
с), если Е абсолютно выпуклое, то оно будет поглощающим
тогда и только тогда, когда для любого х^Х существует такое

К > 0, что х ^ %Е, т. е. когда X = U "kE% и даже (опять-таки

в силу с)) когда X «=» (J пЕ.
П=1

3.2. Пусть X — векторное пространство. Вещественная
функция р, определенная на X, называется:

полуаддитивной, если для любой пары элементов хи xt&X

p(Xi + хг) «Sp{xt) + р(х2);

положительно однородной, если для % ^ 0

р(кх) =Хр(х);

однородной, если для'любого к

pikx) = Шр(х).

Полуаддитивпая, положительпо однородная функция называ*

ется калибровочной функцией. Одпородная калибровочная функ*
ция р называется полунормой. Отметим некоторые, свойства вве*

денных функций.. ,

a) j»(0) ■— 0 для любой калибровочной функции р.
b) Если р — полунорма, то pix) Ss О для любого ieX

Это вытекает из соотношения 0 = р(0) = р(х + (—х)) < р(х) +j
+ р{-х) = 2р{х).

c) Если р
—

полунорма, то

]р(х) - р{у)\ «Sр(х — у).
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Действительно, в силу полуаддитивноещ р имеем р(х) «=■

■= р(х — У + у) < р(х — у) + р(у). Меняя х и у местами и восполь^
зовавшись тем, что р(х — у) = р(у — ж), получаем требуемое.
- с').Если р — калибровочная функция, то аналогично получаем

\р(х) — р{у) | < max (р(х — у), р(у — х)).
В силу а) для любой полунормы р(0) = 0, однако может

случиться, что ркх) = 0 для х^=0. Полунорма, для которой р(х) «= О
влечет х -= 0, называется нормой.

Связь между введенными классами функций и выпуклыми

множествами описывается в следующей лемме.

Лемма. 1. 1) Пусть р — неотрицательная калибровочная
функция. Тогда для любого К > О множества {х: р(х) < К} и

{х: р(х) < Я,) — выпуклые и поглощающие. Если р —г полунорма^
то эти множества абсолютно выпуклы.

2) Каждому выпуклому поглощающему множеству UczX

соответствует неотрицательная калибровочная функция pv,
называемая функционалом Минковского {множества U) и

определяемая по формуле

pv(x) = inf ik: k > 0, x e= W}t
причем

{x: pv{x) < 1) <= U <= {x: p„(a:) < 1). , (0

Если U, кроме того, абсолютно выпукло, то pv
— полунорма.

Докавательство. 1) Мы докажем только, что множество

Ех = {%'- pte) < Я,) — поглощающее, предоставляя элементарную

проверку остальных утверждений читателю. Если m = max (р(ж),.
р(—х)), то при \ц] > (пг + 1)Д имеем

р(ж/и.) = 1/1ц|р(sign ц -x)=szh/(m+ l)p(sign ц -x)<k*),

.откуда х^цЕх. Следовательно, Ех — поглощающее множество..

2) Так как множество U — поглощающее, то pv(x) < +<»..

Очевидно, что pv(0) = 0. Тогда при проверке полонштельной

однородности можно считать, что К > 0. Используя, что Кх е цЦ
тогда и только тогда, когда х ^.(и/А)£/, получаем

Ри(Лх) = inf {\i > 0: Ах е= yJJ} =.

= A inf Uu/A): ц > 0, х е= (и./А)£7) = Kpvix).

Если U абсолютно выпукло, то в силу уравновешенности U

Ах е= ц£/ тогда и только тогда, когда are (u/lAl)£/j. откуда

Ри(Ах) = inf {ц > 0: Ах е= рЦ) =

^IAIinH(u/lAl): \i>0,x^(ii/\X\)U} = \k\pv{xh

Л.
_

„
. f ц|/ц. если ц=^0,

*) Если иеС, то sign u^{ .„

[О, если ц
= 0.

6 Л. В. Канторович, Г. П. Акилов
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Теперь нам осталось проверить полуаддитивпость ра. Пусть
ж, у е X; в > 0. Найдутся К, и. > 0 такие, что

. ри(х) < А, < Ри(х) + в, рАу) <Ц<Ри(у) + е.

Получаем х/к, у/ц е U. На основании выпуклости множества V

* + У *• _£_ , У- У f- J]
K + \i Я. + Ц X,

"^
Л--НМ- И

откуда

/>и(я + »Х Я, +1* < ри(я) + р^(у) + 2в.

Итак, ввиду произвольности в получаем рЛх + у) ^ pvix) +
+ Pv(y). Выполнение (1) очевидно. Доказательство леммы 1
подлостью закончено.

'

§ 4. Теорема Хана — Банаха

4.1. В этом параграфе мы изложим так называемую

аналитическую форму теоремы Хана — Банаха (см. Банах) о

продолжении непрерывных функционалов *). Эта теорема нмеет

многочисленные приложения в теории топологических векторных к

(нормированных пространств и их применениях.

Теорема 1 (аналитическая форма теоремы Хана — Банаха).
Пусть в вещественном векторном пространстве X задана

калибровочная функция р. Пусть /о — линейный функционал,
заданный на линейном множестве Х0 с X, такой, что

f(x)^p(x), ieX,. (1)

Тогда существует линейный функционал /, определенный на

■всем X, совпадающий с /0 на Х0 и удовлетворяющий на X условию

/(«)<£(«), x<=X. (2)

Доказательство. Существование искомого функциопала
У мы получим при помощи леммы Цорна. Для ее применения мы

рассмотрим множество Ш, состоящее из всех пар {L, g),
удовлетворяющих следующим условиям:

\) L — линейпое множество в X, L^> Х„;
2) g -г- линейный функционал, заданный на L,' являющийся

продолжением /0;
3) g{x) «S р(х) для любого х s L.

Множество Ж непусто, так как (Х0, /0) е Ш. Введем в Ш

упорядочение, считая (£|, gi) < (£*, gz), если Lt => Lt и gx является

продолжением g,.

Покажем, что в упорядоченном множестве 9Я выполнены
условия леммы Цорна, и поэтому в 9Я существует максимальный

*) Напомним, что если Х0сХ и /о — некоторая функция на Хв, то

.функция /, определенная на X, называется продолжением (или
■

распростри'
мепием) /<,, если /0(х) = /(ж) для любого х е Х&
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элемент. Пусть 2й0 — совершенно упорядоченное подмножество-
в SW. Пусть L0 = U {L: (Z,, g) е 2й0}. Показкем, что L3 — линейное
множество. Если х, yeLD, то в силу определения L„ найдутся
мнозкества L,, L» такие,,что х е L,, j/ e La и (Lt, gi), (£», £2) е2Яо-
Так как мнозкество 2й0 совершенно упорядочено, то элементы

(Lu g,) и (L2, g2) сравнимы. Предполозким для определенности,
что (L,, gi) 13» (£2, g2). Тогда Lj => Lz и тем самым х, у е /,,,
откуда Ха; + (ij/ e L,<=■ L„ для любых A,, [ieR. Любой элемент ^si,
входит в некоторое множество L такое, что (L, g) e 2й0.
Положим g0(a:) = £(#). Определив таким образом gdx) для всех ге£%
аналогично вышеизложенному получаем, что наше определение
корректно и go — линейный функционал на L0. Очевидно, что

(La, g0) e 2R0 и (L0, gj) — верхняя граница для мнозкества WI,.
По лемме Цорна в 2й существует максимальный элемент

(Дши, /max) е 5И. Если мы покажем, что Lmax = X, то

функционал /max будет, ОЧвВИДПО, ИСКОМЫМ.

Предполозким противное, т. е. что ЬтяхФХ. Если мы

показкем, что для любого (L, g) е 2й9 для которого хв ^ L,
существует (L,, g,) e SJ?, где L( — линейная оболочка множества L и

элемента ха, то мы, очевидно, получим противоречие с

максимальностью Lmai,. и тем самым доказательство теоремы будет
закончено. Поэтому можно считать, что X есть элементарное

расширение мнозкества Х0, т. е. считать, что казкдый элемент геХ

может быть представлен в форме
х = Кхй + х, х'сеХо. (3>

Если х\ х" еД то с помощью (1) находим

/„(*') + /.(** ) = /„(*' + Х"Х Р(Х0 + X') + (-*. + X" )) ^

=S£ p{Xo + Х') + р(.~Х0 + ж" ),
откуда

/.(*" )-р(-*. +Ж") <-/о(*')+ />(*.+ «'),-

и, следовательно (поскольку х' v х" вдесь произвольны),

Л= sup [/0(/)-р(-^0 + Л1< inf [-Л, («О + Р С*о +

+ *')] = В,

Пусть А < te < 7?. Определим на X функционал / формулой

/(#) =М0+/о(#'), # = Я,;г0 + а;', ж'еХ,,.

Ясно, что / — аддитивный и однородный функционал, причем
/ — продолзкенне /0. Показкем, что имеет место (2). Будем
считать, что в представлении (3) Я Ф 0. Допустим, что Я, > 0. Тогда

1(х) = М„ + /„(*') <*Я + /0(^)<я[- /„(4-) + р(*0 + 4)] +

+ /о (*') = - /о (*') + Р (^о + *') + /о (*') = Р (*)►
в*.
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Точно так же (с использованием неравенства^ > А)
исчерпывается случай К < 0. Теорема доказана.

Следствие. Если функционал р удовлетворяет условиям,

теоремы, то существует аддитивный и однородный функционал
j, ааданный на X и такой, что

f(x)^p(.x), xeX. « (4)

Для того чтобы убедиться в справедливости этого

утверждения, достаточно на множестве Х0 =» {0} рассмотреть функционал
Ув(/о(0) »=■ 0) и затем применить к нему теорему.

Отметим, что / удовлетворяет соотношению

-р(-х) ^ /(а;) ^ р{х). (5)

Действительно, из (4) получаем .

/Ы = -/(-«) 3* -p(-z).
Конструкция элементарного расширения использовала

вещественность функционала /. Однако и для комплексных

пространств теорема Хана — Банаха верна, хотя и в несколько

менее общей форме.
Теорема 2. Пусть р — полунорма в произвольном

векторном пространстве X. Пусть /0 — линейный функционал, ааданный
на линейном множестве Х0 <= X, такой, что

l/U)|<p(z), x^X„. (6)
Тогда существует линейный функционал /, определенный на

«сем X, совпадающий с /0 на Х0 и удовлетворяющий на X условию

I/WKM хеХ. (7)

Доказательство. Если X — вещественное векторное

пространство, то требуемое вытекает из следствия теоремы 1 и

неравенства (5).

Пусть X — комплексное векторное пространство. Если Хп—
вещественное векторное пространство, ассоциированное с X, те

(Xo)r—линейное множество в Xr. Положив ф0(ж) *=Re/0(a:)
{х & X), мы получаем вещественный линейный функционал ф0
на (Хо)s, причем в силу формулы (2) § 2 для любого isX,
имеем

/о(я) = фо(#) — мр0(Ы. (8)

В силу (6)" имеем 1<р0Сг)| =» lRe/0(a;)| «S |/0(х)| «3 р{х) для

з, s Хй. Как уже было доказано, существует вещественный

функционал ф на X, являющийся продолжением фо, для которого

1ф(я)1 <pU), х*зХ. (9)

Положим f(x) = ф(а;) — ирОг) при любом isX. Как было

отмечено в § 2, / — линейный функционал на X, причем Re fix) =
■= фОг) (х s X): Отсюда в силу (8) получаем, что / есть

продолжение /«. Нам осталось проверить неравенство (7).
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Для любого ieX пайдется 0sR такое, что

е'в/(*)-1/<*>1>0.

Следовательно, f(.ei9x) = ei0f(x) вещественно, откуда f(.eiex) •=

«= <р(е'вя). Теперь из (9) получаем

\f(x)| - e'7U) = /(«"*) - Ф(е<0а:) ^ р(е"х) - |е'в|рЫ - р{х),

чем и доказано (7).

4.2. Теорема 1 находит себе изящное применение в теории интеграла и

теории меры*).
Подставим следующую задачу; связать с каждой вещественной

ограниченной периодической (периода 1) функцией x(t) «интеграл» по проме-

ясутку [0, 1]
— число I х (t) dt так, чтобы были выполнены условия:

о
1 11

1) J [axt (t) + р*2 (<)] dt = a J «j (I) <ff + P j *„ (I) Л (а, P e R){
•

0 0 0
1

2) если ж(*)>0 в (0, 11, то f x(t)dt^fO?
о

l l

3) I x ft -\- tA dt =* \ x{t)dt{t-~ любое вещественное);
o'o
l l

4) f x (1 — t) dt = Г x (t) dt;

Б) если xQ (*) в 1, то 1 a;o (t) dt = 1.

о

Теорема З. Поставленная задача имеет по крайней мере одно
решение.

Доказательство. Обозначим через М множество всех

ограниченных периодических (периода. 1) функций. Ясно, что М— векторное
пространство.

Пусть re! и в,, а2, .,., а„ — произвольный набор вещественных
чисел. Обозначим

п

я (х; av а2, ..., а„) = sup — V * С + аь)
. #t=l

И ПОЛОЖИМ

р(ж) =■ тГя(ж; аь а* .... а„},

рде точная нижняя, грапица берется по всевозможным конечным наборам
чисел аи а2, .

■., а„. Докажем, что р удовлетворяет условиям теоремы 1.

Очевидно, в доказательстве нуждается только полуаддитивность р.

Пусть аь а2, ..., ат и рь fa, ..., р„ — такие совокупности чисел, что

n(xt; аи а2, ..., ат) < p{xt) +e и я(я2; ph р2, •••, Рп) <.р(х2) +е.
Обозначим Tfjn

= щ + р*. Тогда, с одной стороны,

p(*i + х2) «£ я(г| + г2; Тн, Ъг> • •
-, "Km»). (10)

-

*) См. Б а н а х.
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С другой стороны,

я(*1 + V Тц. Уп Тгап) =

<— sup 2 *i (' + Vjft) +— sup 5 г (« + у-Л <
тя _oo<:t<:oo ~

lv ■"*' тв _«,<«<;со 4^ is чл/ .

З.к ],к
п . т т п

ft=i j-1 i=i ft—i

*=-л (XV aV К2' • •
•' ат) + я (х2; Pi' Р2' • •'» Рт) < Р (xl) + Р (*2) + 2е«

Сопоставляя это с (10) и учитывая произвольность с, получим

Pixi+Xn) ^p(x,) +p(xi).

Пусть / — функционал, существование которого утверждается в
следствии из теоремы Л. Ксли x(t) ^ 0, то р(х) ^ 0, р(—х) ^ 0, откуда йа
основании (5) f(x) &sQ. Далее, если положить x'(t) = a;(i + <0)—*(')i TOi взяв

к* = (А — l)t0' (A = 1, 2, ..., и + 1), получим

Р (*') < я (*'; «j, а2,..., ап+1)
=

= 4т SUP I*(* + (n +1) t_)
— ж («)] —»: 0.

Следовательно, p (x') <: 0, и точно так же р (—х') ^ 0. Отсюда, снова на
основании (5), j(x') = 0. •

Наконец, если x0(t) ss 1, то, очевидно р(х<>) =» 1, р(—хв) «= —1. А

тогда f(x0) = 1.

Для завершения доказательства теоремы достаточно положить

1 .»

f * (I) Л = -L|/(x)+ /(*)], x(t)~x(l~t). (H>

о

Замечание. Нетрудпо доказать, что построенный интеграл
совпадает с интегралом Римана всякий раз, когда последний существует. По
отношению к интегралу Лебега этого, вообще говоря, сказать нельзя. Однако

функционал / может быть выбран таким образом, что интеграл (11) для
всякой измеримой функции совпадает с лебеговым.

С помощью обобщенного интеграла (11) можно построить обобщенную
меру для множеств промежутка EQ = [0, 1]. Имеппо, справедлива

Теорема 4. Каждому множеству е сЕе — [0, 11 может быть

соотнесено число \l(e)— «мера» множества е — гак, что будут выполнены

условия:

1) H(ei U е2) =» n(ei) + u.(e2). если ех (] е2 = 0;
2) Ц(е)^0;
3) если ei конгруэнтно е2, то и.(в|) = и.(е2);
4) и(£„) = 1.

Доказательство. Пусть %е(?)
— характеристическая функция

множества е cz Еа. Если положить
1

о

то свойства 1)—4) без труда получаются из свойств обобщспного интеграла.
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Замечание. Обобщепная мера, удовлетворяющая условиям 1)—4),
может быть определена и для всех подмножеств квадрата [0, 1; 0, 1].
Следует, однако, отметить, что вта задача для трехмерного куба уже не имеет

решения*).
4.3. Аналогично обобщенному интегралу может быть определен

обобщенный предел для любой ограниченной последовательности.
Рассмотрим векторное пространство 1°° ограниченных вещественных

аоследовательностей. Пусть х «= (||, £2, ...) е I". Обозначим

к

п (г; nv n2, ..., nh) = lim __ J,^n+njt
П-frOO К ЛШ

p{x) •= infn{x; nu n2, ..., nk),

где точная нижняя граница берется по всевозможным совокупностям

натуральных чисел И|, п2, ..., п».

Как и в доказательстве теоремы 3, можно установить, что р
—

полуаддитивный и положительно однородный функционал. Следовательно,
существует линейный функционал /, удовлетворяющий условию (5). Если
положить.

Lim £„-=/(*),
п-юо

40, рассуждая так же, как и при доказательстве теоремы 3, можно
установить следующие свойства найденного функционала;

1) Lim[a^-r-P^] = a Lim^ + PLimi^:
П-»оо П-»оо П—*оо

2) Lim 1„ > О, если %n > 0 (n = 1, 2,...);
n-»oo

8) LimEn+1«Lim£n;
П-* oo П-»оо

4) Lim g»> - 1, если £»> = 1 (n = 1, 2, ...);
n-*oo

Б) lim ^ < Lim gn < lim ln-
~~~

71-» oo n-»oo
'

Ив последнего соотношения явствует, что если существует lim g„, то

должно быть Lim £„ = lim \n. Принимая, кроме того, во внимание осталь-
П-» ОО П-* ОО

ныв четыре свойства числа Lim |n, естественно называть это число обоб-
П-юо

щенным пределом (Банаха) последовательности {En}.

*) Доказательство см.: Натансон И. П. Теория функций
вещественной переменной.— М.: Гостехиздат, 1950.— 277 с.



Глава III

ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ ВЕКТОРНЫЕ ПРОСТРАНСТВА

В большинстве случаев, когда рассматривается конкретное
векторное пространство X, в нем уже имеется некоторая
«естественная» сходимость, которая определяет топологию в X,
причем эта топология и алгебраические операции разумным обравом
согласованы. Нас в этой книге будет презкде всего интересовать
случай, когда эта топология может быть задана при помощи

нормы, т. е. когда X является нормированным пространством.
Мы, однако, рассмотрим сначала более общий случай
топологических векторных пространств. Это мотивируется, с одной

стороны, тем, что многие вопросы нормированных пространств
естественно решаются уже на этой степени общности, а с другой
стороны, тем, что исследование собственно нормированных

пространств требует привлечения так называемой слабой топологии,

которая в бесконечномерном случае ненормируема. Излагаемое

низке введение в элементарную теорию топологических векторных

пространств преследует только вышеизложенные цели и, таким

образом, не претендует на полноту и законченность (мы не

останавливаемся-даже па важнейших понятиях бочечности, борноло-
гичности, ядерности). По поводу подробпого изложения теории
топологических векторных пространств см. Бурбаки — III;
Данфорд и Шварц—I; Иосида; А. Робертсон и

В. Робертсон; Шефер— I; Эдварде.

§ 1. Общие определения

1.1. Пусть X — векторное и одновременно топологическое

пространство. Мнозкество X пазывается топологическим векторным
пространством (сокращенно ТВП), если алгебраические операции
непрерывны в топологии X, т. е.:

1) для каждой пары элементов х, у е X и окрестности У^ш
элемента х + у найдутся окрестность Vx элемента х и

окрестность Vy элемента у такие, что

Vx+Vv<=Vx+y;

2) каковы бы ни были элемент х е X, число А, и окрестность

Уи, элемента Я,ж, пайдутся окрестпость Vx элемента х и. число
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6>0 такие, что при любом |i, для которого |ц—А,|<6, имеем

Нетрудно проверить, что линейное подмножество ТВП X само

является ТВП, если мы рассмотрим в таем топологию и

алгебраические операции, индуцированные иэ X. Это ТВП мы будем
называть подпространством ТВП X.

Укажем на некоторые простые следствия из определения ТВП.
I. Если G <= X — открытое множество, то x0 + G — также

открытое множество.

Действительно, пусть х е xa + G, так что х = хв + х', где х' е

в G. Пусть VX'— окрестность точки х', содержащаяся в G.

Поскольку х' -= х + (—х0), то по условию 1) найдутся окрестность
Уя точки х и окрестпость К_Х))точки (—ха) такие, что VK+ V-Xqcz
g Ух-- Так как —х0 s V~XQt то —х0 + Vx <= VX'<=G и,

следовательно, K,ci, + G, т. е. х — внутренняя точка множества x0 + G.

Аналогично доказывается
II. Если G — открытое множество и Я, Ф 0, то и KG —

открытое множество.

Подобные утверждения имеют место и для вамкнутых
множеств.

Из предложения I вытекает

III. Каждая окрестность точки х е X имеет вид х + V, гдо
V — окрестность нулевого элемента пространства X. При этом,

если V пробегает фундаментальную систему окрестностей пуля,
то x + V пробегает фундаментальную систему окрестностей
точки х.

Сформулированное предложение позволяет ограничиться
рассмотрением только окрестностей нулевого элемента.

Теорема 1. Существует фундаментальная система 8

окрестностей нуля ТВП X, обладающая свойствами'.

1) каковы бы ни были F,, Ке^Э, существует 7,g8 такая,
что V, <= V, П Vz;

2) каждая V е 5В — уравновешенное множество',
3) каждая V е 5Э — поглощающее множество;
4) какова бы ни была УеЭ, существует J7e5B такая, что

U+UcV.

Обратно, если X — линейное множество, в котором выделено

семейство 5Э подмножеств, удовлетворяющее условиям 0—4), то',
принимая за окрестности элемента х&Х любые множества вида

a+V (FsS), мы превратим X в ТВП, в котором семейство Э

будет фундаментальной системой окрестностей нуля.

Доказательство. Если Э — фундаментальная система

окрестностей нуля ТВП X, то условие 1), очевидно, выполнено.

Точно так же, поскольку 0 + 0 = 0, то соблюдено условие 4).
Докажем, что любая окрестность нуля V ,есть поглощающее

множество. Действительно, так как 0 • х = 0, то по определению
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ТВП найдутся окрестность Vx точки х и число 6 > 0 такие, что

1 1111
KV„ с V при |Я| < б. В частности, х е

-у-
V при f-j- N> -тр.

Чтобы вавершить докавательство первой части теоремы,

достаточно установить^ что уравновешенные окрестности образуют
фундаментальную систему окрестностей нуля. Пусть V —
произвольная окрестность нуля. Ввиду того, что 0-0 = 0, найдутся
окрестность Ft нуля и число б > 0 такие, что KVi <= V при
IAI«S6. Обозначим V0 =- (J KV^. Так как Ve=>6Vt, а по свой-

ству III 6F, является окрестностью нуля, то окрестностью нуля

будет и множество V0. Если |ос|<1, то aV0 «= |J aKVj.cz V0
IM<6

и Ve — уравновешенная окрестность. Остается заметить, что

VeczV.

Переходим к доказательству второй части теоремы.

Проверим прежде всего, что при указанном в формулировке
теоремы способе определения окрестностей в множестве X оно

обращается в топологическое пространство (см. теорему 1.2.1).
1) Каждая окрестность точки х содержит точку х.

Действительно, любое множество FeS9, будучи уравновешенным,
содержит нуль, поэтому х е х + V.

2) Пересечение двух окрестностей точки х содержит третью

окрестность этой, же точки. Это сразу же следует из условия 1)

теоремы.
3) Какова бы ни была окрестность Vx .точки ж, существует

такая окрестность Vx этой же точки, что VM содержит
окрестность любой точки у е Vx. Ограничимся рассмотрением случая,

когда х «= 0. Пусть V е S3 — произвольная окрестность нуля,
а О е S3 — окрестность нуля, существование которой обусловлено
условием 4) теоремы. Можно принять V*^ fZ. Действительно,
если y^U, то у + U является окрестностью точки у и у + Uс:

<=U+U<=V.

Итак, X — топологическое пространство. Проверим, что

алгебраические операции непрерывны в X. Непрерывность
операции сло'жения легко получается из условия 4). Прежде чем

переходить к операции умножения, отметим одно следствие условий
2) и 4). Для любого множества Ее:X имеем 2Е<^Е + Е, поэтому
согласно условию 4) для каждой окрестности Feg найдется
V е S3 такая, что 2V <= V, и подобным же образом, каково бы

ни было натуральное число п, существует V{т> е Э такая, что

2" ]/(•» с V. Пусть К — произвольное число. Обозначим через п

столь большое натуральное число, что Ш «S 2". Так как У(п) —

уравновешенное множество, то уравновешенным будет и^ 2"Vin)t
поэтому

ЯК(П) = — (2Vn)) cz 2T(n) cz V.
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Теперь уже нетрудно доказать, что операция умножения

непрерывна. Пусть х е X и к — числовой множитель. Имеем

М
- "кх = (ц - К)(у - х) + (ц. — К)х + My - х).

Учитывая это соотношение и принимая во внимание условие 4),
достаточно установить три факта:

1) какова бы ни была Fe9, найдутся такие Г,е8и число

Л>0, чтоаГ.сУ (lol<6);
2) какова бы ни была Feg, найдется такое б > 0, что ах е V

при I cd < б;
3) какова бы пи была Fe9, найдется такое ^eg, что

xvt <=v. .

Справедливость первого утверждения вытекает из того, что

множество V — уравповетен-ное, поэтому можно принять Vt =• V,

Второе утверждение также верно. В самом деле, V —

уравновешенное и поглощающее множество, поэтому найдется К' > О

такое, что x^K'V. Если положить б •=■ 1/А/, то для loci <б будет

так как 1сЛ'1<1. Отсюда следует, что caeF (|сс|<б).

Наконец, справедливость третьего утверждения была уже
отмечена. Теорема полностью доказана.

Следствие 1. Всякое ТВП обладает фундаментальной
системой замкнутых уравновешенных окрестностей.

Действительно, достаточно установить, что нулевой элемент

обладает такой системой окрестностей. Такую систему образуют
вамыкания окрестностей из' произвольной фундаментальной
системы Э уравновешенных окрестностей нуля. В самом деле, если

Га8 и окрестность Uе£9 такова, что U + U<=■ V, то Uс V,
так как если х0 Ф V, то окрестность ж, + U точки ха и

множество U не пересекаются. Для окончания доказательства

достаточно заметить, что при переходе к замыканию свойство
уравновешенности сохраняется.

Следствие 2. Пусть 59 — базис окрестностей нуля в ТВП

X. Для хаусдорфовости X необходимо и достаточно, чтобы

п г-{о>. (1)
veg

Действительно, если X отделимо и х ¥• 0, то существует Ге9,
не содержащая х, откуда получаем (1). Обратно, если (1)
выполнено и хФу, то существует V е 59, не содержащая х — у.
В силу теоремы 1 найдется уравновешенная окрестность нуля U

такая, что V + Ug V. Тогда х + U и yhU — непересекающиеся
окрестности точек х и у, так как из z е (ж + U) П (у + U)
вытекает х — y = (z — у) — (z — x)^U — U ~=U+Uc:V. Следовательно,
X отделимо.
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Далее все ТВП мы будем предполагать хаусдорфовыми.
1.2. Сформулируем еще несколько предложений, имеющих

место в ТВП X.

I. Замыкание линейного множества Х0 в пространстве X есть

линейное множество.

В самом деле, пусть х, у е J[e и а, р — произвольные
числовые множители. Пусть, далее, Vz — окрестность точки z = olx +

+ f>y. Найдутся окрестности Vx точки х и Vv точки у такие, что

aVK + $VyczVt. В окрестности Vx имеются точки множества X,;
обозначим через х' одну из таких точек. Аналогично, пусть у' е
eF,0 Х„. Поскольку z' = ах' + §у' еХ, и одновременно z' а

^aVx+fiVyCi Vz, то пересечение Vz ПХо непусто, что ввиду

произвольности окрестности V, дает z e х0.
Подобным же образом доказывается
II. Замыкание выпуклого множества выпукло. Замыкание

абсолютно выпуклого множества абсолютно выпукло.

Пусть Е — произвольное непустое подмножество ТВП X.

Замыкание линейной оболочки множества Е называется замкнутой

линейной оболочкой множества Е и обозначает S'(E). В силу I

£?(/?) есть наименьшее замкнутое линейное подмножество в X,
содержащее Е. Замыкание выпуклой (соответственно абсолютно
выпуклой) оболочки множества Е называется замкнутой
выпуклой (соответственно абсолютно выпуклой) оболочкой множества

Е и обозначается со (Е) (соответственно absco(E)). В силу II

со (2?) (соответственно absco(£')) есть наименьшее замкнутое

выпуклое (соответственно абсолютно выпуклое) подмножество в

X, содержащее Е.
Из предложения III предыдущего пункта легко получаем

• III. Для того чтобы направление {ха} (а^А) сходилось к

х е X, необходимо и достаточно, чтобы ха — х -*■ 0.
л

Несколько сложнее доказывается следующее предложение.

IV. Пусть Ki и К2 — компактные множества ТВП X. Тогда
множество KiKi + K2Kz также компактно.

Действительно, в силу 1.2.8 в произведении XXX множество
К = Kt X Кг компактно. Отображение ц>:

ф(#, у) = Кх + %гу, х, 1/еХ,

пространства X X X в X непрерывно, и на основапии 1.2.5
множество ф(Ю ■=Я-|ЛГ| + Я,2А'2 компактно в пространстве X.

Пусть X и Y — ТВП. Отображение /: X ->- Y, являющееся

одновременно "изоморфизмом векторпых пространств X и К и

гомеоморфизмом топологических пространств X и У, называется

изоморфизмом ТВП X и Y, а сами ТВП X и Y называются

в этом случае изоморфными. Сохраняя прежнюю" точку зрения,
мы будем отождествлять изоморфные ТВП.
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ТВП X называется метризуемым, если его топология может

быть задана при помощи метрики.
1.3. Приведем некоторые примеры ТВП.
1) Пространство измеримых функций S(T, 2, р.).
Для всякого множества А е 2 конечной меры "и любого числа

е > О положим

*<=5(Г,2,и): jrJjfil_1dfi<ej.
Легко показать, что система всех множеств вида V(A, в)

образует фундаментальную систему окрестностей нуля некоторой
топологии на S(T, 2, ц). Из теоремы 1.6.14 вытекает, что

направление ха -*■
х в этом топологическом пространстве тогда и

только тогда, когда ха -+• ж(и.).' Так как в топологии сходимости

по мере алгебраические операции непрерывны, то мы превратили
S(T, 2, и.) в ТВП. Как показано в 1.6.10, это ТВП метризуемо,
если мера и. о-коиечна.

Если мера и. не о-конечна, то S(.T, 2, и.) не метризуемо.
Действительно, совокупность всех множеств конечной меры,

упорядоченная по включению, образует направление, которое

порождает направление {ха} характеристических функций этих

множеств. Очевидно, что ха -*■ Кр), где 1 — функция,
тождественно равная единице на Т. Если бы S{T, 2, р) было

метризуемо, то нашлась бы последовательность Хап-*~ 1 (р)- Пусть х^ —

характеристическая функция множества Ап. Положим В = И Ап„

Так как мера р не о-копечна, то \i(T\B) Ф 0, а так как мера р^

не имеет атомов бесконечной меры, то найдется А е2 такое, что

А с Т\Вг 0< \i(A) < со. На множестве А имеем хап = 0, что

противоречит Хап.-*-1 (р).
Как обобщение пространства s, можно рассмотреть

пространство s{T), состоящее из всех вещественных функций, заданных
на абстрактном множестве Т. Фундаментальная система 59
окрестностей нуля в пространстве s(T) состоит из всех множеств

Vt j |п;е, определяемых произвольным набором U, t2, ..., tn

элементов из Т и произвольным положительным числом е: х е

ё= 1^,1, *„; • означает, что

\x(th)\ «S е, fc*=l, 2, ..., п.

Предоставляем читателю проверить, что указанная система

удовлетворяет условиям теоремы 1, так что s(T) оказывается

отделимым- ТВП, которое совпадает с s, если Т — счетное, множество.

Как мы отметили в пункте 1.6.10,' пространство s является

частным случаем пространства S(T, 2, р). Точно так
.
же

пространство s{T) является'частным случаем S(T, 2, р). Предоставь

У(А,г) =
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ляем читателю проверку того, что соответствующие векторные

пространства изоморфны как ТВП. В силу доказанного s(D
является метризуемым ТВП тогда и только тогда, когда

множество Т счетно, т. е. s(T) = s. -

Если Г — И, 2, ..., и}, то s(T) можно отождествить с

га-мерным пространством К" и рассматривать К" как ТВП. Мы, однако,
отложим рассмотрение конечномерпых ТВП до следующей главы.

2) В качестве следующего примера рассмотрим пространство C(R'),
элементами которого являются всевозможные непрерывные функции,
заданные на всея числовой прямой. Топология в C(R') вводится посредством

фундаментальной системы окрестностей нуля, состоящей из множеств V п; в

где.и — натуральное число, ае>0. При этом хe Vn;e означает

И адесь проверку условий теоремы 1, а также отделимости пространства
C(R') предоставляем читателю.

3) В теории обобщенных функций большую роль играет пространство
£>[а, Ь] всевозможных бесконечно дифференцируемых функций,
обращающихся в нуль вне промежутка [а, Ь]. Фундаментальная система

окрестностей пуля в этом пространстве состоит из множеств Vn; e, определяемых

произвольным натуральным числом и и произвольным положительным

числом е. Окрестность Vn; е состоит из всех х, удовлетворяющих условиям

|*<*>(01<е, Л = 0, 1, ..., п; te[a, Ь].

4) Приведем еще один пример ТВП. Обозначим через La совокупность
всех измеримых функций, заданных на [0, 1] и суммируемых с любой
степенью. Окрестность нуля VP; e в La определяется произвольным числом

;>1и произвольным е > 0. Именно, х е Fp; e, если

[1
-]i/v

jl*(f)|pdf <e.

Как будет показано ниже, пространства C(R'), D[a, b] и Lw — метри-
«уеыые ТВП.

"

\А. Подмножество Е ТВП X называется ограниченным, если

для любой окрестности нуля V в X существует число Я, такое,

что Е <= XV. Ясно, что для проверки ограниченности множества Е

достаточно рассмотреть окрестпости из некоторой
фундаментальной системы окрестностей нуля.

Подмножество G ТВП X называется вполне ограниченным,
если для любой окрестности пуля V в X существует конечное

п

подмножество {#й}й=1 cz С такое, что G с [} (xh + V).

Отметим некоторые простые факты, относящиеся к понятиям

•ограниченного и вполне ограниченного множеств.

I. Пусть Ei и Ег — ограниченные (соответственно вполне

ограниченные) подмножества ТВП X. Тогда ограничены
(соответственно вполне ограничены) в X следующие множества: Еу U Ег,
Ei + Ег, KEi (К — число).
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Для EtUEz и КЕ, утверждение очевидно. Утверждение для

Е, + Ег получаем, заметив, что в силу пункта 4) теоремы 1
множества вида V + V образуют базис окрестностей нуля, когда V

пробегает базис окрестностей нуля.
Из I получаем, что конечное множество (вполне) ограничено.
II. Всякое вполне ограниченное множество ограничено.
Если Е вполне ограничено, то для любой окрестности V,

которую мы считаем уравновешенной, найдутся xh^E такие, что

к

Е с: (J (хь + V). Как уже было отмечено, конечное множество

ixh}Z=i ограничено, откуда найдется Kit удовлетворяюще»
W2-4 <= W, откуда Е с XtV + V <= max (UJ, 1) (V + V). В

силу теоремы 1 множества вида V + V образуют базис
окрестностей нуля V, когда V пробегает базис окрестностей нуля.

Поскольку фундаментальную систему окрестностей нуля
можно составить из замкнутых окрестностей (следствие 1
теоремы 1), то

III. Замыкание ограниченного (соответственно вполне

ограниченного) множества ограничено (соответственно вполне

ограничено).

Теорема 2. Для того чтобы подмножество Е ТВП X было

ограниченным, необходимо и достаточно, чтобы, каковы бы ни

были последовательность {xj cE и последовательность {/,„}

вещественных чисел, Кп -*- 0, было Кпхп -*■ 0.

Доказательство. Необходимость. Пусть {хп} и

(Я.,,) — последовательности указанного виДа и V — произвольная

уравновешенная окрестность нуля. Существует Я>0 такое, что

Ее XV. В частности,* х„ е % V' (и = 1, 2, ...). Таким образом,,
если п настолько велико, что |Я,„1 < 1/Я, то Кпхп е^ДГс V,.
т. е. "Кпхп '-*■ 0.

Достаточность. Если бы в условиях теоремы
множество Е не было ограниченным, то нашлась бы окрестность
нуля V, для которой при любом Я. > 0 множество E\kV непусто..

Полагая последовательно А. = 1, 2, ...,
мы получили бы

последовательность элементов

ж„е£\пУ, и=1, 2, ...

Так как, с одной стороны, ж„е£ (и = 1, 2, ...), а с другой,
— хп & V, то это противоречило бы условию теоремы.

Далее нам потребуется следующая лемма об ограниченных
множествах в S(T, E, р.).
Лемма 1. Если {xj — последовательность вещественных

функций, ограниченная в ТВП S(T, 2, и.), причем О ^ a:t(t) <

<x.2(t) *S x„(t) *Zxn+l(t) К... п. в., то найдется функция же

е5(У, 2, р.) такая, что хпШ -*■ x(t) п. в.
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Доказа.тельство. Достаточно проверить, что при (sy

л. в. предел Mm хп (t) конечен. Предположим, что существует

множество А е 2(ц), для которого ц.(Л) >0 и х„Ш -*■ +°° ири
любом t^A. Так как множество {хп} ограничено, то окрестность

U(.А, е/2), где е =■ ц.01), поглощает последовательность {хп\,
т. е. найдется число Я > 0 такое, что

1**n(')|
.dn(t)<E/2t, neN. (2)1_ l + |^„(t)|

А

Так как xK(t) t +«> при t e А, то

!**.('> Г А

откуда по теореме Лебега, (теорема П.6.6) получаем

что противоречит неравенству (2). Итак, при почти всех (еГ
имеем xn(t) t z(t) < +°°.

1.5. Остановимся на понятии полноты ТВП. Рассмотрим
направление {хаУ (осеА). Обозначим через Аг совокупность
всевозможных лар (а', а"), где а', а""^А. Если мы введем в Л8

упорядочение (alt аг) ^ (аа,: сса) тогда и только тогда, когда

одновременно ах ^ а2 и at ^ а31 то А* становится направленным
по возрастанию множеством.

Направление (ха) в ТВП X называется сходящимся в себе
{или направлением Коши), если направление {ж(а',а")}~ (аеА2),
где a"(a/ia») = жа'— а:а», сходится к нулю в X, т. е. для любой

окрестности нуля U найдется сс0еА такое, что при а', а">а„
имеем ха>

— ха« е U. Подмножество Е ТВП X называется

полным, если любое направление Коши элементов этого множества

сходится к элементу этого множества. В соответствии с этой

терминологией ТВП X называется полным, если любое направление
Коши в нем сходится. Если при этом рассматривать лишь

ограниченные направления, то ТВП называется квазиполным;., если

же принимать во внимание лишь обычные последовательности
то ТВП называется секвенциально полным. Отметим, что

замкнутое подмножество полного пространства является полным.

Поскольку множество элементов направления Коши не

обязательно ограничено, то требование полноты является более

сильным, чем требование квазиполноты (то, что оно существенно

сильнее, мы увидим ниже на примерах). С другой стороны,
последовательность Коши, как это нетрудно доказать, ограничена,

лоэтому квазиполнота влечет секвенциальную полноту. В метри-
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зуемом TBII все три вида полноты совпадают, как ясно из

следующей теоремы.
Теорема 3. Секвенциально полное ТВПХ, в котором

имеется счетная фундаментальная система окрестностей нуля *),
полно.

Доказательство. Пусть {ха} (as А) — направление
Копт элементов пространства X. Обозначим через {VJ (п =»

= 4, 2, ...), счетную фундаментальную систему окрестностей

нуля. Для каждого п — 1, 2, найдется такая пара (a'n, an) e А2Л
что

ха>
—

ха» е Vn, при . (a', a") > (am а,к„). (3)

Обозначим через сс„ элемент из Л, для которого an ^ an, an ^ ап.
Можно считать, что а, =С а2 «£.. .=? а„ =С... Рассмотрим
последовательность [хап\. Поскольку она, очевидно, сходится в себе,
то по условию существует х^Х такое,- что Хап-+ я. Докажем
сходимость ха -*- х. Возьмем произвольиую окрестность Vm и

найдем окрестность Vh такую, что Vh + Vk <=■ Vm. Можно указать
такой номер n ^ к, что

хап
— х е= Vk.

С другой стороны, из (3) для a~S*a„ имеем

Ха %an £= r
ft.

Поэтому

Ха — X =--■ (Ха — Xan) + (*«„ -IjeFj + FjC Vm.

Теорема доказана.
В случае метризуемого ТВП X имеем два понятия полноты —■

полнота X как ТВП и полнота X как метрического

пространства. В общем случае это разные понятия. Однако, если

метрика р, задающая топологию в X, удовлетворяет соотношению

р(ж, у) = р(ж — у, 0) для всех х, уеХ, то, очевидпо, оба

понятия полноты совпадают. Во всех конкретных ТВП, которые мы

рассматриваем в этой книге, метрика обладает вышеуказанным
свойством. Подробнее о понятии полноты см. Бурбаки — IV

и К е л л и.

Каждое ТВП X может быть понолпепо. Иначе говоря, существует пол-

пое TH1I X такое, что X является подпространством X к X плотно в X.

Соответствующая теорема доказывается по образцу теоремы 1.4.1 с заменой
классов эквивалентных последовательностей Коши на классы направлений

(проверка того, что £ при этом будет векторным пространством,

проводится аналогично IV. 1.4). Пространство X" называется пополнением ТВП X.
Пополнении ТВП пам в дальнейшем не понадобятся.

*) На самом деле это условие эквивалентно метризуемости ТВП X (см.
Шеф ер, 1.0.1).
7 Л. В. Канторович, Г. Л. Лкилов
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При помощи теоремы 3 легко доказывается, что ТВП C(R') и D[a, b]
полны. Полнота метризуемого ТВП La легко доказывается после

результатов главы IV о полноте пространств L*. Полнота метризуемого ТВП

5 (Г, 2, ц) в случае о-конечной меры установлена в теореме -1.6.15. Из этого

результата несложно получить, что ТВП S (Г, 2, ц) полно, если
пространстве (Г, 2, ц) обладает свойством прямой суммы (см. 1,6.10).

Перейдем теперь к изучению связи между вполне

ограниченными и компактными множествами. Следующую теорему можно

рассматривать как аналог теоремы Хаусдорфа (см. 1.5.1) о

компактных множествах в метрических пространствах. На самом

деле обе эти теоремы являются следствием более общего
результата для так называемых равномерных пространств (см. Бур-
баки — II).

Теорема. 4. Подмножество ТВП X компактно тогда и

только тогда, когда оно вполне ограничено и полно.

Доказательство. Пусть множество К компактно.

Покажем сначала, что оно вполне ограничено. Для этого возьмем

произвольную открытую окрестность нуля V. Очевидно, что

семейство открытых множеств {х + V)(x е К) образует покрытие Ку
откуда, воспользовавшись определением компактности, получаем

вполне ограниченность К.

Докажем теперь, что К полно. Пусть {ха} (аеД) —
направление Коши элементов из К. В силу теоремы 1.2.3 существует
поднаправлепие (j/p) (fi^B), сходящееся к х <= К. Покажем, что

Возьмем произвольную окрестность нуля V. Тогда
найдется окрестность нуля V такая, что U + U с V. Так как ixj —

направление Коши, то существует сс0 е А такое, что ха—ха- е U

при а, а' &* Оо. С другой сторопы, так как у9
-*■

х, то

существует fib<= В такое, что x — yt^U при р4 S» |}а. В силу определения
поднаправления для сс0 найдется индекс рЧа„) е В такой, что

для любого р" sB, ji' > (Косо), найдется индекс а' е= А, а' 5» а0>

удовлетворяющий ха> ='ур. Возьмем р" > рЧа0), p\> и

соответствующий индекс а'. Итак, при а ^ а0 имеем

ха
— х = (ха — ха>) + (у$. — x)<=U + U cVf

откуда ха -*■ х.

Пусть, обратно, множество К вполне ограничепо и полно.

Для проверки компактности К опять воспользуемся теоремой
1.2.3. Пусть 1ха) (а е Л) — произвольное направление элементов

множества К. Обозначим через ЕМ множество всех

центрированных семейств § подмножеств Е множества К таких, что

направление {ха} часто встречается (см. 1.2.7) с каждым £ejj.
Множество 2Я непусто, так как семейство, состоящее из одного К,
входит в 2Я. Упорядочим множество 2Я по включению. По лемме

Цорна существует максимальное семейство £?„ в множестве £й

(применение леммы Цорна аналогично доказательству теоремы
П.4.1). Из максимальности 8f0 следует, что
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2) если множества Ait Аг, ..., Ап часто встречаются с {хх)
п

и (J A{ e %0, то i4j <= gf0 при некотором i.

Утверждение 1) очевидно. Предположим, что 2) неверно. Если

при добавлении некоторого множества А( к семейству 8о
получившееся семейство окажется центрированным, то в силу

максимальности So оно совпадет с g0, откуда А( <= 8f0. Итак, раз мы

предположили, что 2) певерно, то для каждого Af (i =■ 1, 2, ..., п)

найдется конечный набор множеств В^ е 50 (А = 1, 2, ...,А4
таких, что

"

л1пв?пв?[)...г)В?г) = 0.

Тогда С = U At П П И0 П ^(ia) П • • • П В?4)) = 0. Однако по

условию U ^i^ S0, #i ^ 2?o и семейство $?0 центрировано^

откуда получаем, что это мпожество С непусто. Полученное
противоречие доказывает 2).

Рассмотрим множество В всех пар {Е, а), где Е е $0 и а ^ А

удовлетворяет ха е £. В множестве В введем порядок
следующим образом: (£,, at) > (£8, сс2) тогда и только тогда, когда

£,с Ег и ос, > аг в А. Используя то, что семейство 8f0
центрировано и {ха} часто встречается с каждым элементом $sat
получаем, что В является направленным по возрастанию множеством.

Для (Е, а)еВ положим j/(E.a)
= Za. Тогда {у(в,а>} НЕ, к)аВ)-

поднаправление в {х„} (ос е А). Действительно, для любого а е А
возьмем элемент (К, а)еВ. Если (Е, а) е В, (/?, а')]&(К, а),
то а' 2* а и хаг = #(Е,а')» что и доказывает требуемое.

Покажем, что {г/,Б, И)} (Е, a) e В) — направление Конш, чем

в силу полноты К и будет закончепо доказательство теоремы.
Возьмем произвольную окрестность нуля V. Тогда найдется

уравновешенная окрестность нуля U такая, .что U + U <=■ V. Так
как множество К вполне ограничено, то можно найти точки

Zi, z2, ..., zneK такие, что А" с: (J (zt + U). Если мы положим

i=l
п

Л{ = (z, + U) П К, то К = (J Ai e S0, откуда в силу 2) некоторое

Л,eg,. Возьмем произвольный индекс аеА такой, что xa^At.
Если (/?,, ос,), (Ег, a2) e= В и (£„ a,), (E2, a2) 2» C4i, а), то, так

как Еи Е% <= А,, имеем

^(Ej.a,)
—

У(Е2,а2)
=

*ax
—

*аа ^ £",. — £2 <= Л4— 4{ С

с: (ц + U) - (Zi + U) cz U + U с V,

7»
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Мы получили, что построенное подпаиравление в {#„}
является направлением Кеши, на чем доказательство теоремы
полностью заканчивается.

Теорема 4 оправдывает то,"что вполне ограниченные,

множества часто называют предкомпактными.

§ 2. Локально выпуклые пространства

2.1. Отделимое ТВП X (над К) называется локально

выпуклым пространством (сокращенно ЛВП), если в нем существует

фундаментальная система выпуклых окрестностей нуля. Теория
ЛВП впачительио богаче результатами, чем теория ТВП, в

первую очередь в силу того, что на ЛВП всегда имеется много

линейных непрерывных функционалов. Кроме того, почти все

конкретные пространства, встречающиеся в функциональном анализе,
локально выпуклы.

Теорема 1.1 в применении к -ЛВП значительно упрощается.

В силу теоремы 1.1 ЛВП имеет базис замкнутых абсолютно

выпуклых окрестностей нуля.

Теорема 1. Пусть в векторном пространстве X выделена
система S3e поглощающих абсолютно выпуклых множеств,
удовлетворяющая следующему условию:

для любого-хФ0 найдутся Ve^ и К>0 такие, что x&XV. (1)

Обозначим через S3 систему множеств вида

е Л ^i, е>0, F,e=»0, bgN. (2)

Тогда система S3 удовлетворяет всем условиям теоремы 1.1;
при этом X превращается в ЛИН (с фундаментальной системой

окрестностей нуля ©).

Доказательство. Условия 1)—3) теоремы 1.1 для S3

очевидны, а 4) вытекает из того, что для любого выпуклого
множества Е имеем (1/2Ш + (1/2)Е = Е. Итак, X — ТВП.
Следствие 2 теоремы 1.1 показывает, что из условия (1) вытекает

хаусдорфовость X. Так как множества вида (2) абсолютно
выпуклы, то X — ЛВП.
Лемма 1. Пусть X — ТВП.
1) Калибровочная функция р непрерывна на X тогда и только

тогда, когда она непрерывна в нуле.

2) Функционал Минковского ри выпуклого поглощающего
множества U непрерывен тогда и только тогда, когда U — окрест-

О

ностъ. В этом случае внутренность V «= ix: pvM<i}, а

замыкание и = {х: pL-(x) «S 1).

Доказательство. 1) Если р непрерывна в нуле, то для

всякого е > 0 найдется уравновешенная окрестность нуля Ut
для всех точек х которой р{х) < е. Если точка у е X ироиз-
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вольна, то для всех х<=у + U имеем х — у, y
— x*=U, откуда

в силу неравенства П.3.2(с') получаем \р(х) — р(.у)\ «д

^maxip(x-y), р(у-х)) <е. ,<

2) По лемме II.3.1 ри — калибровочная функция. Если U —

окрестность, то для всякого е>0 из х е еО следует pv(x) «S e

в силу определения функционала Минковского, откуда -pv
непрерывна в нуле, а следовательно, и на всем X.

Обратно, если ри непрерывна, то множество V=*>{x: р(ж)<1}=»
•=/?"'((—1, D) открыто. Так как V <= U, то U — окрестность.

о

Пусть х е U. Предположим, что pvix) = 1, и покажем, что

любая окрестность V точки х содержит точки у Ф U, чем полу-«
о

чим противоречие с х е U. Действительно, так как V — окрест*
ность точки х, то найдется такое е > 0, что y=(l + eks V,

Тогда рАу) ■= (1 + е)ри(х) «= 1 + е > 1, откуда y&U.
Пусть ри{х) з£ 1. Тогда существует последовательность кп -*- 1

такая, что x^K„U при любом в. Следовательно, уп = х/Хп <з [/
и уп-*- z^U. Лемма полностью доказана.

Следствие. Если Е — выпуклое множество в ТВП X, то
о . о

его внутренность Е.— выпуклое множество. Если Е Ф 0, то за-
о

мыкание Е есть Е.
о

Доказательство. Можно считать, что ЕФ 0. Возьмем

х^Е. Тогда множество U «= х — Е — выпуклая окрестность нуля,
о о- о

причем U — х — Е. В силу леммы 1 множество U =» {х: pv(x) < 1}
о

выпукло, а тогда выпукло и Е.
*

во

Докажем второе утверждепио. Так как U = х — Е, то его до-

статочпо доказать для U, а для этого достаточно проверить, что

U => U. Возьмем х е JJ и рассмотрим уп ■=( 1 )х. Так как

Ри (Уп) =[ 1 —j Pt/ (ж) < 1, то i/„ е 6'. С другой стороны, j/„ -*.ж,

откуда x^U.
Топологию ЛВП на векторном пространстве X можно

задать при помощи произвольной системы полунорм {pt)~(|eS),
удовлетворяющей условию:

для любого геХ существует | е Е, для которого pi(x) Ф 0. (3)

Пусть Эв состоит из всех множеств l/s вида

Vt — {х е X: Pl(x) ^ 1), fceE.

В.силу леммы П.3.1 множества FE абсолютно выпуклые и

поглощающие. Из (3) вытекает, что система 8% удовлетворяет (1).

Тогда топологию на X определяем, как описано в теореме Id
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Система множеств (2) имеет вид

[хе= X: max p. (а;)<е\, е>0; £1( ...,£„<= S.

Полученная топология, превращающая X в ЛВП, называется

топологией, порожденной семейством {рЕ> (| е g). Если X — ЛВП,
топология которого порождается пекоторым набором полунорм
fpj (S^S), то. говорят, что семейство полунорм {/>Е} является

порождающим или определяющим для топологии ЛВП X. В силу
леммы 1 все полупормы из определяющего набора непрерывны.

Топология всякого ЛВП X порождается некоторым набором
полунорм. Действительно, возьмем систему S30 абсолютно
выпуклых окрестностей нуля такую, что множества вида (2) образуют
фундаментальную систему окрестностей нуля в X (например, ба-
8ис абсолютно выпуклых окрестностей нуля). Условие (1) при
этом будет выполнено автоматически в силу отделимости X.

Тогда исходная топология ЛВП X порождается семейством

полунорм ipv) (Ре=8Э0), где pv — функционал Миыковского
окрестности V.

Порождающий .набор полупорм определен, конечно,
неоднозначно. Например, если полунорма р принадлежит некоторому
такому набору Q, то либо полунорма q(x) •= 2р(х\ входит в Q,
либо не входит. В первом случае выбросим q из Q, во втором

случае, наоборот, добавим q в Q. И в том и другом случае

получаем порождающий набор полунорм, отличный от Q.
Теорема 2. Для того чтобы ЛВП X было метризуемым,

необходимо й достаточно, чтобы оно было отделимо и обладало

счетным порождающим набором полунорм.

Доказательство. Необходимость. Если X метри-

вуемо, то в X имеется счетный базис окрестностей пуля.

Функционалы Минковского абсолютно выпуклых оболочек

окрестностей из этого базиса образуют, очевидно, счетный порождающий
набор полунорм.

Достаточность. Пусть {р„) (neN) — порождающий
набор полунорм. Это означает, что семейство множеств

Fn = tee X: max pK(х)<:и-*), neN,

обравует счетный базис окрестностей пуля в X. Для любых
i,yeX положим

pfort-iby i+V*-rt- .<4>

Легко проверить, что функция р(х, у), определяемая
формулой (4), является метрикой. Докажем, что топология,
порождаемая этой метрикой, совпадает с исходной топологией ЛВП X.
Так как ЛВП X имеет счетный базис окрестпостей нуля, то для
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этого достаточно проверить, что последовательность хт -*■ 0 в X

тогда и только тогда, когда р(хт, 0) -*• 0. Последовательности

\т = {Рп (Хт)}™=1 (т е N) можно отождествить с элементами про-
-

странства s. Так как расстояние от |т до 0 в пространстве а

совпадает с р(хт, 0), а сходимость в s есть координатная
сходимость (см. 1.3.2), то р(хт, 0) -*• 0 тогда и только тогда, когда

Рп(ят)—*■ 0 при любом neN. Из вида множеств Vn вытекает.
т-»оо

что сходимость хт -*■ 0 в X означает то же самое. Теорема
доказана.

В терминах порождающего пабора полунорм мпогие понятия,

относящиеся к ЛВП, приобретают простой и наглядный смысл,

Пусть {/>Е} (| е= S) — семейство полунорм, порождающее
топологию ЛВП X. Следующие утверждения вытекают непосредственно
из определении.

•

I. Направление ixa) (a <= А) сходится к элементу ж в ЛВП X

тогда и только тогда, когда при любом | е Е имеем рЛха — х)-*-0.

II. Ограниченность множества Е<=Х равносильна
ограниченности при любом | е"Е числовых множеств {ръ(х): х е Е).

Введенные в 1.3 пространства s(D, CUV), Dla, Й, L»
являются ЛВП. С пространством S(T, 2, ц) дело обстоит
сложнее. Если (Г, 2, ц) не является пространством с дискретной

мерой, то ТВП S(T, 2, pj не локально выпукло (ниже мы это

докажем в частном случае 5(0, 1)); если же мера ц дискретна,
то S(Tt 2, р) является ЛВП. Пусть мера р, дискретна, Т* —

множество атомов. Тогда ТВП S(T, 2, р) изоморфно ТВП s(T*);
однако, очевидно, что s(T*) — ЛВП, откуда S{T, 2, р) в зтом

случае
— ЛВП.

В заключение этого пункта докажем одно утверждение,

которое понадобится нам в дальнейшем.
Теорема 3. В любом ЛВП выпуклая оболочка и абсолютно

выпуклая оболочка вполне ограниченного подмножества вполне

ограничены.
Доказательство. Очевидпо,. достаточпо рассмотреть

случай абсолютно выпуклой оболочки. Пусть Е — вполне

ограниченное мпожество, Et — его абсолютно выпуклая оболочка. Если V —

произвольная абсолютно выпуклая окрестность нуля в X,
то. найдутся элементы xt^E (KKn), для которых

п

Ее: (J (xi + V)i Отождествим конечномерное пространство
»=1 ■

'

.

<? ({ж}}"=1) с Кт при m«Sn (см. И.1.4). Абсолютно выпуклая
оболочка А копечного множества {ж}}"=1, очевидно, ограничена и

замкпута, а тогда и компактна в евклидовом пространстве Кт.
Так как сходимость в Кт означает покоординатную сходимость,

а алгебраические операции непрерывны в X, то тождественное

вложение К'я -*■ X непрерывно, а тогда множество А компактно
в X, и потому вполне ограничено (теорема 1.4).
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Имеем Et cr А + V, так как А + V абсолютно выпукло и

содержит Е. В силу того, что А вполне ограничено, существуют

элементы у,*=А (1 <]<]„), для которых Acz [} (у, + V). Окой-
3=1

чательпо получаем Ех с: А + V cz (J (yj + 2F), откуда Et внолно

ограничено. Теорема доказана.
Из теоремы 3, используя теорему 1.4, получаем

-Следствие. В квазиполном JIBU замкнутая выпуклая
оболочка и замкнутая абсолютно выпуклая оболочка любого пред-
компактного множества компактны.

2.2. В этом пункте мы рассмотрим приложепня теоремы Ха-

па — Банаха в ее аналитической форме к теории ЛВП. В

частности, доказывается важнейшее свойство ЛВП, заключающееся
в том, что в ЛВП имеется мпого линейных пенрерывпых фупк-
ционалов.

Отметим прежде всего, что линейный функционал /
непрерывен на ТВП X тогда и только тогда, когда он непрерывен в нуле.

Действительно, пусть / непрерывен в нуле и направление ха -*■ х

в X" Тогда f(xa) - fix) = f(xa -х)-*0.
Лемма 2. Всякая гиперплоскость М в ТВП X либо

замкнута, либо плотна в X. Гиперплоскость М = {х: fix) = а}

замкнута тогда и только тогда, когда функционал f непрерывен.
Доказательство. Пусть М = х + Н, где Н — гиперпод-

пространство. Если гиперподпространство Н незамкнуто, то оно

должно быть плотно в X, так как замыкание Н является

линейным множеством, содержащим // (см. лемму Н.2.1). В силу
равенства М = х + Н получаем первое утверждение. В силу
теоремы Н.2.1 для доказательства второго утверждения достаточно

проверить, что /~Ч0) замкнуто тогда и только тогда, когда

функционал / пепрерывен. Если / непрерывен, то /_,(0) замкнуто,
так как множество {0} замкнуто в К. Обратпо, предположим,
что // = /~'(0) замкнуто. Достаточно доказать,, что функционал /
непрерывен в пуле. Пусть /=5^=0 (иначе / = 0 непрерывен); V —

= {х: \f(x)\ < г) (е > 0). Если мы покажем, что V — окрестность
нуля в X, то мы получим непрерывность / в нуле. Так как

/ =h 0, то найдется точка х0 ^ X, в которой fix») = е. В силу
замкнутости Н существует уравновешеипая окрестность нуля U

такая, что {xD + U) П // = 0. Покажем, что U cr V, откуда

получим, что V — окрестность нуля. Предположим противное, т. е.

найдется ief/, для которого lf(.x)l > е. Тогда у ■= —ex/f(x) e= U
и /(.г„ + у) = /(ж0) — е ■= 0, откуда у ен (х, + U) П И, и получено

противоречие.
Теорема 4 (геометрическая форма теоремы Хана — Бапаха).

Пусть X — ТВП, Е — линейное подмножество в X, х0 е= X. Если

U — непустое выпуклое открытое подмножество X, не пересекаю-
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щееся с х0 + Е, то в X существует замкнутая гиперплоскость 77,
содержащая хв + Е и не пересекающаяся с U.

Доказательство. Пусть сначала X — вещественное

пространство. Используя, если надо, сдвиг, мы можем считать, что

0e{/t т. е< U — окрестность нуля. Обозначим через р
функционал Минковского множества U. Рассмотрим линейное множество

F = 3?{х0, Е) в X. Тогда Е — гиперплоскость в F и по теореме
11.2.2 существует линейпый функциопал /0 на F такой, что

/о~1(0)==-^ и fo(.xD) = 1. Проверим, что для любого х = Кх0 + у
(i/e=7?) имеем f0(x) < р(.х), или, что то же самое, Я.</з(Яа;в +j/).
Так как при КО последнее неравенство очевидно, то достаточпо

доказать, что при любом К > 0 выполнено

»■№)>«.
В силу леммы 1 последпее неравенство означает, что х0 +J/A Ф U.
Так как у/К е Е, то это соотношение выполнено.

В силу теоремы Хапа — Банаха в аналитической форме (см.
теорему 11.4.1) существует линейпый' фупкционал / па X,
являющийся продолжением /0 и удовлетворяющий неравенству /(ж) <
< р(ж) при любом ieX, Так как —р(—х) < f(x) *£; р{х) и U —

окрестность нуля, то функциопал / непрерывеп на X. Тогда по

лемме 2 77 = /~'(1)— замкнутая гиперплоскость в X. Очевидио,
что 77 ^>

х„ + Е. Проверим, что // П Ъ' = 0. Действительно, если

же£/, то р(х) < 1, а если ж е= 77, то 1 = /(ж) < р(х). Тем самым

теорема доказана для веществепного пространства X.

Пусть теперь X
— комплексное пространство. Используя, если

надо, сдвиг, мы можем считать, что 0^х0 + Е, т. е^ жэ + Е —

лннейпое мпожество. Но доказанному существует замкнутое

вещественное гиперподпространство 77i такое, что 77, =>
хе + Е, 77, Л

П Ьг — 0. По лемме И.2.2 -77 = 77, П (i#,)— гиперподпростран-
ство, причем очевидно, что 77 удовлетворяет требованиям тоо»

ремы.

Теорема 4 справедлива в любом ТВП, но для ее применепия
пеобходимо наличие открытых выпуклых множеств, а их-то как

раз много в ЛВП. Приложепия теоремы 4 мы отложим до

следующего пупкта, а сейчас приведем ряд следствий из теоремы
Хана — Банаха в аналитической форме.

Пусть X — ЛВП, Х0 — линейное множество в X. В ипдуциро-
вашюй из X топологии Х0 становится, очевидно, ЛВП.

Следствие 1. Пусть /в — непрерывный линейный
функционал на Х0. Существует непрерывный линейный функционал f
на X, являющийся распространением функционала /в.

Доказательство. В силу непрерывности /„ найдется
абсолютно выпуклая окрестность нуля U такая, что |/(ж)|<1
на £/ПХ„. Тогда \](х)\ < pv(x) на Х3. По теореме II.4.2
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U обладает продолжением / на все X таким, что \f(x)\ <рс/(ж),
и, следовательно, непрерывным:

Следствие 2. Для любой точки хЛ векторного

пространства X и полунормы р существует линейный функционал / «о X,
для которого |/(ж)| < р(х) и /(жв) = p(xt).

Доказательство. На одномерном векторном
пространстве Х„, порожденном точкой ж0, положим /в(А,жв) — Кр(х0), а ва-

тем продолжим /0 на X в силу теоремы И.4.2.

Следствие 3. Пусть X — ЛВП. Если fix) = 0 для любого

непрерывного линейного функционала f на X, то х = 0.

Доказательство. Если х¥=0, то в силу (3) найдется
непрерывная полунорма р, для которой р(х) > 0. Тогда по

следствию 2 найдется /, для которого /(ж) "^ 0.

Следствие 3 устанавливает важпейшее свойство ЛВП

—наличие достаточного множества непрерывных линейных

функционалов. Рассмотрения, связаппые с этим фактом, мы отложим до

следующего параграфа. Множество всех непрерывных линейных

функционалов па ТВ1Т X обозначается X* и называется

топологическим сопряженным (к" X). Очевидпо, что X* является

линейным подмпожеством в алгебраическом сопряженном. Мы

доказали, что если X — ЛВП, то X* разделяет точки на X. В случае
ТВП может оказаться, что X* = {0} (но бывает, что X*
разделяет точки на X и и случае ТВП, не являющегося ЛВП).

Покажем, что в ТВП 5(0, 1) любой непрерывный лилейный

функционал равен нулю. Пусть /е=(£(0, 1))*, f¥*0. Так как-

совокупность линейпых комбинаций характеристических функций
интервалов плотна в 5(0, 1), то Для любого л е= N найдется

интервал А„ длины, меньшей, чем 1/и, для которого / (Хд„) "^

■«6n«jfc0. Если хп = Хд„/*п, то ж„-»-0 по мере, откуда в силу-

непрерывности / имеем /(ж„) -*• 0. С другой стороны, /(ж») = 1,
чем получено противоречие.

В заключение этого пункта введем еще одпо обозначение.

Если X — ЛВП, то через Xr обозпачим мпожество всех

непрерывных веществепных линейных функционалов па X. Если X

вещественно, то XR = Х*\,

2.3. Здесь мы' приведем две важпые теоремы об отделении

выпуклых множеств линейным непрерывным функционалом,
которые находят многочисленные применения в выпуклом анализе

с его нриложепиями к математической экономике (см. Гольш-

тейн; Ио.ффе, Тихомиров; "Никайдо).
Пусть Е и F — подмножества ЛВП X. Мы будем говорить,

что они отделимы, если существует функционал / е Xr такой,
что

sup {/(ж): х е Е) «£ Ы {/(ж): ж е F). (5)

Если в (5) стоит знак строгого неравенства, то говорят, что Е

я F строго отделимы^ Несимметрия этого определения относи-



§ 2) ЛОКАЛЬНО ВЫПУКЛЫЕ ПРОСТРАНСТВА 107
*

тельно Е и F лишь кажущаяся — достаточно перейти к

функционалу
— /, чтобы Е и /' поменялись местами.

Лемма 3. Если Е — открытое множество в ЛВП X, /еХ*,
/ чь 0, то /(£") открыто.

Доказательство. Если х^Е, то Е — х — окрестность
нуля, а потому поглощающее множество. Так как / Ф 0, то

найдется Хо е X, для которого /(жв) = 1. Следовательно, существует
такое Я > 0, что при 1ц1 < Я имеем цж„ <= Е — х. Тогда /(ж) + р,е
<= f(E) при ||Д,| < К, что и означает, что f(E) открыто.
Теорема 5. Пусть Е — выпуклое подмножество с непустой

о

внутренностью Е в ЛВП X, F — непустое выпуклое подмноже-
о

'

ство X, Е OF ■= 0. Тогда Е и F отделимы. Если Е и F открыты,
то они строго отделцмы.

Доказательство. В силу следствия леммы 1 множество Е
о

выпукло. Следовательно, выпукло мпожество U — Е — F, которое
о

открыто и не содержит нуля, так как Е П F = 0. Тогда по

теореме 4 пайдется замкнутое вещественное гиперподпространство

II такое, что 0е=#,й (Ё - F) П// = 0. Пусть Н = {х: /(ж) ■= 0>,
*

°

где' / е Хц. Множество f(E — F) выпукло и, следовательно, яв-
о

ляется интервалом в R; 0 Ф f(E — F). Сменив, если надо, зпак,
о

можно считать, что f(E — F)<0. Таким образом, sup {/(ж): же
о о

е Е) <^ inf {/(ж): ж е F}. Используя то. что Е плотпо в Е (см.

следствие леммы. 1) и функционал / непрерывен, получаем, что

Е и F отделимы.
Если Е и F — открытые мпожества, то по лемме 3 f(E) и

/(F) — открытые интервалы в R, откуда получаем строгую

отделимость.

Замкнутое выпуклое множество в ЛВП X с непустой

внутренностью называется выпуклым телом. Пусть Е —

подмножество ЛВП X. Тогда вещественный функционал / eIr называется

опорным и Е в точке х-, е Е, если существует Я, е R такое, что

/(ж„) = К и Е содержится в {ж: fix) «S К) или в {ж: /(ж) > К). При
этом вещественная гиперплоскость {ж: /(ж) = Я} называется

опорной к £ в точке ж„.

Следствие. Если С — выпуклое тело в X, то для любой

граничной точки С существует опорный функционал.
Доказательство. Если ж» — граничная точка С, -то

следствие получается из теоремы, 5, если принять в ней Е ■= С,
F - {ж,}.

Теорема 6. Пусть Е и F — непустые выпуклые

непересекающиеся подмножества ЛВП X, причем Е замкнуто, a F
компактно. Тогда Е и F строго отделимы.
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Доказательство. Покажем, что существует выпуклая

открытая окрестность нуля U такая, что множества Е + V и

F + U не пересекаются. Так как эти множества открыты и

выпуклы, то утверждение будет следовать из теоремы 5.

Достаточно доказать существование абсолютно выпуклой

открытой окрестности нуля V, для которой (Е + V) П F = 0,
так как тогда для U = (1/2)F имеем. (Е + U) П (F + U) = 0.

Действительно, если х =» а + (1/2)у4 = fc + (1/2)у2, где а <= £,. b&F,
vltv2fsV,Tob = x-{\mv2s=(E+V){\F.

Обозначим через 33 базис всех открытых абсолютно выпуклых

окрестностей нуля в X. Предположим, что для всех V е S3 имеем

(Е + V) П F Ф 0. Тогда {(.Е + V) П F; V е ©} — центрированная
система замкнутых подмножеств компакта /<\ Следовательно,

существует точка x0&F такая, что xD^E+VczE + 2V для

любого F«=83. Следовательно, х0■— предельпая точка для Е,
а так как Е замкнуто, то х„ е Е. Но по предположению" Е Г\ F ■-=•

=• 0. Полученное противоречие доказывает теорему.
Следствие. /£Ъш £ —абсолютно выпуклое подмножество

ЛВП X и хв&Е, то существует /еАг* такое, что \f(x)I < 1 для

всея х <з £ и Re f(x0) > 1.

Доказательство. Так как одноточечное множество {х6}
компактпо, то по теореме 6 существует вещественный

функционал ge^R, для которого g(.x) <, 1 при х^Е и ^(ж0) > 1. Так

как множество Е абсолютно выпукло, то I g(x) | ^ 1 при ж е= £.
Если X — комплексное4 пространство, то положим fix) — g(x)—
— igiix). Воспользуемся еще раз приемом, применявшимся при

доказательстве теоремы П.4.2. Для любого хеХ найдется B.sR,
для которого |/(ж)| =е|В/(ж) =/(е'*ж). Следовательно, f(eiex) =
= ^(е<вж) и е'вже£, откуда 1/Ы1 = g(eiea;) ^ 1.

При помощи теорем отделимости можно доказать теорему Крейпа —

Мнльмана.
Точка х0 выпуклого подмпожества £ ЛВП X называется

экстремальной, или крайней, если из соотношения х0 = Ял: + (1 — Я) j/, я, j/ e А',
0 < К < 1, вытекает х = j/ = #0. Другими словами, точка я0 является

экстремальной точкой множества Е, если она не является внутренней точной
никакого интервала с концами из Е. Например, у квадрата на плоскости

вершины являются экстремальными точками, а любые другие граничные
точки — нет.

Теорема 7. (Крейн — Мильман). Всякое непустое компактное

выпуклое подмножество ЛВП X является замкнутой выпуклой оболочкой
своих экстремальных точек.

Доказательство теоремы 7 можно найти, например, в учебнике III е-

ф е р
— I. Различные приложения и уточнения теоремы Крейна —

Мнльмана собраны в книге - Ф е л п с а. Понятие экстремальной точки имеет ■ боль*
шое значение в, оптимальном программировании и его приложениях к эко»

номичсским задачам.
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§ 3. Двойственность

В этом параграфе раассматриваются соотношения между ЛВП
и пространством линейных функционалов в нем.

3.1. Пусть X — векторное пространство над К, Х+ — его

алгебраическое сопряженное. Подмножество У в Х+ называется

тотальным на X, если из fix)—0 для всех /^У вытекает ж=»0.

Зафиксируем тотальное линейное подмножество У в Х+. В этом

случае говорят, что (.X, У> — пара векторных пространств в

двойственности, или дуальная пара. Примерами таких пар являются

<Х, Х+> и <Х, Х*>, если X — ЛВН.

Пусть X — ЛВП. Говорят, что его топология согласуется о

двойственностью <Х, У>, если X* =» У. Одной из основных задач:

данного параграфа является задача об описании всевозможных

локально выпуклых топологий, согласующихся с данной
двойственностью.

13 атом паграфе мы введем так называемую слабую
топологию, которая будет играть важную роль на протяжении большей

части книги при исследовании нормированных пространств.

Пусть <Х, У> — дуальная пара. Локально выпуклую
топологию на X, порожденную семейством полунорм р{х) = |/(ж)|, где

/ пробегает все У, называют слабой топологией в X,
определяемой У, и обозначают о(Х, У) (в силу тотальности У это

семейство полунорм удовлетворяет условию (3) § 2). Множества

{х: snp |/i(a;)|<l}, h^Y,:

образуют базис замкнутых окрестностей нуля в топологии о(Х, У).
Пространство X, наделенное слабой топологией, будем
обозначать (X, о(Х, У)). Покажем, что топология о(Х, У) согласуется
с двойственностью <Х, У>.
Лемма 1. Если /i, /2, ..., /„ — линейно независимая система

линейных функционалов на векторном пространстве X, то для
нее существует совокупность элементов xlt х>, ..., а;,еХ,
удовлетворяющая соотношениям

h (ч) "=

\lt ;- = к
/. & -= 1, 2, ... /г,.

которая называется биортогональной к {/Л"-1 •

Доказательство. Существование требуемой системы

докажем но индукции. Если /? = 1, то, поскольку /i Ф 0, найдется
а;,бХ такое, что /,(.*:,)•= 1. Элемент х, и образует искомую

систему.

Рассмотрим случай, когда п > 1. Предположим, что биорто-
гоналыгую систему элементов можно построить, если число

функционалов меньше п. Докажем в этом предположении существо-»
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вание такого элемента xt e X, что

/i(*i).-l, /i(«,)-...-/»(«i) - 0. (1)

Для этого рассмотрим систему элементов х2, ..., хп е X, биор-
тогональную по отношению к функционалам /2, ..., /„. Для
каждого х в X имеет место представление

п

X = 2 акхЬ + *', . (2)
fc=2.

где х' J- такой элемент, что /2(х') «=.. .= /„(х') «= 0.

Действительно, полагая

а*
•= /*(х), к •= 2, ..., п, (3)

п

будем иметь для элемента х' = х — 2 ahxh
fc=2

n

/j (*') -» /i (*) — 2 «ft/j (*fc) = Щ — «j = 0, 7 = 2, ..., n.

k=2

Отметим, что коэффициенты ак определяются элементом х

однозначно; чтобы убедиться в этом, достаточно применить к" обеим

частям (2У функционал ft (j = 2, ..., п).

Предположим теперь, что элемента Xi e X,
удовлетворяющего (1), не существует. Это означает, что для х' е X, для кото-

'

рого /»(х')=...= /я(аг') = 0, также и /i(x') = 0. Учитывая это

обстоятельство, а также (3), получаем иэ (2) для произвольного
агеХ

k=2 ft=2

n

где Ял = /ж (arfc) (& = 2, ..., n). Таким образом, А = 2 ^ь/ь»
fc=2

что противоречит линейной независимости функционалов;
А, /»» • •

-1 /п- Итак, элемент х, существует. Подобным же

образом доказывается существование элементов х2, ..., ar„ e X

таких, что

/»<**) = 1, /А*) = 0,

j^k; j •= 1, 2, ..,, п; к =» 2, ..., л,

что и завершает доказательство леммы.

Теорема 1. Слабая топология о(Х, У) согласуется с

двойственностью <Х, У>, т. е. {X, с(Х, У))* •= У.

Доказательство. По самому способу определения слабой
топологии оСХ, У) ясно, что каждый функционал /еу есть

линейный непрерывный функционал в пространстве (X, с(Х, У))»
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Пусть, наоборот, / — линейный функционал в пространстве
(X, о(Х, У)). Множество V = /_i(l—1, 1J)*) является

окрестностью нуля в LY, о(Х, У)). Это означает, что существуют
функционалы /„ /2, ...,/„ е Y такие, что

V=> f) Vh, Fft = /^([_1,1]); ft-1,2,...,«." (4)

При этом можно считать, что функционалы fu /2, ..., /„ линейно
независимы.

Действительно, если один из функционалов, например /„, есть

линейная комбинация остальных:

т

/п = 2 aifhP ai^=0; к,фщ / — 1,2,..., т,

то
т |

и, следовательно, в пересечении (4) можно обойтись без Vn.
В соответствии с леммой 1 найдем элементы хи х2, ..., хп е X,
такие, что

(0, j^kt
fi(4) = \lf j==tkf

/,*=-l, 2, ...,и.

Для каждого элемента х е X имеем представление /
п

х =. S «ft^fc + *% (5)

где

а» - Ш), . fhix') = О, ft =• 1, 2, ..., п. (6)

Применяя к обеим частям (5) функционал /, получим

•

/(*)= 2 Р*/* (*) + /(*'), Р* = /(**); ft =-1,2,...,п. (7)

Докажем, что fix') •= 0. Если бы оказалось fix') Ф 0, то для

достаточно большого а>0 было Ч)ы |/(ах')1>1, т. е. ах' & V

и, следовательно, ввиду (4) хотя бы при однем к было бы

ах' ФКкУъ, что противоречит соотношению -(6).
п

Итак, (7) дЪет / =» 2 fah- Поскольку Д е У (ft = 1, 2, ..., п),

отсюда вытекает / е У, что и требовалось доказать.

Замечание. Из доказанной теоремы следует, что если в У

выделено тотальное линейное множество Y, отличное от всего У,
то топология оСХ, У) существенно слабее топологии aiX, У).

*) В случав комплексного поля скаляров здесь и ниже вместо [—1, 1]
яндо взять {z e С: \z\ ^ 1}.
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В этом смысле слабая топология а(Х, Y) определяет
множество У однозначпо.

Пусть X — ЛВП с топологией т. Ясно, что слабая топология

а(Х, X*) слабее топологии т, а потому каждое слабо замкнутое
множество, т. е. множество, замкнутое в пространстве

(X, о(А, X*)), будет замкнутым и в пространстве X. Обратное,
вообще говоря, неверно. Однако справедлива

Теорема 2. В любом ЛВП X замыкание в топологии т и

слабое замыкание произвольного выпуклого множества совпадают.

Доказательство. Достаточно доказать, что любое т-замк-

путое выпуклое множество Е слабо замкнуто. По теореме 2.6

для любого х&Е пандется непрерывный вещественный
функционал gx на X, для которого sup lgx{y): у е Е) = ах< gx(x).
Тогда Е =•' П {у е A: gx {у) <1 ссж}. Очевидно, что каждое мно-

жество {у е X: gx(y) < а,} слабо замкнуто, а тогда и Е слабо

замкнуто. •

Следствие \. Замыкания выпуклых множеств во всех ло-

калыХо выпуклых топологиях, согласующихся с данной

двойственностью, совпадают.

Следствие 2. Пусть Xi и т2
— две локально выпуклые

топологии, согласующиеся с одной и той же двойственностью.

Тогда, если направление ха '-*■ х в топологии т„ то найдется
направление {j/p}, элементы которого являются выпуклыми

комбинациями элементов ха, причем у$-*~ х в топологии т2.

Доказательство. Точка х, очевидно, входит в

^-замкнутую выпуклую оболочку Е множества {ха}. В силу следствия 1

Е есть т2-замыкание' выпуклой оболочки {ха}. Тогда х является

Тг-нредельной точкой для со((ха}).
Следствие 3. Пусть X — ЛВП, Х0 — подпространство в X.

Тогда:

1) слабая топология о\Х0, Х0) совпадает с топологией,
индуцированной на Х0 из пространства (А, а(Х, X*));

2) пусть Х-, замкнуто в X; если множество Е относительно
компактно в (А', о(А', X*)), то множество Е П Х0 является

относительно компактным и в \Х0, о(А'0, А0)).
Доказательство. 1) Так как сужение фупкционала

/ е X* на А'о опять непрерывно, то па Аэ имеем, о (X, X*) <1
<Га(А0, А'о). Обратное неравенство следует из теоремы Хана —

Банаха (см. теорему 2), в силу которой любой функционал
/0еА~о можно продолжить до функционала / е X*.

2) Так как в силу следствия 1 подпространство А„ о(Х, X*)-
замкпуто, то замыкание мпожества Е Л А0 в (А, о(А, А*))
содержится в А0. Из утверждения 1) получаем, что это замыкание

является и сг(А0, А'*)-компактным.
Множество, ограниченное в слабой топологии, называется

слабо ограниченным.
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Теорема 3. Ограниченные множества в ЛВП X и

{X, а{Х, X*)) одни и те же.

Мы не будем доказывать теорему 3 (см. Шефер—I).
Далее в главе VIII мы установим ее в важнейшем частном случае,
когда X — нормированное пространство.

3.2. Пусть <Х, У> — дуальпая пара. Для Е<=^Х определим

£° = {/бУ:"|/(1)|<1 для всех хе£}.

Подмножество Е" <=■ У называется полярой множества Е.

Дадим еще одно определение. Для произвольного множества
Е <=■ X его аннулятором Ех называется множество всех

функционалов / е Y, обращающихся в нуль на Е. Очевидно, что аннуля-

тор является о(У, Х)-замкпутым. липейным множеством.
Простейшие свойства поляр собрапы в следующую лемму,
доказательство которой мы предоставляем читателю.

Лемма 2. 1) Если Et <= E2l то Е2 cz Elm
2) Если КФ0,то (Ш° = X~fE°.

3) ( U ЕЪ)° = П Е\.
Visa ) |еа

^

А) Если Е — линейное множество в X, то Е" совпадает с

аннулятором Е2-.

Прежде чем рассмотреть более глубокие свойства поляр,
сделаем одно замечание, весьма важпое для дальнейшего. Пусть
<А', У> — дуальная пара. Каждый элемент х ^Х мы можем

рассматривать как линейный фупкционал Fx, заданный па У

формулой /

Так как У тотальпо на X, то отображение nY: х е= X -*■ Fx
является линейным изоморфизмом X на некоторое линейное

подмножество в У+. Отображение лу, называемое каноническим, или

естественным вложением X в У+, далее будет играть важную

роль при онределепии рефлексивного нормированного
пространства. Сейчас же мы заметим, что изложенное позволяет нам

рассматривать X как тотальное векторное пространство
функционалов на У и тем самым <У, ХУ — также дуальная пара, поэтому

на У определена слабая топология a(Y, X), к которой
применимы все результаты, полученные выше.

Лемма 3. Если Е<=Х, то Е" абсолютно выпукло и a(Y, X)~
замкнуто.

■

Доказательство. Абсолютная выпуклость очевидна,
а слабая замкнутость вытекает из формулы

. Я° = Л {/еУ||/(«)|<1}.
эсея

*) См. определепие умножения функционала на число в 11.2.2.

8 Л. В. Канторович, Г. П. Акилов



114 ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ ВЕКТОРНЫЕ ПРОСТРАНСТВА [ГЛ. Ш

Пусть <Х, У> и <У, Z> —дуальные пары, причем XcZcF+.
Если EczX, то поляра Е"' в Z поляры Е" называется биполя-

j>ou множества Е в Z.

Теорема 4. Биполяра Е" в Z множества Е<=^Х
совпадает с aiZ, У)-гамкнутой абсолютно выпуклой оболочкой
множества Е.

Доказательство. Очевидно, Е<=■ Е"". Обозначим через G

■eiZ, Ю-замкнутую абсолютно выпуклую оболочку множества Е.
В силу леммы 3 Е" -=> G. Если F0 e2, F„ Ф G, то по следствию

из теоремы 2.6 существует функционал ipe {Z, a(Z, Y))*, для

которого Re q>(F0) > 1 и lq>(F)| < 1 для F e G. По теореме 1

найдется /sy, для которого q>(F) = /(F) при любом F e Z. Так
как EczG, то /е£°. С другой стороны, l/(F0)| 2» Re/(F0) > 1,
откуда F0 Ф Е"". Следовательно, Е°° с: G и, значит, £" = С

Теорема 4 называется теоремой о биполяре. Ее важнейшие
частные случаи получаются, если Z = X или Z «= Y+. Из теорем 2
и 4 получаем

Следствие 1. Если X — ЛВП, поляра Е° множества Е <=■ X

•берется в X*, а биполяра Е°° — в X, то Е"° совпадает с

замкнутой абсолютно выпуклой оболочкой Е.-

Пусть X — ЛВП. Подмножество Е в X называется

фундаментальным, если SBiE) = X. Покажем, что Е фундаментально тогда
11 только тогда, когда Ех = {0).

Следствие 2. Пусть Е — произвольное подмножество ЛВП.

X. Тогда для того, чтобы элемент ieX принадлежал &(Е),
необходимо и достаточно, чтобы fix) = 0 для' любого f e Е\ где
М-*-— аннулятор в X*.

Доказательство. В-силу леммы 2 &{Е)" = &(Е)Х. По

•следствию 1 S(E)'" = SiE). Так как SBiE)x — линейное

множество, то SiET" = 2Ч£)Х° = SiE)^ Легко видеть, что Ех —

= &(Е)Х. Отсюда заключаем Ехх «= SSiE), что и требовалось
доказать.

Пусть по-прежнему (.X, У> — дуальная пара. Свойства Е в X
•связаны со свойствами поляры Е'.

Теорема 5. Для того чтобы поляра Е* множества Е <= X
■была поглощающим множеством в Y, необходимо и достаточно,
чтобы Е было ограничено в пространстве iX, a(X, Y)).

Доказательство. Необходимость. Рассмотрим
окрестность пуля V в пространстве (X, о(Х, Y)). Можно считать,
что V = /-'(D)(/ е У), где D = {z е К: Ы < 1}. Множество V
является полярой к множеству, состоящему из одного функционала
/, т. е. V = {/}°. Так как Е — поглощающее множество, то для

достаточно малого К>0 будет Kf^E, откуда, переходя к

полярам, находим



«3] ДВОЙСТВЕННОСТЬ 115-

Это соотношение показывает, что Е" — ограниченное множество-

и тем более ограничено множество Е с: Е°°.

Достаточность.^- Пусть feY. Рассмотрим окрестность.
F*=/-iCD). Если Е<=Х — ограниченное множество, то

существует К > О такое, что КЁ с V. Переходя к полярам, будем иметь

-j-
Е° = (ХЕ)° zd V.

Но / е V, так что %1 е Е". Тем самым доказано, что Е" —

поглощающее множество.

3.3. Пусть <Х, У> — дуальная пара. Рассмотрим вопрос о то-

пологизации множества X. Аппарат поляр связывает множества

в У с множествами в X, вследствие чего представляется

целесообразным использовать -этот аппарат для указанной цели. А имеп-

но, в качестве .системы окрестностей, порождающей топологию-

ЛВП, мы будем брать совокупность поляр к некоторым

множествам из Y. Для того чтобы построенная система удовлетворяла
условиям теоремы 2.1, надо, учитывая результат теоремы 5,
потребовать ограниченность указанных множеств из Y.

Итак, пусть St — произвольная совокупность о(У, Х)-ограни-
ченных множеств из F, причем выполнено условие

I) множество (J А фундаментально в (К, о(Г, X)).

Обозначим через §30 совокупность поляр в X к множествам

из St. Покажем, что §Э0 удовлетворяет условию (1) теоремы 2.1,
Возьмем х е X и предположим, что для него это условие не

выполнено. Тогда для любого Fe§30 и любого Х>0 имеем x&KV-
Так как V = A", где -deSt, то |/(ш;)|<1 fne-N) для /е-Л.
Откуда fix) = 0, если / е U А. Тогда -в силу следствия 2 тео-

АеЯ

ремы 4 х ■= 0.

Итак, система S3) удовлетворяет всем условиям теоремы 2.1г
ввиду чего X становится ЛВП. Полученная топология на X
называется топологией равномерной сходимости на множествах из

St, или топологией ЧИ-сходимости.
Если 81 удовлетворяет также условиям:
II) если А, В е St, то существует С е Я, для которого АМВ<=-С-Т
III) если А «= St, то Ы е Я для любого А е- К,

то легко показать, что 830 — базис окрестностей нуля топологии

равномерной сходимости. Эта топология легко описывается также

в терминах полунорм. Для любого А ей положим

р'л (х) = sup{ | / (х) |:же А).

Тогда рл—функционал Минковского множества А° и семейства

полунорм {рл- Лей) определяет St-топологию.

Иэ всего мыслимого многообразия топологий в X укажем пока

две, в известном смысле крайние. Во-первых, в качестве 81 можно

8*
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взять всевозможные одноточечные множества. При этом

топология Sl-сходимости есть слабая топология о(А', У). Во-вторых, за St
можно принять систему всех a{Y, Х)-ограниченных множеств.

Соответствующая топология называется сильной и обозначается

рЧХ, У). Как мы уже знаем, пространство, сопряженное к

(X, о(Х, У)), есть У, тогда как пространство, сопряженное к

(X, §(Х, У)), может быть и более широким подпространством
в Х+. Естественно возникающая задача об описании всех

топологий 81-сходимости, согласующихся с двойственностью <Х, У>,
будет решена нами в следующем пункте. А пока сделаем еще

несколько замечаний. Очевидно, X и У можно поменять местами

и наделять топологиями равномерной сходимости пространство У.

Пусть X — ЛВП. Подмножество G <= X* называется

равностепенно непрерывным, ,если для всякого е > 0 найдется
окрестность пуля U в X такая, что 1/(х)| < е для любых х е U, / e G.

Очевидно, что множество в X* является равностепенно
непрерывным тогда и только тогда, когда оно содержится в поляре
к некоторой окрестности нуля из X.

Теорема 6. Каждая локально выпуклая топология является

топологией равномерной сходимости на равностепенно
непрерывных подмножествах сопряженного пространства.

Доказательство. В любом ЛВП X существует базис 18

замкнутых абсолютно выпуклых окрестностей нуля. Множества V

(f/eSB) равностепенно непрерывны, a U°" = U но теореме о би-

иоляре (см. следствие 1 теоремы 4), что и доказывает теорему.

Теорема 6 показывает универсальность вышеописанного

метода задания локально выпуклой топологии.

3.4. Итак, перейдем к описанию всех топологий,
согласующихся с данной двойственностью.
Лемма 4. Пусть X — векторное пространство. Тогда

пространство Х+ полно в топологии о(Х+, X).
Доказательство. Пусть {/„} — направление Коти в Х+,

Тогда для любого геХ ifa(x)} — числовое направление Коши,
и поэтому для любого ieX существует fix) «=■ lim fa(x).

Очевидно, /еХ+ и /а -*• / в слабой топологии.

Сделаем одно замечание о конечномерпых пространствах,

которое пригодится нам при доказательстве следующей леммы.

Если мы рассмотрим конечномерное ЛВП К" (см. 1.3), то

совокупность множеств вида ,

^то = ЦЫ?=1еКи$ maxIbKm-i}, m = l,2,...,

является базисом окрестностей нуля. Тогда очевидно, что

множество Е ограничено в К" тогда и только тогда, когда найдется

константа с>0 такая, что l|(l «S с при всех % = {|i}?=1e E и

г = 1, 2, , п. Напомним, что но теореме Больцано — Вейер-
штрасса ограниченные в К" мпожества относительно компактны.
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Лемма 5. Пусть (.X, У> — дуальная пара. Тогда любое

а(.Х, У)-ограниченное множество Е является вполне

ограниченным в {X, с(Х, У)).
Доказательство. Пусть Е — а(Х, У)-ограниченное

множество, Е/ = {х<=Х: l/fUMsSl, /,еУ, /,¥=0, * = 1, 2, ..., п) —

произвольная окрестность, нуля в [X, о(Х, У)). Каждому геХ
сопоставим элемент mix) = (ft(x), ,.., /„(а;)) гс-мерного
пространства К". Если Q = Vu то, очевидно, со-1((?) = U.

Если z е ы(Х), то co~'(z + Q) = а; + £/, где в качестве х можно .

взять любой элемент из со~Чг). Так как мпожество Е слабо

ограничено, то множество Е = ы(.Е) ограничено в К" и,
следовательно, отпосителыю компактно. Тогда но теореме Хаусдорфа
(или, что то же самое, но теореме 1.4) существуют zb ..., zm^E,

~.
"»

для которых Е с U (zft + 0. Но тогда, обозначая через хк такие

элементы из Е, что (a(xk) = zh (к — 1, 2, ..., т), получим в силу
сказанного выше

~
/то \ m m

"

Е с ы-ЦЕ) с и-' U (Ч + Q) = U or* (** + (?) = Л («* + t/),;

что м требовалось доказать.

Теорема 7 (Алаоглу — Бурбакп). Если X — ЛВП, то

поляра U° каждой окрестности нуля U о(Х*, Х)-компактна.
Доказательство. Рассмотрим па X* топологию о(Х+, X).

Так как U — поглощающее множество в X, то по теореме 5' 11°

ограничено, в А'+, а потому и вполне ограничено (лемма. 5).

В силу леммы 4 Х+ полно, а по лемме 3 V замкнуто. Тогда
U° полно и по теореме 1.4 U" компактно. Очевидно, что U" <=

<= X*, а топологии а{Х+, X) и о(Х*, X) на X* совпадают.

Следовательно, 11° о(Х*, Х)-комнактно.
Пусть (.X, У> — дуальная пара. Обозначим через х[Х, У)

топологию равномерной сходимости на всех абсолютно выпуклых

a(Y, Х)-комнактных множествах из Y. В силу изложенного в

3.3 (X, т(-Х", У))—ЛВП. Топология т(Х, У) называется

топологией Макки.

Теорема 8 (Макки — Арене). Локально выпуклая
топология т на X согласуется с двойственностью (X, У> (г. е. (X, т)* *=■

= У) тогда и только тогда, когда а(Х, У) «s т ^ х(Х, У). При
этом х является топологией равномерной сходимости на

некоторой совокупности абсолютно выпуклых, o(Y, Х)-компактных
множеств из X.

Доказательство. Если (X, т)* = У, то т есть топология

равномерной сходимости па совокупности множеств U", где U —

всевозможные окрестности нуля в топологии т. Каждое U"
абсолютно выпукло, а по теореме 7 и a{Y, Х)-комиактио. Отсюда
т < х{Х, У). Так как о(Х, У) — слабейшая из топологий равно-
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мерной сходимости (согласующихся с данной двойственностью),
то о(Х, Y) < т.

Для доказательства теоремы нам осталось проверить, что

топология Макки ~z(X, Y) согласуется с двойственностью <Х, У>.
Обозначим (X, т(Х, Y))* через X?. Очевидно, что X* => Y.
Докажем обратное включение. Отметим, что если Е — компакт в

(Yf a(Y, X)), то Е — компакт п в большем пространстве
(X*, а(Х*, X)). В дальнейшем поляры множеств из X берутся
в пространстве X*, а поляры множеств из X* — в X.

Рассмотрим функционал ф е X*. Множество V = qr'(D), где
D = (zeK: Ы«51), является окрестностью нуля в пространстве

(X, х(Х, Y)). Тогда по определению топологии Макки найдется
абсолютно выпуклое о(У, Х)-компактное множество А в У такое,
что V=>A", откуда V°<=Aco. В силу теоремы 4 А°° есть

а{Х*, Х)-замыкание А. Однако A о(У, Х)-компактно, а тогда,

как уже было замечено, и о(Х*, Ю-компактно, откуда А = Л°°.
Так как ф

е F0, То ф
е А и тем более ф^У. Итак, X* = У,.и

теорема полностью доказана.
С теоремы Макки — Ареиса обычно начинаются более тонки©

рассмотрения теории ЛВП, связанные прежде всего с понятиями

борнологического - и бочечного ЛВП и рефлексивпопэ ЛВП.
Закончим на этом рассмотрение общей теории ТВП и обратимся к

подробному изучению нормированных пространств
— класса

ЛВП, наиболее важных в приложениях' функционального анализа

в рамках нашей книги. Справедливости ради отметим, что

многие приложения функционального анализа связаны с

рассмотрением ЛВП, пе являющихся нормированными пространствами.
Это прежде всего пространства обобщенных функций или

распределений, находящие себе различные приложения в

математической физике (см. Бирман и др.; Гельфанд, Вилен-
к и и; Гельфанд и Шилов; Рудин; Хёрмандер;
Шварц; Шилов — II; Эдварде).



Г л а в а IV

НОРМИРОВАННЫЕ ПРОСТРАНСТВА

§ 1. Основные определения и простейшие свойства

нормированных пространств *)

1.1. Теория- нормированных пространств с ее

многочисленными приложениями и ответвлениями является наиболее обширным
разделом функционального анализа, поэтому в этой книге мы

сможем затронуть лишь некоторые аспекты этого раздела,
сделав особенный упор на приложения к решению функциональных
уравнений.

Напомним, что нормой па векторпом пространстве X

называется неотрицательный функционал II II, который каждому

элементу ieX сопоставляет число 11x11 >0, называемое нормой оле-

мента'я**), удовлетворяющий следующим условиям:
1) HxlL = 0 эквивалентно х = 0;
2) НХагН = ШПхИ, ^е К (о;породность нормы);
3) Их + уО «S iixll + Hj/ll (неравенство треугольника).
Векторное пространство X с фиксированной нормой на нем

пазывается нормированным пространством. Если мы наделим его

топологией, порожденной этой нормой (т. е. набором nonynopMi
состоящим только из одной пормы, см. Ш.2.1), то X

превращается в ЛВГ1. Эта топология называется нормированной
топологией пространства X. Рассмотрим теперь, как трансформируют--
ся некоторые понятия и факты теории ЛВП для этого

важнейшего частного случая.

1) Нормированное пространство X является метризуемым

ЛВП.

Действительно, если мы для любых х, у е X положим

р(х, у) — \\х - yll,

то р
—

метрика на X. В самом деле, р(х, у) = 0 означает Их — уИ =*

= 0, что по условию 1) равносильно равенству х — у = 0, а это

*) Основные попятия теории нормированных пространств были
введены Банахом [1], см. также Б а в а х.

**) Если одновременно рассматривается несколько нормированных-

пространств, то, чтобы отличать норму в одном пространстве от нормы в

другом, указывают это пространство в индексе, например \]х]]к.
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в свою очередь эквивалентно х = у. Симметрия расстояния
очевидна из самого определения. Наконец, неравенство
треугольника для расстояния является простым следствием неравенства

треугольника для нормы:

pU, у) = lb - yW = Цх - г) + (z - у)\\ s£ Wx - z\\ + \\z - j/H =
= р(х, z) + p(z, у).

"Очевидно, что топология, порожденная на X этой метрикой,
совпадает с топологией X как ЛВП.

Говорят, что последовательность {х„} сходится к х по норме,

если Нж„ — х\\ -*■ 0. Ясно, что сходимость по норме совпадает со

сходимостью в нормированной топологии.

2) Замкнутые шары В1/п = {геХ: 1Ы1 s£ 1/n) (n e N)
образуют базис окрестностей пуля в ЛВП X.

3) \Ы-йуЦ^\х-уИ.
Это свойство вытекает из П.3.2 (с).
4) 1Ы1 — непрерывная функция от х, т. е. если хп -*■

х, то

11яг,И -> Ы.
5) Множество Е является ограниченным тогда и только тогда,

когда найдется константа М такая, что Ы «£ М для любого х^Е.
Это вытекает из 2) и определения ограниченного множества

(III.1.4).
6) Сходящаяся последовательность ограничена.
Это вытекает из 4) и 5).

ТВП, топологию которого можно получить при помощи

некоторой нормы (как это билд описано выше), называется

нормируемым. Укажем теперь место нормированных пространств в

классе ТВП.

Теорема 1 (Колмогоров). Для того чтобы хаусдорфово ТВП
X было нормируемым, необходимо и достаточно, чтобы в -X

существовала ограниченная выпуклая окрестность пуля V„. ,

Доказательство. В нем нуждается только достаточность.

Можно считать, что окрестность V„ абсолютпо выпукла и замк-

пута (иначе мы рассмотрели бы пересечение (—F0) П F0). Для
леХ положим

llarll =-pvSx),

где • Pv — функционал Минковского множества V0. Тогда pv0
обладает всеми свойствами нормы, кроме, может быть, одпого:
1Ы1 = 0 влечет х = 0. Покажем, что и это свойство нормы

выполнено. Действительно, если х Ф 0, то так как X — отделимое

пространство, найдется
-

окрестпость нуля V, пе содержащая х.

В силу ограниченности мпожества F0 можно указать такое К > 0,
что Vq cz XV. Тогда, очевидно, %х Ф Ve, что на основании леммы

Ш.2.1 дает

\A = Pvt (*) = X pva^>Т*

так что !Ы1 Ф 0.



§ 1] ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ И ПРОСТЕЙШИЕ СВОЙСТВА 121

Итак, X обращается в нормированное пространство, в

котором (опять на основании леммы III.2.1) множество V будет
замкпутым единичным шаром.

Докажем, что первоначальная топология в X совпадает с

топологией, определяемой нормой. Для этого надо проверить,
•

что

множество шаров, т. е. совокупность множеств вида XV0 (X > 0),
образует фундаментальную систему окрестностей нуля в

первоначальной топологии. Это является непосредственным
следствием ограниченности множества V„, так как для любой окрестности
нуля V найдется такое К > 0, что kVe <= V, что и требовалось
доказать.

Работа Л. Н. Колмогорова [1], в которой появилась теорема 1,
была одной из первых, где рассматривались абстрактные ТВП.

1.2. Рассмотрим примеры нормированных пространств.
1) Конечномерное пространство К". Норму на Кп можно

определить многими различными способами (которые в некотором

.смысле эквивалентны; см. п. 1.6). Например, если х = {£i}i=i, то

М = [£|£||!
Li-1

Эта норма называется евклидовой. Можно ввести также нор-

му но формулам | х\ — max 1141 или \х\ = 2 I £i I*
2) Пространство непрерывных функций С(К) становится

нормированным, если мы введем норму

\х\= тах|ж(0|.
t=K

3) Пространство 1"{Т) ограниченных функций на мпожестве Т
становится нормированным, если мы введем норму

1 х|| = sup| х(t)\.
tsT

4) Пространство CV)[a, b] l раз непрерывно
дифференцируемых функций становится нормированным, если.мы введем норму

i

\х\= S шах |а*М(*)|.
fe=0 ie[a,fe]

Отметим, что пространства 5(0, 1) и s не являются

нормируемыми, поэтому мы их более подробно исследовали в

предыдущих главах. С другими примерами нормированных пространств
мы познакомимся ниже.

1.3. Пусть X и Y — нормированные пространства. Линейный

оператор U из X в Y называется линейной изометрией, если для

любого х е X имеем И/7 (ж) II = ilarll. Пространства X и Y
называются линейно изометричными, если существует линейная изо-

Г.
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метрия, отображающая X па У. Очевидно, что соответствующая

изометрия U осуществляет изометрию X и У как метрических

пространств и изоморфизм X—и У как векторных пространств.

Для этого достаточно убедиться в том, что из изометричности

оператора U вытекает его взаимная однозначность.

Действительно, если Щх) = Щу), то lb - yl = WU - уП -ШЫ - I7(j/)II - 0.
В дальнейшем мы обычно не будем различать липейпо изо-

метричпые пространства. Нормированные пространства X и У мы

будем называть изоморфными, если X и У изоморфны как ЛВП,
т. е. если существует линейный гомеоморфизм X на У. Попятив

изоморфности является' существенно более слабым, чем понятие

изометричности.
Две нормы H-llt и Н112 на векторном пространстве X

называются эквивалентными, если найдутся такие постоянные klt
кг > 0, что для любого х^Х имеем

.&,1Ы!1<11а:11а<&11Ы11.
Легко видеть, что для эквивалентности норм II-И| и .11 -Иг
необходимо и достаточно, чтрбы тождественное отображение X на X
было изоморфизмом нормированных пространств (X, li-lli) и

(X, 1-0,).
Линейное подмножество нормированного пространства X само

является нормированным пространством относительно
индуцированной на нем нормы. Это нормированное пространство мы будем
называть подпространством нормированного пространства X.

1.4. Особо важную- роль среди нормированных пространств
играют полные пространства, которые называются" банаховыми

пространствами, или В-йрострапствами (по имени польского

математика С. Банаха).
В терминах нормы еходимость в себе последовательности {хп}

означает, что II хт — хп II *■ 0. Поэтому условие полноты

нормированного пространства X выглядит так: из того, что

\хт— хп\ *■ О, вытекает существование такого х0^Х, что
р

т,п-*со

Х„ -*• Xt.

Очевидно, пространства К", С(К), СиЧа, Ы, 1°°(Т), будучи
полными, являются ^-пространствами.

Если данное нормированное пространство X — неполпое, то

его можно погрузить в полное метрическое пространство X

(теорема 1.4.1). Алгебраические операции и норму, определенные

лишь па X, можно однозначно распространить на X, превратив
его тем самым в /^-пространство. Для доказательства этого

воспользуемся сделанным в 1.4.4 замечанием о том, что

пространство X плотпо в своем пополнении X.

Пусть х, уеХ. Существуют последовательности {хп) и {уп}
элементов из X, сходящиеся к х и у соответственно. Операция
сложения в пространстве X определена, поэтому, имеет смысл
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равенство z„ — ж„ + уп (л — 1, 2, '...). Так как

U«n — *»(<!*> — xml + \yn — ут\ >~0,

то последовательность {zn} сходится в себе в пространстве X и

тем самым в пространстве X. Следовательно, существует элемеат

2 = lim z„ е л. По определению полагаем х + у
=» z. Нетрудна

п-»эо

убедиться, что определение элемента z не зависит от выбора
последовательностей {хп) и {#„}. В самом деле, пусть хп -*■ х%

у'п-+У (х'п, Уп^Х; п =» 1, 2, ...) и zj, =. а£ + j^.- Так как

№п — z„|<fla4 — хп\ + \у'п — уп|—> О,

то lim zn = lira zn. Отсюда, в частности, следует, что для эле-

ментов пространства X повое определение суммы приводит к

.уже- имеющемуся. Действительно, если х; ysX, то можно

положить хп =*х, уп
= у (п = 1, 2, ...), так что z *- lim (x„ +

П-»оо

+ Уп) =* х + у, где знак + понимается в первоначальном Смысле.

Аналогичным образом в X определяется произведение
элемента на число.

Полагая для геХ

II*! =■ Р,(х> 0) = lim Р(*п, 0) •=■ lim lxn%

ж„.-»- х; хп е X; п =- 1, 2, .'■..,

мы без труда убедимся, что X удовлетворяет аксиомам

нормированного пространства. Из этого же равенства следует
однозначность определения нормы.

Однозначность определения суммы элементов и произведения
элементов на число без труда получается, если воспользоваться

непрерывностью этих операций. Предоставляем читателю

самостоятельно провести относящиеся сюда несложные рассуждения.

Впредь, говоря о пополнении. нормированного пространства,
мы будем считать его линеаризованным и нормированным

указанным выше способом.

1.5. В нормированном пространстве можно рассматривать

бесконечные ряды
'

оо

2 Xh «= Xt + Х2 + . . . -f Xn + . . . (1)
к-*1

_

Ряд (1) называется сходящимся, если сходится

последовательность {sn} его частичных сумм: 8пж^х1 + хг + ... + хп. Суммой
ряда называется предел этой последовательности: d= lim.sn.

П-»00
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В /^-пространстве из «абсолютной» сходимости ряда вытекает

обычная сходимость, т. е., если сходится числовой ряд

21**1 = \Ы\ + Ы1 + •.. +1*4 + ...« (2)

II
со I!

2 xh ^
I fe-=l II

^ 2 U xh !• Действительно, если т> п, то

и, следовательно,

HSm - Sj < Wxn+ I\\ + lb„+2ll + .._.
+ UxJ.

Поскольку ряд (2) сходится, правая часть в этом неравелстве

сколь угодно мала при достаточно большом п. Стало быть,

последовательность {s„} сходится в себе, а следовательно, в силу

полноты пространства, сходится. Переходя к пределу при п -*■ °°

в неравенстве
II П

1*4 = 1 2 ч
iu=i

<2 1Ы1
й=1

н используя непрерывность нормы, получаем требуемую оценку.
1.6. Рассмотрим более подробно конечномерные нормированные

пространства. Покажем, что все конечномерные ЛВП одной и

той же алгебраической размерности изоморфны между собой

и тем самым изоморфны пространству К" с евклидовой нормой.
Лемма 1. Если X— конечномерное векторное пространство

и Y — тотальное линейное множество функционалов на X, то Y

совпадает с алгебраическим сопряженным'Х+.
Доказательство. Пусть {#i)i=i — алгебраический базис

в X (см. II. 1.4). Так как X можно рассматривать как множество

функционалов на Y, то но лемме II 1.3.1 найдется биортогональная
к {#{}"=1 система функционалов {/i}"=i cz Y, т. е.

(О, /О, ]фк,

к,
/ ) 'I J-jt-Jjaaaj Hj

- Так, 2 hh = 0 влечет Kh = I 2 Kfi (*;,) = 0 при любом к,

то векторы ji линейно независимы, откуда пространство У. имеет

размерность ~5*п. С другой стороны, У <= Х+, а размерность Х+

равна п. Тогда размерность У есть п, и по хорошо известному

свойству подпространств конечномерного пространства У = Х+.
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Теорема 2. Все (хаусдорфовы) конечномерные ЛВП одной
и той же алгебраической размерности изоморфны между собой.

Доказательство. Достаточно доказать, что на л-мерном

пространстве X совпадают любые две локально выпуклые

топологии. Для этого мы покажем, что любая локально выпуклая

топология т совпадает со слабой топологией а(Х, Х+).
По лемме 1 (X, т)* = Х+, откуда х>а(Х, Х+). Докажем

обратное. Зафиксируем базис {#»}"=i в X и рассмотрим биортого-
нальную систему {/»}£=i в Х+. Тогда {/{}"=--] — базис в Х+ (см.

доказательство леммы 1). Если направление ха — х(а(.Х, X*)) и

п п

^- 2j ЪгхЬ ха = 2j fci XU
i—1 i=l

то i.i -*-£ при i—1. 2, ..., п. Действительно, для любого ft
a

имеем

a

Теперь в силу т-непрерывности алгебраических операций
получаем, что ха — х в топологии т, откуда а(Х, Х+) 2» т. Теорема
полностью доказана.

Так как К" с евклидовой нормой — нормированное
пространство, то мы получили, что любое конечномерное ЛВП нормируемо.

Далее отождествим конечномерное нормированное
пространство X с К". Пусть eh = (0, ..., 1, ..., 0) (единица на А-м месте).

Тогда, если х = (g„ g2, ..., ?•„), то

п

ж = 2 lheh.

Применяя теорему 2 к пространству К" с нормой \х\ =»

= max | £j |, получаем

Следствие 1.. 1) Для того чтобы последовательность {xm}t
п п

ат = 2 lftm>eft е ^» сходилась к элементу х = 2 £ьеь^^> меоб-

ходило и достаточно, чтобы для к = \, 2, ,.., /г имела место

покоординатная сходимость: £/' -—*-\ь.r
m-»oo

2) Множество £сХ является ограниченным тогда и только

тогда, когда существует константа М>0 такая, что для любого
п

а = 2 iheh ^ ^ илеам
h=l

1Ы<Л/, А = 1, 2, .... п.
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Из следствия 1 и теоремы Больцано ^— Вейрштрасса получаем

Следствие 2. Для того чтобы множество Е конечномерного

нормированного пространства X было относительно компактным,

■необходимо и достаточно, чтобы оно было ограничено.
В самом деле, если {хт} — ограниченная последовательность, то,

лолагая хт
~ (|i , £» » • ■ •• £п ) ,(т = 1» 2, ...), на основании

следствия 1 заключаем, что при каждом / = 1, 2, ..., п числовая

последовательность (у J . ограничена. Поэтому по известной

теореме Больцано — Вейерштрасса существует последовательность

натуральных чисел т1<тг< ...<т„<... такая, что

tK) t(o) 7-__i о п
h

В силу следствия 1 хШк-+хв
= (Й0), ^0), ..., £(„0)).

■

Следствие 3. Конечномерное нормированное пространство
-X полно.

Действительно, если {хт} — сходящаяся в себе

-последовательность, то она ограничена и тем самым по предыдущему
следствию из нее можно выделить сходящуюся к некоторому элементу

-Хе^Х подпоследовательность (#mft}- Тогда в силу леммы 1.4.1

Следствие 4. Конечномерное линейное множество Х„ в

мормированном пространстве X замкнуто.
Следствие 5. Пусть X — нормированное пространство и

,Х, — конечномерное линейное множество в X. Каков бы ни был
.элемент х^Х, в Хе найдется элемент хе, реализующий
расстояние от х до Ха, т. е. такой, что \\х — ж„Н ==р(#, ХЛ).

В самом деле, .для каждого m
= 1, 2, ... в X, найдется

элемент Хт, для которого \\х — жтМ < р(ж, Х0) + 1/т. Последователь-
-ность {хт}, очевидно, ограничена, так кеч

WxJ < Ы + \\х - xj < Ы + р(я, Х„) + 1, т = 1, 2, ...,

-.поэтому на осповании следствия 2 из нее можно выделить

сходящуюся подпоследовательность {#тйр xmh~*- X0.

Очевидно, что Иж — х0\\ *£ р(х, Хе), а так как i,eX,, то

справедливо и обратное неравенство.
В качестве применения установленного результата

рассмотрим пространство С\а, Ь\ и его конечномерное подпространство Р",
«состоящее из всех алгебраических полиномов степени не выше п.

Согласно следствию 5, какова бы ни была непрерывная функция
.х, существует полином ха из Р" такой, что

тах|ж(*) — *,(«)| =\х — xj = p(x, P"),

-г. е. полином, дающий наилучшее приближение .к функпии х по

■сравнению со всеми остальными полиномами степени не выше п.
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1.7. В заключение покажем, что результат следствия 2 к

теореме 2 обратим, т. е. докажем, что любое ограниченное
множество в нормированном пространстве относительно комнактно лишь-

тогда, когда пространство конечномерно*).
Докажем предварительно важную лемму.
Лемма 2. Пусть X — нормированное пространство и Х0 ¥•

*И= X — его замкнутое подпространство. Каково бы ни было е > О,.

существует нормированный элемент х0 **) такой, что

р(#0, Х0) > 1 — е.

Доказательство. Поскольку Х0 — замкнутое множество,,
не совпадающее_с X, существует элемент х ^Х такой, что*

p(ir,. Х0) = d > 0. ВХ0 найдется, далее, элемент х' такого рода, что.

Положим

Ясно, что Itao" = 1. Кроме того, если х е Х0, то

[] /
Д*

\ II 4
£

Вж0 — <гЦ = fleer — ах' — х\ = а\х — [х' -] 1 ^ad>—j-d=l— е..

Замечание. Нормированный. элемент х0, обладающий тем

свойством, что р(#о, Х„) = 1, является в известном смысле

перпендикуляром к Х„ (так, в евклидовом пространстве вектор xtt.

удовлетворяющий этому условию, действительно будет
ортогонален к Х„)~ В связи с этим мы будем называть доказанную лемму-

.леммой о почти перпендикуляре.
Теорема 3. Для того чтобы каждое ограниченное

множество в нормированном пространстве X было относительно

компактным, необходимо и достаточно, чтобы X было^конечномерным.
Достаточность условия уже установлена (следствие 2 к

теореме 1).

Необходимость. Рассмотрим произвольный
нормированный элемент xt^X а. обозначим через Xt линейную оболочку
2?(.{xt}) этого элемента, т. е. совокупность элементов вида Kxt.
Предполагая X бесконечномерным, будем иметь X, *И=Х и по-

лемме о почти перпендикуляре найдем нормированный элемент

Хг^Х такой, что р(х2, Xi)> 1/21 Образуем линейную оболочку*
элементов Xi и хг, которую обозначим через Х2. Рассуждая тавг

и дальше, придем к последовательности элементов {х„} и под-

*) Этот факт установлен Ф. Риссом.
'*) То есть элемент, норма которого равна единице.



128 НОРМИРОВАННЫЕ ПРОСТРАНСТВА [ГЛ. IV

пространств X, <= Х2 <=
...

<= Х„ <=
... таких, что

I'*£n'' ^^

1> Ад = J? \\Х\Л #2» • •
•» Xn})t

р(ж„+1, Х„)>1/2, /г ==1, 2, ... (3)

Так как последовательность {х„) ограничена, то из нее можно

выделить сходящуюся подпоследовательность. Однако на

основании (3)

\\хп — хт\\ > 1/2, п>т; т, п = 1, 2, ...,

поэтому ни сама последовательность {хп), ни какая-либо

ее.подпоследовательность не могут сходиться. Теорема доказана.

Следствие. ЛВП X конечномерно тогда и только тогда, когда в X

существует вполне ограниченная окрестность нуля.
Доказательство. Если ЛВИ X конечномерно, то по теореме 2

оно нормируемо, а тогда по теореме 3 замыкание единичного шара
пространства X компактно.

Обратно, если V0 — вполне ограниченная окрестность нуля, то по

теореме 1 пространство X пормируемо. Так как существует К > 0, для
которого единичный шар Вх = {х е X: ]\х\\ ^ 1} с XV0, то множество Вх
вполне ограничено, а тогда и любое ограниченное множество вполне

ограничено. Повторяя дословно доказательство теоремы 3, легко получаем, что X

конечномерно.

1.8. В заключение этого параграфа введем еще ряд важных

понятий теории нормированных пространств.

Пусть Xi и Х2 — нормированные пространства. Наделим их

прямое произведение Z = X, X Х2 следующей нормой: если z =

*= (дг,, х2), ^еХ,, хг^Х2, то

llzll = max(lb1ll, lb2ll).

Нормированное пространство Z, очевидно, полно, если Х1 и Х2 —

^-пространства.
Пусть X — нормированное пространство, Х0 — замкнутое

подпространство в X. Рассмотрим факторпространство Х/Х0 (II.1.6).

Отметим, что в силу замкнутости Х0 класс х — х + Х0 —

замкнутое множество в X.
Если для х е Х/Х0 положить

ll-eH = inflbil,
XSX

то Х/Х0 превращается в нормированное пространство.
Действительно, если х—0, то в качестве х^х можно взять нулевой
элемент пространства. X, и поэтому Hicll = 0. Наоборот, если \Ш\ =
= 0, то из определения 1Ы1 вытекает, что существует

последовательность {.£„} <= х такая, что хп -*■ 0. Так как класс х —

замкнутое множество, то вместе с {хп) он содержит и предельную точку
этой последовательности, т. е. 0ех; таким образом, х — нулевой
элемент из Х/Х0.



§ 1] ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ И ПРОСТЕЙШИЕ СВОЙСТВА 129

Однородность нормы также легко проверить. Рассматривая
случай Я, Ф 0, имеем

|л||Й = 1ММ_1И = Ы|М1-

Но когда х пробегает класс х, элемент Кх пробегает класс ля,

откуда следует, что

mf|b:||= infjz |j = l| Щ.
кех гелж

Докажем, наконец, неравенство треугольника. Для
произвольных х&х, у^у (г, уеХ/Хв) будет г + yei +"у, поэтому

~

.

Ite + ylKlb + i/IKW + llyll.

Переходя в правой части к точным нижним грапицам, получим

требуемое неравенство.
Сопоставляя каждому элементу х^Х класс х = ж + Х0 = ф(;г),

содержащий этот элемент, мы получим отображение го, которое
называется естественным гомоморфизмом (или каноническим

гомоморфизмом) пространства X на факторпрострапство Х/Хе.
Очевидно, что оператор ер линеен. Поскольку

!q>(.z0)ft= mf И|<К11' жоеХ«
Ж€=(р(ж0)

оператор ф непрерывен. Кроме того, для любого х е Х/Х„
найдется х^Х такое, что

5 = Ф(я), ц*ц>-1-1И1. (*)

Используя указанпое свойство, докажем, что если данное

пространство X полно, то полным будет и факторпространство Х/Хв.
Действительно, пусть й»} — сходящаяся в себя

последовательность элементов пространства Х/Х0. Разрежая, если нужно,

дапную последовательность, можно добиться того, что ряд
оо

2 II xn+i — %п | будет сходящимся. В соответствии, с (4) найдем

элемент г„еХ такой, что

Xn+i
— Хп == ф (Хп), || Хп+1 — #яЦ^ "2" | Хп Ц»

п = О, 1, ..., Хо =" 0.

Ясно, что ряд 2 1жп1 сходится. Следовательно, в силу полноты
П=1

оо

пространства X сходится ряд 2 *»• Обозначая его сумму

8 Л. В. Канторович, Г, П. Акилов
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через х и полагая х = ф(х), найдем
со оо

х = ф (х) = 2j Ф (^п) = 21 (^п+1 — хп) = lim х„,-
п—о п=0 п-»оо

т. е. последовательность {х„} сходится к элементу х.

1.9. Линейный непрерывный оператор Р, отображающий
нормированное пространство X на его замкнутое подпространство Y,
называется проектором (из X на Y), если Р оставляет элемепты Y

на месте, т. е. Р(у) = у для любого у ^ Y.

Замкнутое подпространство Y называется дополняемым в В-

пространстве X, если существует проектор Р из X на Y. Легко

видеть, что XIY «=Р~Ч0) *). Вопрос о существовании проектора
на подпространство мы рассмотрим низке (см. V.3.5).

§ 2. Вспомогательные неравенства

В этом параграфе мы установим некоторые неравенства,

которые найдут применение при рассмотрении конкретных примеров

^-пространств (см. § 3). Литературные указания по материалу
этого параграфа см. X а р д и, Л и т т л ь в у д,- Полна.

2.1. Докажем сначала лемму.

Лемма 1. Пусть р и q— вещественные положительные

числа, связанные соотношением

-1/р + 1/?-1. (1)

Каковы бы пи были числа а и Ъ, имеет место неравенство

\ab\<\a\'/p+\b\Vq.t (2)

Доказательство. Можно считать, что а и Ь
положительны. Положим m — 1/р (тогда 0 < m < 1) и рассмотрим
функцию

фШ = tm-mt, t> 0.

Так как ф'Ш = m{tm~l — 1), то фШ принимает наибольшее
значение при i=l. Следовательно, фШ«£ф(1) (£>0), откуда
t"-Km(t-l). Положив в последнем неравенстве t-=a"/bq,
получаем

ab-q/"~ 1 s£ Wp)(apb~-q- 1),
откуда в- результате почленного умножения на Ъч, учитывая,
что q ~q/p = 1, получаем (2).

2.2. Неравенство Гёльдера. Пусть £,, |2, ..., |„ и

Чи TU» •
••> 1\п — произвольные числа. Имеет место неравенство

n i n \i/v i n »i/g

216л*1< 2|6*Г 2|п»Г

(p и q связаны соотношением (1)).

*) Равенство означает изоморфизм В-пространств.
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t

Доказательство. Обозначим

fc=l fe=l

Можно считать, что А, В>0. Положим 5& = %к'/А, г\н = TlhJB.
Тогда iia основании неравенства (2) получаем

iMKl^t+iit
или, суммируя,

»,

'

21Й1- 2КГ- , ,

SltWK^ + ^i—|- + -f-«.
71

Отсюда 2 !£*%!< ЛЯ, что и требовалось доказать.
. fe=i

Замечание. Неравенство Гёльдера справедливо и тогда,

когда число слагаемых бесконечно (счетно), т. е. справедливо

неравенство

оо Г со ll/Pf «• "U/9

SIE^k 2|ЫР 2l%N ■ <3>
fcpi Lfe=i J Lfc=i J

причем сходимость рядов в правой части.влечет сходимость ряда
'

в левей части.

В самом деле, для частных сумм фигурирующих в (3) рядов
неравенство доказано. Предельный переход приводит к (3).

2.3.' Интегральное неравенство Гёльдера. Пусть
хШ и y{t) — измеримые на пространстве с мерой (Т, 2, ц)
функции. Имеет место неравенство

\\x(l)y(t)\dti^\\\x(t)rdli]1'I'\\\y(t)\4V.]1/q
т 1т J It J

(pug по-прежнему связаны соотношением. (1))-.

Доказательство. Оно по существу является

повторением доказательства неравенства Гёльдера для сумм. Именно,
можно считать, что

0<Ap=~$\x(t)\pdli<oo, 0<B"~§\y(t)\Qdii<oOi
т

так как если один из интегралов равен нулю или бесконечности,
то доказываемое неравенство тривиально.

Положил! хШ =хШ/А и у it) = y(t)/B. Для каждого tef

согласно (1) получаем неравенство

\xWy(t)\^\m\p/p+\yWWq,
9*
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проинтегрировав которое, найдем ^

§\*~x(t)y(t) |^<-i-J|S(OIP^ + ~j\y(i)\Qdix^ -L + -i- = 1,
т т т ■

откуда ) | х [t) у (t) | d\i ^ AB, что и требовалось доказать.
т

Отметим, что, как и в случае неравепства для сумм,
конечность интегралов в правой части перавенства влечет конечность

интеграла в левой части.
Замечание. Если р = 2 (тогда и q = 2), то неравенства

Гбльдера переходят в известные неравенства Коши и Буняков-
ского для сумм и интегралов:

оо Г со . "11/2 Г оо - "(1/2
SlEfctuK-SlEfcl" 21ч*1" «
*=i Lft=i J Lft=i J

l\x(t)y (t)\dix < I" J U (*) I2 ^11/2 I" J IУ (t) f dliY'\
2.4. Обобщенное неравенство Гёльдера. Пусть

положительные числа р, д, г связаны соотношением

l//?+l/g + l/r=l.

Тогда, каковы бы ни были измеримые функции x(t), y(.t), z(t),
заданные на множестве Т, справедливо неравенство

[\x(t)y(t)z(t}\dn^

<[juwip^|i/pmy(oNJy9r||Z(or^r
Доказательство. Определим р' равенством \1р' =•

■=l/g + l/r. Тогда, поскольку 1/р+1/р' = 1, по неравенству
Гёльдера имеем

^\x(t)y(t)z(t)\d^^\x(t)\pdiiYvn^\y(t)z(t)fd^1!V\ (4)

Ко второму интегралу снова применим неравенство Гёльдера
с показателями q/p' и rip' (p'/q + p'/r= 1), в результате чего

получим

11 у (*) z (о f ф<Jj 1 у (*) \* dj^ Jj | z (t) f*<d \_

Подставляя это в (4), приходим к требуемому неравенству.
Замечание. Обобщенное неравенство Гёльдера

справедливо, разумеется, и для сумм.
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Предоставляем читателю вывод неравенства, подобного дока-

ванному, в левой части которого находится интеграл от

произведения п функций.
2.5. Неравенство Минковского. Пусть {|ft> и {%} —•

последовательности чисел. Имеет место неравенство

[со
"ll/p Г оо ']1/р Г со -]1/р

SjjU + Tkf] <[|lUft|p] +[2ilrjftrj , p>i.

Доказательство. Очевидно, можно ограничиться

случаем, когда р > 1 и все |» и г\к неотрицательны. Кроме того, м^жно
считать, что суммы, фигурирующие в неравенстве, имеют
конечное число слагаемых (переход к рядам осуществляется

предельным переходом). При этих предположениях имеем

2 К* + ыр = S Ik lh + mJ""1 + 2 n* fc + п*!*"1.
ft=l ft=l • ft=l

Применяя к каждой сумме в правой части неравенство. Гёльдёра,
получим (1/р + i/q = 1)

|i/<z
+

" Г п I1/* Г п 1]
2 IE» + ad' < S-Й 2 <E» + ^{р-г)
*=i Lft=i J Lft>=i J

[n
ll/рГ n -ll/в

2^J [Д^ + ^Г-"] •

Но из l/p + l/g = l следует д(р—1)=р; поэтому, умножая обе

["
i-i/e

2 (5ь + 'ЧкУ I ■ приходим
ft=l J

к неравенству" -

21 <Е» + %)рJ < [ft2 а]
'

+ [ ft2 4 J .

Так как 1 — 1/g = 1/р, то это и есть неравенство, подлежащее

доказательству.
2.6. Интегра'льное ""неравенство Минковского.

Пусть x(t) и y(t) — измеримые на множестве Т функции. Имеет
место неравенство

p>i. .

Доказательство. Бели один "из интегралов в правой
части бесконечен, то неравенство очевидно. Если интегр'ал



134 НОРМИРОВАННЫЕ ПРОСТРАНСТВА [ГЛ. ГУ

в левой части бесконечен, то из оценки

J|ar(«) + PWl,'d|i<J(|*(*)l + IPWl)p-rf|i<
.т т

<2Wj|:r(i)|^+[|y(*)|PV|.
\т т ./

вытекающей из числового неравенства (см. п. 2.2)

(lal + 1ЫХе|а|р+lfclp)1/p(l9+l9),/9 = 21/9(lalp+1ЫР)1/Р,

получаем, что по крайней мере один из интегралов в правой
части бесконечен. Таким образом, мы можем считать, что все

интегралы конечны, а тогда доказательство проводится по той

же схеме, что ц в 2.5.

Отметим, что неравенства Гёльдера и Минковского для
последовательностей являются частными случаями соответствующих

интегральных неравенств. Чтобы убедпться в этом, достаточно

в качестве (Г, Е, ц) взять натуральный ряд N с мерами точек,

равными единице.

§ 3. Нормированные пространства
измеримых функций и последовательностей

3.1. В этом параграфе рассматриваются пространства,
элементами которых являются измеримые функции, т. е. некоторые
линейные подмножества пространства S(T, Е, ц). При этом, как

и в S(T, Е, ц), эквивалентные функции отождествляются.

Алгебраические операции определяются в этих пространствах
естественным образом. В частности, роль нулевого элемента играет

функция, эквивалентная нулю. Мы приведем сначала общую
теорию таких пространств, а затем рассмотрим конкретные примеры.

Пусть (Т, Е, ц.)—пространство с о-конечпой мерой, S==
•= S(.T, E, ц.) — пространство всех вещественных пли комплексных

измеримых функций на нем. Для вещественных функций х, y^S
запись х^у означает, что хШ^уШ н. в. Для любого элемента

х е 5~определим его носитель:

еиррж
= {«еГ: x(t)¥=0}.

Ясно, что носитель функции определяется с точностью до

множества меры нуль. Для произвольного множества E<=S
носитель Е нельзя определить как объединение носителей всех

функций из Е, так как в этом случае нельзя гарантировать ни его

единственность с точностью до множества меры нуль, ни даже

его измеримость. Поэтому поступают следующим образом. Для
любого множества E<=S носитель Е есть множество eupp£sX,
обладающее следующими свойствами:

1) supp х <= supp EKxasA ц) при любом х&Е;
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2) если множество • А е Е таково, что supp а: с: Л(mod р,) при
любом х^Е, то supp E с: Л(mod рЛ.

Так как из 2) вытекает единственность носителя с точностью

до меры нуль, то для оправдания введенного определения надо

показать., что множество supp 2?, удовлетворяющее 1) и 2),
найдется. По теореме I.C.17 существует х0 = sup {%A :A = supp x,
х е Е). Если мы положим supp E = supp x0, то очевидно, что это

множество искомое.

Для любой функции x^S положим \x\it) •= \x(t)\. Если
a, y^S — вещественпыо функции, то ,их супремум и инфимум
соответственно определяются по формулам

(x\/y)(t) = max (x(t), у (*)), (x/\y)(t) = min(x(t), y(tj);

Для вещественной функции х положим также

x+ = x\/Qf au = (— x)\/0.

Тогда \х\ •=х+ + х- *и х=>х+
— х-. Если х — комплексная

функция, то x(t) = Re x(t) + i Im xit). Эти равенства часто позволяют,

сводить рассмотрения к случаю неотрицательных функций.
Положим

X+«={a;sX: x>0).

Элементы х, y&S называются дизъюнктными, если \х\ Д'
Л 1у1=0- Запись х„ \ означает, что хт>>хп при га>т. Запись

хп \ х означает, что х„ i и хпШ -*■ x(t) п. в. Подобным же образом
определяется хп t и хп t x.

Идеальным пространством (сокращенно ИП) на (Г, 2, ц)
называется линейное подмножество X в S такое, что

из ieX, y^S, \y\ < \х\ следует yal.

Фундаментальным пространством (сокращенно ФП) на

(Г, 2, рЛ называется НИХ, для которого suppX*-=-r. Очевидно,
что всякое ИП X можно рассматривать как ФП на supp X.

Лемма 1. Если X — ФП на (Т, 2, ц), то для любой

неотрицательной функции x^SiT, 2, ц) найдется последовательность

хп t *, 0 < хп е X.

Доказательство. Рассмотрим множество Е= {у е Х+:
у^х). По теореме 1.6.17 существует y

= supZ?, причем найдется
счетное множество {уп)<=Е такое, что y(t) = supyn(£) п. в.

Покажем, что yi=x. Очевидно, что и^х. Рассмотрим функцию z =■

= х — § > 0 и множество А «= it: z{t) > 0)? Предположим, что

ц(А)>0. Тогда найдется неотрицательная функция у,еХ, для

которой p,(suppy„ fli4)>0. Поэтому у0
= {у„%А) А * > 0 и рееХ,

так как 0 е£ у0 < ув. Следовательно, у + ув > у
«= sup £, а с

другой стороны, у + у0 е X и у + у0 < (ж — z) 4- z = ж, чем получено

противоречие. Следовательно, х = у
= sup E «= sup y„. Положим

я* = у^ V 2fe V • •. V «/п. Очевидно, что аг„ е= X и 0 < хп t ж.
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Следствие 1. Если X — ФП на (Т, Е, цУ, то для любой

неотрицательной функции x^S(T, £, ц) найдется неубывающая
последовательность множеств {Вп}п=1 сг Е такая, что х%впе X

(rae=N) и ххвп\х.
Доказательство. В силу леммы 1 найдется

последовательность х„ t х, а"„ ен X. Положим

В, = {(еГ: 2xn(t) >x(t)h

Так как хп\х% то х%Вп\х, а так как х%Вп<;2хпеX, то

Следствие 2. 2?сш Х—ФП на (Т, £, fx), го найдется

такое разбиение {Апу£=1 множества Т, что An e £([i) u ^a„ e X

при любом п е N.

Доказательство. Достаточно в" следствии 1 в качестве а;

взять функцию 1, тождественно равную единице на Т, и

положить Ау = Ви Ап = Bt^Bn-! (и == 2, 3,...), а потом каждое

множество Ап разбить на множества конечной меры.

Норма II -II на ИП X называется монотонной, если из х, у
е X,

\х\*£\у\ следует 1ЫК Uyll.
'

Нормированным идеальным пространством (сокращенно НИП)
на (Т, Е, ■ ц) называется ИП, снабженное монотонной нормой.
НИП, являющееся ФП, называется нормированным
фундаментальным пространством (сокращенно НФП). Наконец, полное по

норме НИП называется банаховым идеальным пространством
(сокращенно БИП), а полное по норме НФП называется

.банаховым фундаментальным пространством (сокращённо БФП).
Выведем простейшие следствия из монотонности нормы в

НИП X. Пусть ж« -*- х по норме в X. Тогда имеют место

следующие утверждения (в которых сходимость тоже означает

сходимость по норме в X):.
1) \х„ — х\ -*- 0;
2) если уЛ-*у, то ж„ V Уп — х V У и хп Д уп -*■ х Д У,
3) (хп)+-*х+, (хп)--*-х~, \х„\ -+•. |ж|;
4) если хп >уп (»е N) и уп

-*• j/, то ж S* j/;
5) если Л в Е, то ж„х.а

-*• л%а.

Утверждение 1) очевидно; 2) вытекает из неравенства
\(хпу уп) — (х\/у)\<\хп — х\ + \уп — у\ и равенства" х Д у =»

•=■—!(—х) V-(—у)1; 3) является непосредственным следствием 2).
4) также вытекает иэ 2). Действительно, с одной стороны,
хп Ууп-^я V у, а с другой, хя\/ Уп^Хп-^-х. Следовательно,
x\Jy=*x, откуда х>'у. Наконец, 5) вытекает иа неравенства
\хп%а — х%А\ < \хп — х\.

Приведем несколько теорем, касающихся введенных классов

пространств.
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Теорема 1. Пусть (X, Ы)-НИП на (Т, I, ц). Тогда;
1) еслихп,х^Х и \\хп — :rll -+■ 0, то хп -*- х(ц);
2) если {xn}dX — последовательность Коши, то она сходится

по мере к некоторому x^S.

Доказательство. В силу следствия 2 леммы 1

найдется разбиение {-^р}^Г=1 множества suppX такое, что Л„е2(ц),
JAp^X (peN). Предположим, что Xn^-x(\i). Тогда в силу

замечания после определения свойства прямой суммы (см. 1.6.10)

х„ ■/*■ ж(ц) на некотором Ар. Учитывая свойство (5) сходимости но

норме в НИП, можна считать, что функция 1, тождественно

равная единице на Т, принадлежит X и jx(T) < со.

Переходя, если надо, к подпоследовательности, можно считать

также, что найдутся такие числа е, б>0, что выполнены

следующие условия:

р({*еГ: \хпШ-хШ>е))>8, (1)

\\хп - жй< е/2". (2)

Положим

Bn = {tt=T:\xn(t)—x(t)\^E}t В= П 0 Цт. (3)
n=l m=n+l

В силу (1) имеем

ц(Вп)>8, bgN; ц(М)>6. (4)

В силу (2), учитывая ехВп <[ \хп — х\, получаем

1ХвпЦ<1/2". (5)

Введем в рассмотрение множества

Т1+4

Cw= U (Bm{\B).
m=n+l

Тогда при любом jeN последовательность {Сп*}^=1
неубывающая и в силу (3)

.
оо

--

в = и сш.

Следовательно, при любом ne=N существует такой номер sn, что

р(в\сМп)<тп+\
'

т

Положим
оо

Ai = П Ст>т'
m=n+l
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Очевидно, что последовательность {Dn} неубывающая, и так
оо оо

как #\ П- C„tSm = U (B\CmSjn), то в силу (6) получаем
т=п+1 т—п+1 ,

-

vl(B\dj=* 2 ц(В\сты)<тп.
m=n+l

Следовательно, U Dn = В(то& и). В силу (5) при т>п имеем

m+sm II m+sm

2j %Bh < Zi |ЭСвь|<-Г^-.;
й=т+1 II ft=m+i. ^

откуда Xd„ = 0. т. е. цШп) = 0.^Таким образом, ц(Б) = 0, что

противоречит (4).
2) Так как пространство S{T, 2, и,) полно (теорема 1.6.45),

то достаточно доказать, что если {хп} — последовательность Коши

в X, то она — последовательность Коши в S(T, 2, ц).
Предположим противное. Тогда, если р

—

метрика в S, то существует

е > 0 такое, что для любого п е N найдутся т„ и к„ (га„, кп > п),
для которых р(хтп, xkfl) > е. Тогда m„, Л„-^»-оо и |arm„ —
—

хь„\~^£°* откУДа Р(жп>„. xft„)^0~' в С11ЛУ *)' чем полУче"°

противоречие.

Следствие. Если Е — ограниченное по норме подмножество

НИП X, то Е ограничено и в ТВП S.

Доказательство. По теореме 1 тождественное
вложение X в S непрерывно, а любое непрерывное отображение
переводит ограниченные множества в ограниченные.

Л е м м а 2. Пусть X — БИП. Если х„ ->- х по норме в X, то

найдется подпоследовательность {?nh}, функция геХ+ и

числовая последовательность e,lft | 0 такие, что \ xnh — х I ^ £nfer.
Доказательство. Выберем подпоследовательность [^пк]

такую, что \x — xnh\<V2h (&«=N). Так как

S|*(*-*nft)|<f*/2*<oo, (7)

то ряд 2j к\х — хПпI сходится по норме в В-нрострапстве X

(см. 1.5). Положим
оо

г = ^ к I х — x„h I е X, е„й = 1/к.

Из свойства 4) сходимости по норме в НИП получаем к\х — xnh|<
<r (AeN), откуда |агИ|"

— яг|_^
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Заметим, что для случая, когда X— БИП, пз леммы 1 мы

получаем более простое доказательство теоремы 1.

Теорема 2. Любые две монотонные нормы 11-11, и Jl-ll2,
заданные на ИП X, превращающие X в БИП, эквивалентны.

Доказательство. Как отмечено в 1.3, достаточно дока-

вать, что тождественный оператор (X, II-II,) ->- (X, 11-Н2) является

изоморфизмом, т. е. в силу равноправности II-II, и II-Н2 достаточно

доказать, что из 11ж„11, -»- 0 следует WxJ\2 -*■ 0. Предположим, что

llarnll2 -/*■ 0. Тогда, переходя, если надо, к подпоследовательности,

можно считать, что 11жп112 5е е > 0 («е N). В силу леммы 2

найдутся [х„к], геХ+ и e„ft|0, для которых | xnk | < ещг. Так как

норма Н-Н2 монотоппа, то отсюда следует, что | х„к|]2 <; е„к Ц г|2 ->- 0.

Получепное противоречие доказывает теорему.
3.2. Введем несколько важных условий, которыми может

обладать норма в НИП X.

Говорят, что в НИП X порма порядково непрерывна*), или

что в X выполнено условие (А), если

из х„ 10 следует ItaJI -*■ 0.

Лемма 3. Если Х— ИИП с условием (А), то множество

I ft=l

4е2(ц), Ah(]Ah, = 01 кфк'г Кд,еХ, meNJ.
плотно в X по норме.

Доказательство. Очевидно, достаточно доказать, что

любая функция ieX+ входит в замыкание Е. Так как срезки

Ы„1а: (см. 1.6.4), а в X выполнено условие (А), то Ы„-*-а; по

порме в X. Следовательно, достаточно рассмотреть ограниченные
оо

функции х. Так как мера \i о-конечпа, то Т =■ [} ■* п> где incJ n+i

(bsN) и ц(Тп)<°°. Опять-таки в силу условия (А) х%Тп-^х
по норме. Следовательно, достаточно рассмотреть случай
ограниченной функции х и конечной меры ц,. По теореме 1.6.3

найдутся конечнозначные функции хп, для которых 0 «£ хп t x, а тогда

Хп-*-х по норме. Очевидно, что хп^Е (ве№.

Для проверки сепарабельности конкретных пространств часто

бывает удобна.
Теорема 3. БФП X на (Т, 2, ц) сепарабелыю тогда и

только тогда, когда мера ц сепарабелъна и в X выполнено условие (А).

*) В этом и дальпейших определениях мы часто слово «порядковый»
будем для краткости заменять на (о) (от английского слова „order" —

порядок). Например, в этом случае мы будем говорить- об (о)-непрерывности
нормы,
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Доказательство. В силу леммы 1 НФП X плотно в

метрическом пространстве S. Тем самым, если X сепарабельно, то S

сепарабельно, а тогда по теореме 1.6.16 мера у, сепарабельна.
Выполнение условия (А) будет доказано в более общей ситуации
ниже (см. следствие теоремы Х.4.4).

Используя лемму 3, доказательство обратного утверждения
проводим дословно, как доказательство теоремы 1.6.16.

Говорят, что в НИИ X норма порядково полунепрерывна, или

что в X выполнено условие (С), если

из 01 г£ х„ t х = X следует llxjl -»■ Ы.

Очевидно, что условие (А) влечет условие (С).
Лемма 4. Условие (С) выполнено в НИП X тогда и только

тогда, когда из х„-*-х(|л); хп, хеХ следует 11x11 ^lim llxj.
Доказательство. Пусть в X выполнено (С). В силу

теоремы 1.6.4 можно считать, что х„-*-ж п. в., а тогда 1х„| -*- \xi
п. в. Положим yn = inf {|xml: m'^n) (этот инфимум существует
в силу следствия теоремы 1.6.17). Очевидно, что 0^i/„tlxl.
Тогда

|*|= lim№„|l<lim||a:n||,,
_- П-»оо

так как 0 < у„ < \х„\.
Докажем обратное утверждение. Пусть 0 ^ xn t x e X. Тогда

ж„ -*■ x(|i) и по условию 1Ы1 ^ lim llx„H ■= lim Их„П. Так как Ы >>

2* 11ж„11 . (к е N) в силумонотонности нормы, то получаем llxjl -*■ 1Ы1.
/" Говорят, что в 1ШТГ^"порЖ£'Ж)нЬтонно полна, или что в X

''

I выполнено условие (В),.если
' из 0s£xnt, xne=X (»eN), sup llx„H < °°

Ч. следует, что существует х е X, для которого х* t x.

""-Лемма 5. Пусть Х — НИП на (.Т, 2, \i). Следующие
утверждения эквивалентны:

1) в X выполнены условия (В) и (С);
2) единичный шар Bx = {ieX: 1Ы1 «£ 1) замкнут в S(.T, 2, ц),

т. е. если хп^Х, x^S, Их„Н «£ 1 (neN), x„-*-x(u), то х<^Х
и 11x11 «£ 1.

Доказательство.. 1)=*-2). Пусть последовательность {х„}

удовлетворяет условиям 2). Как и при доказательстве леммы 4,
можно считать, что хп-*-х п. в. Если положим i/„ = inf{|xm|:
m>n}e-X, то 0<y„tlx| и sup Hy„ll «£supllxjl «£ 1, откуда в си»

, лу (В) х е X. Теперь в силу леммы 4 получаем 11x11 < 1.

2)=»-1). Надо доказать, что если Os£xnt, хпеХ (beN),
sup Нх„Н < °о, то существует х е X, для которого х„ t x и tlx„H -*■ llxll.

Можно считать, что sup 11х„И = 1. Тогда хп е Вх. В силу
следствия теоремы 1 множество Вх ограничено в ТВП S. Тогда по

лемме III.1.1. (см. III.1.4) существует элемент х = 5 такой, что



§ 3] НОРМИРОВАННЫЕ ПРОСТРАНСТВА ИЗМЕРИМЫХ ФУНКЦИЙ 141

х„tх, откуда в силу условия 2) жеХ и llxll ^ 1, а так- как

llxll ^ sup llxnll = 1, то 11x11 = 1, что и требовалось доказать.
Те ере ма 4. НИП X, в котором выполнены условия (В) и

(С), полно по норме.

Доказательство. Пусть {х„} — последовательность *Коши
в X. Так как всякая последовательность Коши ограничена, то

^можно считать, что Нх„Н ^ 1 (неN). В силу теоремы 1 {#„} —

последовательность Коши в S, а так как ТВП S полно (теорема
1.6.15), то существует x^S такой, что х„->-х(р,). В силу
леммы 5 х s X. Покажем, что х„ — х по норме.

Так как {х„} — последовательность Коши, то для всякого

£ > 0 найдется число N такое, что при п, m'^ N имеем

»х„ - хго11 < е.. (8) •

Зафиксируем произвольное п^ N и рассмотрим
последовательность уп

= х„
—

хт ->-'х„
— х(р,). Тогда в силу леммы 4 и

оценки (8) получаем
-

1 хп — х|< 1иа_\\ хп
— хт |] < е.

т-»оо

Следовательно, х„ -»-
х ио норме, чем и доказана полпота X.

Как мы увидим ниже (см. главу X), условие (С) в теореме 4

излйпше. Сформулируем самый удобный критерий полноты для

НИП (см. Абрамович [1]):
НИП X полно по норме тогда и только тогда, когда из хп е Х+,

со оо

х„ /\хт = 0 {п¥=тп) и 2 I!хпII< + °° вытекает, что 2ж„еА'
71—1 П=1

(здесь сумма понимается е- смысле сходимости почти всюду).
Удобство приведенного критерия заключается в том, что

оо

2хп всегда существует как элемент
'

S и достаточно показать,
71=1

что этот элемент принадлежит X.

Теория идеальных пространств является частью общей теории
векториых решеток, которую мы подробнее рассмотрим в

главе X*). Отметим, что исторически теория векторных решеток
была построена раньше и многие фундаментальные факты теории
ИП первоначально были получены как применение общих теорем
о вентерных решетках.

В последующих главах мы будем также изучать функционалы
и операторы в ИЛ. Теперь же мы перейдем к рассмотрению

примеров конкретных банаховых идеальных пространств.

*) Там же будут приведены и литературные указания; упомянем здесь
только ебзор Забрейко [1] и книгу 3 а а н е н — II, где рассмотрение ИП
не опирается на аппарат теории векторных решеток. Интересные
результаты о БФП содержатся в статье Лозановского [2].-
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3.3. Важнейшую роль в функциональном анализе и в вопросах,

рассматриваемых в этой книге, играют пространства £р, которые
и будут сейчас рассмотрены.

Пусть (Г, 2, ц) по-прежнему пространство с о-конечной мерой,
хотя на самом деле при изучении пространств Lp требование о-ко-

нечности, как правило, излишне. Фиксируем число р (1 </> < <»).
Обозначим через LP(T, 2, р) пространство всех функций #е

е5(Г, 2, ц.), для которых конечно выражение

^-[^«ЮРф]1*. (9)

Используя интегральпое неравенство Минковского, получаем,
что Ь"(Т, 2, р.) — векторное пространство и фупкционал,
определенный формулой (9), является, нормой. Таким образом, LP(T, 2, р.)
есть НИП.

Сходимость в LP(T, 2, р) называется сходимостью в среднем
с показателем р:

^\xn(t)-x(t)\pdn^0.
т

Теоремы Лебега и Б. Левн (И.6.6) показывают, что в НИП

LVLT, 2, ц> выполнены условия (А) и (В), а тогда по теореме 4

UiT, 2, р) — В-прострапство. Так как %А «= LHT, 2, ц), если

А е 2(ц)» то в силу локальной конечности меры (1.6.2)
ViT, 2, р) — ФП. Все сказашюе можно объединить в следующую

теорему.
'

Теорема 5. При Кр < <* пространство LP(T, 2, р)"есть
БФП с условиями (А) и (В).

Введем теперь пространство Lp при р
—

<». Пространство
L°°LT, 2, р) состоит из всех функций ж«=£(Г, 2, р.), для которых

найдется число ах такое, что 1я(£)1 < а» п. в.*). Для функции
x&L°°(T, 2, р) определим истипный (или существенный)
супремум ее модуля vrai sup | x (t) | как инфимум множества чисел

<е=т

aeR таких, что

цШеУ: \x{t)\ >а»=0.

Очевидно, что L°°(T., 2, р)— линейное подмножество в 5.
Норма на L"{T, 2, р) вводится по формуле

||:r||»= vrai sup | х (01«

Предоставляем читателю несложную проверку того, что

L°°(T, 2, р) есть БФП с условиями (В) и (С). В пространстве
L"{T, 2, \и) практически никогда не бывает выполнено

условие (А). Исключение составляет вырожденный случай, когда про-«

*) Такие функции называются существенно ограниченными.
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странство L°°(T, 2, ц) конечномерно, что эквивалентно тому, что

(7\ 2, ц.) состоит из конечного числа атомов. Действительно, пусть
L°°{T, 2, \i). бесконечномерно. Тогда существует
последовательность Ып) <= 2(|л) попарно дизъюнктных множеств

положительной меры. Рассмотрим мпожества

#о= U К% ВХ = ВЬ\АХ.„% Bft = JBft_1\}4ft,,..

Тогда, если хп
=

%вп, то х„ е L°°(T, 2, и.) и хп I 0. Однако

очевидно, что Нх„Н = 1 tneN), откуда в L°°(T, 2, и.) не выполнено

условие (А).

Далее, если понятно, о какой мере и. идет речь, или когда,

наоборот, это не имеет значения, мы вместо LP(T, 2, ц,) будем
писать L". Если в качестве пространства с мерой взято измеримое
подмнежество В <= Rn с мерой Лебега mes, то вместо LP(T, 2, ц.)
пишем LP(D); если (Т, 2, и.) есть отрезок [а, Ы с мерой Лебега,
то пишем Lr(a, b). Аналогичных соглашений мы будем
придерживаться и нри рассмотрении других конкретных пространств.

Из результатов 1.6.10 и теорем 3 и 5 вытекает, что

пространства L"(D) сенарабельны при 1 < р < «». Так как в Ь°°Ш) не

выполнено условие (А), то это пространство не сенарабельно. В

качестве счетного плотного множества в Lp{a, b) можно взять,

например, множество полиномов с рациопальпыми коэффициентами
или множество ступенчатых функций, которые на интервалах
с рациональными концами принимают рациопальные значения.

Для установления этого отметим прежде всего, что если

1х)п — «срезка» функции х (см. 1.6.4), то

ь

\\x(t)-[x]n(t)\pdt v0,.
а

так как подынтегральная функция стремится к нулю и

предельный переход под знаком интеграла допустим ввиду
ограниченности недынтегральной функции суммируемой функцией \x(.t)\".

Возьмем п так, чтобы \\х— [ad „II < е. Далее, находя

непрерывную функцию j/U), совпадающую с [ad„U) всюду, ва

исключением множества А, где mes A < ер/(2п)р, и также не

превосходящую п (см. 1.6.9), будем иметь

!*»-у| = {1|*»(')-у(0Г*р<[1(2»)'лр-
и 2n [mes A]Vp < е.

Наконец, возьмем полином P(t) с рациональными

коэффициентами такой, что \У(t) — Р (t) |<-fr^TaСе fa> ^1)- Тогда ясно, что

% — Я1 < е и, окончательно, На: — Р\\ < Зе.
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Счетным плотным в L"{—«», °°) множеством является,

например, совокупность ступенчатых функций на рациональных
интервалах, принимающих только рациональные значения, из которых

только конечное число отлично от пуля.

Рассмотрим теперь вопрос о том, как связаны между собой

пространства Lp при различных показателях р.

Теорема 6. Мусть мера ц. конечна и l^s<r^°°. Тогда

U{T, 2, р) <= L'(T, 2, ц), причем, если

^(TY-r-MW при г<оог
^r,S) (и.(Г)1/« при г = оо,;

Т°

|^||LS<Z(r,S)||x|Lr.
Доказательство. Случай г = °° предоставляем разобрать

читателю. Пусть г < <». Тогда, полагая р
= r/s, q = r/(r — s)

(p> ?->0i l/p +1/9 = 1), из интегрального неравенства Гёльдера
получаем

1*Ь-[Л*(0ГФ]1Л<[||Х(|)ГФ]1Л,,[|1'Ф1,',М= .

= ixiLrn(r)v(e«) = ii:(r,S);!x|/r.

Отметим, что |] #|]L<» = lim | ж |]LP (Хард и, Литтльвуд, П о-

р-»оо

л и а, с. 173), однако 1г°°^= П ^Р» В случав бесконечной меры
Кр<оо

теорема 6 неверна.

Пространства Lp (1 < р < °°) введены Ф. Риссом Ш.

Пространство Z/ — Штейнгаузом [1].
3.4. Рассмотрим важпый частный случай пространств

измеримых функций — пространства последовательностей. Как мы уже

отмечали, если 7"= N, 2 — совокупность всех подмножеств N

и мера р любой точки есть единица, то S(T, 2, ц) есть

пространство всех последовательностей s. Все определения и результаты

предыдущих параграфов применимы тем самым к

подпространствам s.

В рассматриваемом случае пространства D4.T, 2, ц)
обозначаются 1Р. Если #={£fc}fcLi,. то в соответствии с определением пормы
в LV{T, 2, р.) получаем

\х\р'
[ос.

'

-|1/р

ДПбиГ] t если 1<р<°°*
со

sup|gft|j если р—оо.

Из результатов 3.3 вытекает, что 1Р (1 < р < °°) — сепарабель-
пое банахово пространство, а 1°° — несепарабельное банахово

пространство.



§ 3] НОРМИРОВАННЫЕ ПРОСТРАНСТВА ИЗМЕРИМЫХ ФУНКЦИЙ 145

Введем еще два пространства последовательностей,
являющихся подпространствами в I". Обозначим через с пространство всех

сходящихся последовательностей, а через св
— всех

сходящихся к нулю последовательностей. Снабдим с и св нормой,
индуцированной ив I". Очевидно, что с и Со — линейные подмножества I".

'Покажем, что они замкнуты в 1°°, откуда получим, что с и с0
—

банаховы пространства. Проведем рассуждение только для с.

Если {хп) — последовательность элементов из с, сходящаяся

к х,бГ, то Нж„— ajl -*-0. Полагая хп «=» U^l^Li» для любого

е>0 при n>Nt имеем

»*n-*4 = sUp{&n)-&0)]<e/3,
h

что можно записать и так:

I &п)- &0) |<е/З, к = it 2,...; п>ЛГе.

Возьмем фиксированное ft ^ iV«. Поскольку хп е с, то последог

вательность Ei" t .£2" * • • •* £л" » • • • сходится. Следовательно, для

достаточно больших как' будет | £ь" — £*? | ■< е/3. Стало быть,

для тех те к и к' будем иметь

. е
,

е
,

е

Итак, последовательность Й° * ^2° * •..» £ь * • • • —сходящаяся,

т. е. Хо е с.

Отметим, что с0 — БФП с условием (А) (и тем самым сепара-

бельное ^-пространство), но без условия .(В). Таким образом,
условие (В) не является необходимым для полноты НИП.
Пространство с не является ИП.

Отметим, что для пространств I* (1^р<°°) имеют место

включения и неравенства для нормы (с Kir, s) = 1), обратные
сформулированным в теореме 6.

"

Наконец^ приведем пример пространства ф обрывающихся
последовательностей. Оно состоит из всех последовательностей

(£ь)Е=1> у которых не более конечного множества координат
отлично от нуля. Норма в <р индуцирована из 1°°. Очевидно, что

ф
— НФП, но ф не является /^-пространством, так как

пространство ф плотно в с0.

Пространства 1Р введены и изучены Ф. Риссом [31, Р ранее —

Д. Гильбертом (см. Гильберт).
3.5. Укажем на связанные с только что введенными

пространствами последовательностей V конечномерные (размерности и)

пространства J£. Так как любые два конечномерных пространства
одинаковой размерности изоморфны, то различив между ними

10 Л. В. Канторович, Г. П. Акилов
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может состоять лишь в способе определения нормы. Именно,
в пространстве 1% норма определяется так: если х = {Eft}ft=x» то

г n -ji/p
211 £ftГ • есш i < р < °°*

'

1*1,р-1Г J
"

max| lk \f если р
= oo.

(При р = 2 получается евклидова норма.)
Как это следует из следствия 1 теоремы 1.2, несмотря на

различие норм в этих простраиствах, сходимость в них имеет один

и тот же смысл — это покоординатная сходимость. (Здесь это

получается и непосредственно из неравенства l£j < Ы, которое
имеет место в каждом из рассмотренных конечномерных
пространств.)

Пространство In можно считать подпространством
пространства 1Р. Для этого надо отождествить элемент (£ц ^2»»»«» 6n)s 1%
с элементом (|,, |2, ..., |„, 0, 0, ...) е 1Р.

3.6. Кроме пространств L", в функциональном анализе

рассматривается много других пространств измеримых функций.
Начнем с определения пространств Орлича, являющихся

обобщением пространств L". Заданная на (— °°, °°) четная, выпуклая,
положительная при и¥=0, непрерывная функция МЫ)

называется N-функцией, если

,. М (и) п ,. М (и) .

lim—— = 0, lim —>_£. = + oo,
u-»o

U
'

u-»+oo
u

Для каждой jV-функции равенством

M* {и) = sup (uv — М {v))
—ou<V<oo

определяется дополнительная TV-функция. Очевидно, что iV-функ-
ция М монотонно возрастает на [0, +<») и М(0) ?= 0. Можно

показать, что М* — iV-функция и М**(=(М*)*) = М.

Пусть (Т, 2, ц,) — пространство с конечной мерой.
Зафиксируем ^-функцию М. Классом Орлича L°M (T, 2, ц) (или просто ^м)
называется совокупность всех функций х е S(T, 2, ц) таких, что

JAf(|x(f)|)dn< + oo.

Класс Орлича может оказаться нелинейным множеством; точнее,

при х е L°M может оказаться, что 2х ф L°M. Очевидно1 что 1/° с:

czL%.
Пространством Орлича LM(T, 2, ц,) (или просто Lu)

называется совокупность всех функций x^S(T, 2, ц\ таких, что
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найдется число % = К(х) > 0, для которого

Jtf (|х(*)|/А.)ф<оо.
т

Очевидно, что LM cz Lm> Как мы увидим ниже, эти мпожества

могут оказаться неравными. Пространство LM есть уже линейное
подмножество в S. Действительно, очевидно, что умножепие на

число не выводит из Ьм. Если

JМ (1 х (t) 1Д0 ф< оо, jM (| у (t) |Д2) dp < оо(
т _ г

то в силу выпуклости Л/ имеем

<^H^)*+^M"№ (10>

откуда * + уеLM. В силу монотонности М очевидно, что LM —

ФП на (Т, 2, ц). На пространстве Орлича мы будем рассматривать
следующие две нормы:

Ц а:^ = sup /J" | жу | dfx: j" M* (у) dp < l],
[т т j

l*fla = ini|u>0: \м(\x(t) |Д)ф< l].
Покажем, что П-,П4 и П-Л2 действительно являются нормами. Из

определения М* выводим неравенство Юнга

\uv\ < МЫ) + M*{v).

Пусть J M(\x(t)\/K)dn<C оо. Тогда в силу неравенства Юнга
т

§\xy\dix=X§\z/X\\y\dn^l$M(\x\/%)dn + X§M*(\y\)dv.
т т т т

(11)

Отсюда вытекает, что Ы, < °°. Так как L00 czLM*f то из Ы^ = О

следует х •= 0. Остальные свойства нормы для Я - II ± очевидны.
По определению очевидно, что Нх112 < °°. Однородность

очевидна; неравенство треугольника легко получается ив неравенства

(10). Если Ы12 ■= 0, то х «= 0, так как М{и) > 0 при и > 0. Итак,
И-II, — норма. Из неравенства (11) выводим, что IMi < 21Ы12.
Можно доказать, чтб Лх\\2 < Wx\\t. Мы этого, однако, делать не будем,
а докажем только существование константы kt > 0, для которой
10*



148 НОРМИРОВАННЫЕ ПРОСТРАНСТВА 1ГЛ. IV

flxlli > fttllzllg (x&LM), т. е. нормы И-Hi и II-И» эквивалентны.

Последний факт мы получим из того, что II-И, и И-II» — монотонные

нормы, превращающие LM в БФП (см. теорему 2).

Теорема 7. Пространство Орлича LM как с нормой II Hi,
гак и с 1\' является БФП, в котором выполнены условия (В)
и (С).

Доказател-ьство. Так как НФП с условиями (В) и (С)
полно (теорема 4), то достаточно доказать, что в (LM, ll-ll<)
выполнены условия (В) и (С), т. е. из 0 < хп \, хп в LM, sup ItaJi < °°

«ледует, что существует хе 'LM, для которого хп t x и

*upli^nli = Ni (<-l»2).
П=1

Пусть сначала i = -1. Положим х (£) = sup xn (t). Функция х

п

■априори может принимать бесконечные значения на множестве

положительной меры, однако по следствию теоремы 1.6.7 для лю-

- -бого у, удовлетворяющего J Щ* (у) ф^ 1, получаем

*

~

'т

-- j x\y\dn = sup ) «„lyldn^supH^nli. (12)

Последнее неравенство показывает, что в (LM, ll-ll,) выполнены
условия (В) и (С).

Рассмотрим случай 1 = 2. Так как 1Ы1, ^ 2Ы1г, то в (LM, И-Н2)
вьшолнено условие (В). Осталось проверить, что из 0 ^ хп f x e LM
вытекает ItajU -*■ 1Ы12.

Отметим сначала следующее свойство II -И2: для любого х Ф О
имеем

Сл/(|*(*)|/1*Уф<1. (13)
т

Действительно, возьмем К, -»- Ы12 (А.„ Ф 0), причем

\M(\x(t)\/hn)dn^l. (14)
•т

Переходя в этом неравенстве к проделу, по теореме Фату
получаем (13).

Положим lim lla:Js = Я,. В силу (13)

j,M(|xn(f)|/||x„y^<l. (15)
г

Переходя к пределу, опять-таки в силу теоремы Фату получаем

\M{\x(t)\!K)dn^l,
т

Отсюда 1Ы12 <"Я, = lim lb„ll2 < 1Ы1?, чем и закончено

доказательство теоремы.
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Исследуем теперь вопрос, когда в пространстве Орлича
выполнено условие (А). Так как норщы П -Пж и II-Н» эквивалентны, то

условие (А) выполнено или не выполнено для этих норм

одновременно.

Как уже отмечалось, всегда L°° cz LM a Lm. Обозначим через
Ем замыкание L" в лространстве Орлича LM. На Ем мы также

будем рассматривать нормы II -Пж и II -112.
Лемма 6. 1) Если {хп}сЬм и хп->~ х по норме в LM, то

последовательность {хп} «сходится в среднем» к функции х, т. е.

]M{\xn(t)-x(t)\)dn^O*).

2) Если в предположениях пункта 1) 2xn&.L°M (neK),
то х е LM.

3) Ем с= Lm.
Доказательство. 1) Отметим сначала, что из равенства

Ж(0) = 0 и выпуклости М вытекает

М(аи) < аЩв), О «3 a «S 1. (16)

Так как Вх„ — xll2 ■■+ О, то Пх„—а:11»<1 при n>N. Для этих п

в силу (16) имеем (а = Пх„ — dl»)

1>f*(l^)*>TC%fJr<1*—|"*ц <17)

откуда

\М (|х„ — ж|)ф<|1а;п — жЦ3^-0.
"

т

2) Вытекает из неравенства

^M{\x\)d^^M(\2x~2xn\)dV, + ^M(\2xn\)dVL.
XT Т

3) Если х е Ем, то найдется {#„}<= L" такая, что хп -»- х по

норме. Так как 2хп cr L°° cr LM, то хе.Емв силу 2).
Теорема 8. Пространство Ем является БФП, в котором

выполнено условие (А).

Доказательство. Нам надо лишь проверить, что в Ем
выполнено условие (А). Предположим, что это не так. Тогда
найдется последовательпость {хп} <= Ем такая, что ха 1 0, Нхп112 > б > О
(bgN). В силу (13) тогда

*) Конечное число этих интегралов мо^кет быть равно бесконечности.
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. при любом re e N. С другой стороны, xjb e Ем с LM в силу

леммы 6. Тогда по теореме Лебега имеем

\м(\хп\/6)с1ц —>0,
у П-»оо

чем и получено противоречие.

Говорят, что ^V-фупкция М(п) удовлетворяет &г-условию, если

существуют такие постоянные к > 0, ив Р* 0, что

Л/(2ц) г£ кМЫ), и**щ.

В следующей теореме мы предполагаем, что пространство
(Т7, Е, (i) непрерывно *).

Теорема 9. Следующие утверждения эквивалентны'.

1) eLM выполнено условие (А);
2) /^дг =• Ем;
3) в i?Af выполнено условие (В);
4) Ьм = ^м!
5) £м—^линейное множество;
6) N-функция М удовлетворяет ^-условию.
Доказательство. 1) => 2). Если в LM выполнено условие

(А), то по лемме 3 L" плотно в LM, а тогда EM^LM.
2) •*- 3), так как в Ьм выполнено (В) (теорема 7).
3) •*■ 2) в силу леммы 1.

2) •*- 4), так как по лемме 6 Емс LM,
4) ■*■ 5), так как LM — линейное множество.

5) •*■ 4). Действительно, если х е LM, х ¥= 0, то в силу (13)

xl\ х На е= Ь°м. Тогда х = J а; Ц2 (ж/|| ж |2) €= L°M.
4) ■*■ 1) доказывается точно так же, как теорема 8.
6) -»- 5) Пусть i»eN. Легко видеть, что из Д2-условия

вытекает, что при и^ив выполнено неравенство

М(2тв)<Г¥(и).

Пусть теперь х&LM, ^— некоторое число. Тогда найдется meN,
для которого \Х\ *S 2m. Получаем

|м(|Яж1)ф<й;т|м(|а;|)ф+}А(Г)М(2п'Мо)<оо*
г г

,

откуда Хж eLM..

5) •*■ 6). Пусть Л^-фупкция М не удовлетворяет Дг-условшо.
Тогда существует числовая последовательность {ип) такая, что

0 < в» f + °°, Л/(о,) > 1 и

М(2ип) > 2пМ(ип), п = 1, 2, ... (18)

*) Это предположение используется только при доказательстве 5).=г> 6).
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В силу непрерывности (Г, 2, ц) найдутся непересекающиеся
множества Л„е2 такие, что

* <*■>-?££>■ в°1'2'- (19)

Определим функцию xit) равенствами

1ип,
если х е Ап, п = 1, 2,, ,. .^

оо

0t если ж§£ U Д,.

В силу (19)

с
°°"

с
°°

\M(x{t))d[i = 2 I M(x(t))dp ~Л,М (ы„) |i (Л,) < и.(Г) < оо,

откуда х е LM.
. С другой стороны, из (18) и (19) получаем

f M (2х (t)) ф = М (2ип) ц (ДО > 2пМ (ип) ц (Д.) «= ц (T)t
К

откуда
оо

J Л/(2ж(0)ф>2 J Л/(2ж (*)) Ф = +

Следовательно, 2ж ф LM. Доказательство теоремы полностью

закончено.

Пусть D — область в R" с конечной мерой Лебега. Из теорем 3
и 9 получаем

Следствие. Пространство Орлича LM(D) сепарабелъно тогда
и толькоjrozda, когда N-функция М удовлетворяет А2-условию.

В заключение отметим, что пространства L" (1 < р < оо)
содержатся в классе пространств Орлича. Действительно, положим

МЫ) = W/р. Тогда норма в пространстве Орлича Ьм
эквивалентна норме в L".

Докажем, что*

\x\Lr = pH*lxk. (20)

Если [л/"(|ж|/|жУф<1, то J|а:(«)|р/1*Е<*|*<А откуда
т т

\1\х{1)\ЧуХ'Р^риЦх\1.
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С другой стороны,

W
т \

!.*(<Ы Ueil
р_1/р(Лж<*)|рФ)1/р

откуда || х \ip Z^p р || х |2. Сопоставляя доказанные неравенства,
получаем (20).

Более подробно с пространствами Орлйча и их приложениями
к решению нелинейных иптегральных уравнений можно

познакомиться по книге Красносельский, Рутицкий, изложению

которой мы в отДельпых местах следовали (см. также Заа-
нен—I).

3.7. Остановимся кратко на двух классах пространств, важных в

теории интерполяции линейных операторов (см. Крейя и др.).
Бели are>S(0, 1), то равноиамеримой перестановкой модуля х в невоэ-

растаюЩем порядке называется функция я*(т) на [0, 1]., задаваемая

формулой
х*(х) = inf {а > 0: mes {{v. \x(t) | > а}) sg т}.

Пусть if> (0
—

непрерывная вогнутая, положительная при t ф 0

функция на [0, 1] такая, что t/чр (*) —*■ 0.
t-*o+

Пространством Марцинкевича Л/(ф) называется банахово пространство,
состоящее из всех х е 5(0, 1), для которых конечна норма

|ф(тев(4))|)1
J х | = sup j t fm—j-jj^ \ I x (t) I dt: i4C[0, 1] измеримо и mes (A) *> 0

h .

= sup
o<ft<i {�kPw4

Пространство Ж(1))) —БФП с условиями (В) и (С), но без условия (А).
Пространством Лоренца Л (\р) называется банахово пространство,

состоящее из всех 1б5(0, 1), для которых конечна норма

|x| = J**(t)*|)(t).
Пространство Л(-ф) —БФП с условиями (А) и (В).
Наиболее распространены пространства M(ty) и Л(ф) для if>(J) = ta

(0 < а <1). В этом случае они обозначаются Ж(а) и Л (а).
С операцией перехода к равноизмеримой- невозрастающей функции х*

связан важный класс БФП — класс симметричных пространств (см. К р е й п

и др.; Джонсон и др.; Бухвалов, ВекслериГейлер [1], § 44),
т. е. таких БФП X па отрезке [0, 1] с мерой Лебега, что из ieX, ye
eS(0, 1), x* = у* следует }sX и 1Ы1 = ||у||. Пространства i"(0, 1),
LM (0, 1), £м(0, 1), Л/(-ф) и A(if>) являются симметричными пространствами.

В заключение отметим, что можно рассматривать аналогичные БИП

классы пространств измеримых функций со значениями в В-пространст-
вах. Такие пространства находят себе применения в теории
дифференциальных уравнений, аналитической теории полугрупп, интерполяции
линейных операторов (см., например, Бурбаки— V; Данфорд, Шварц—

I, II; Динку ляну; Иосида; Хылле, Фи л лип с; Эдварде).



§ 4] ДРУГИЕ НОРМИРОВАННЫЕ ПРОСТРАНСТВА ФУНКЦИЙ 153

§ 4. Другие нормированные пространства функций

4.1, Остановимся сначала на уже известном fi-пространстве
€(К) непрерывных функций па компакте К. Сформулируем
важную в приложениях теорему Стоуна — Вейерштрасса о плотных

по норме подмножествах в С(К).

Определим в С(К) операцию поточечного умножения: (xy){t) =■

= x(i)y(t).
Линейное подмножество Е в С{К) называется подалгеброй,

если из х, у
е £" следует ху е Е. Через 1 обозначим функцию,

тождественно равную единице на К.

Теорема А (Стоун — Вейерштрасс). Пусть Е —

подмножество вещественного В-пространства С{К). Пусть выполнены

следующие условия:
1) Е — подалгебра;
2) 1е#;

. 3) Е разделяет точки на К, т. е. для любых t, t' e К (f ¥= t')
найдется функция х^Е, для которой x(t) Ф x(t').

Тогда Е плотно в С{К).
Из теоремы 1»легко получаем классический результат о том,

что множество многочленов плотно в С[а, о].
Теорема 1 перестает быть справедливой, если мы будем

рассматривать комплексное пространство С{К). Действительно,
возьмем в качестве К = {z е С: Ы < 1} замкнутый единичный круг
комплексной плоскости и рассмотрим множество Е комплексных

полиномов на К, т. е. Е^З? (1, z, z2, ...). Множество. Е

удовлетворяет условиям теоремы 1, но оно не плотно в комплексном CUQ.

Например, x(z) ■= Rez^ E, так как в противном случае она по

теореме Вейерштрасса была бы аналитична внутри круга. Однако
-и в комплексном случае положение нетрудно исправить.

Теорема 2. Пусть Е — подмножество комплексного

В-пространства С(К). Пусть выполнены условия 1)—3) теоремы 1 и

дополнительно:

4) если х^Е, то х ^Е, где^сШ —x{t), а черта означает

комплексное сопряжение.

Тогда Е плотно в С(К). ~

Доказательства теорем 1 и 2 см., например, в Данфорд,
Шварц— I; Шефер — I.

Лемма 1 (о разбиении единицы). Если {E/j}i=i—открытое
конечное покрытие компакта К, то найдется система

вещественных непрерывных функций {q>i (*)}i=i на К, удовлетворяющая
условиям:

1) <р4и)>0 (£-1, 2, ..., п);
2) <р(Ш-=0, l&U, (i = l, 2, .... п);

3) 2 Ф-1 (0 ■= 1 при любом t<sK.
1=1
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Доказательство. Рассмотрим только случай
метрического компакта К с метрикой r(t, s). Обозначим Ft = K\Ut (i = 1, 2, j. ;

..., n). Для любого Jsjf положим

MO-r&FJi/ir(j, *■»).

Так как r(f, F<) = 0 эквивалентно i^Ft, то система {<Pi (*)}"=-i
удовлетворяет 1)—3).

Теорема 3. Если К— метрический компакт, то В-прострап-
ство С{К) сепарабелыю.

Замечание. Легко видеть, что верно и обратное: если В-про-
странство С(К) сепарабельно, то компакт К метризуем.

Доказательство. Без ограничения общности можно

рассматривать вещественное СкК). По следствию 1 теоремы 1.5.2
компакт К сепарабелеп. Пусть М— счетное всюду плотйое множество

в К. В силу компактности К для каждого m e N найдется копеч-

ное покрытие К открытыми множествами U?=>{seK: r(f4, s)<
< 1/m) (i — 1, 2, ..., n(m)), где U&M.

Пусть (фГ(0}?5)-разбиение единицы, построенное по

согласно лемме 1. Докажем, что счетное множество Е

функций вида
я(тп)

2rfq>r(*i), ™=l,2,;...t

где rt— произвольные рациональпые числа, плотно в С(К).
Возьмем х е= С{К) и число е > 0. Так как функция xit) равномерпо

непрерывна па К, то для е > 0 найдется б > 0 такое, что если

г(£, «)<б, то' \x{t) — x(s)\ < е. Возьмем msN, для которого
1/тп < б. Тогда можпо выбрать рациональные числа г(,

удовлетворяющие *1ж(£) — г(| < 2е при всех t е £/" (i = 1% 2% ,, .х
п (тп)).

Положим
гЦтУ

* (0 =2 г4фГ(0.

Тогда isE,h если * е £/", то

п(тп) я(т)

2*(*)ч>Г(*)- 2™ГС)ИО-*(*)! =
*=1 i=l

п(т)

<2 |*(0-'ч|фГ(0<2в.

.Так как ItTiMtS?— покрытие К, то отсюда получаем lb —5-1I-<

< 2е, чем и доказана плотность £ в CiK).
4.2. Как мы увидим ниже, с пространством Cla, b] тесно свя-

ваыо пространство фупкций ограниченной вариации.
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.Пусть xit) — конечная функция, заданпая в промежутке [а, Ь].
Рассмотрим произвольное разбиение т промежутка [а, Ь] (а ■= t0 <
<■ ti < ...<ln = b) и образуем выражение

v,= 2l*(t*)-*(t*-i)|.' W

ЕЛи совокупность сумм vx, отвечающих всевозможпым

разбиениям т промежутка [а, Ы, ограничена, то функция xit)
называется функцией ограниченной вариации в промежутке la, b], а

величина
'

ь

V (х) =» sup vx
а %

называется полной вариацией функции xit).
Рассмотрим множество V всех функций ограниченной

вариации. V — векторное пространство. Действительно, всякую

функцию ограниченной вариации в промежутке [а, Ы можно

представить- в виде разности двух неубывающих- функций (Фихте н-

гольц, т. III):
xit) ■= %iit) — хгШ, t e [а, Ь]«

Нетрудно видеть, что и, обратно, каждая функция, представи-
мая в виде разности неубывающих, является функцией
ограниченной вариации. Линейность V пепосредственно следует из этого

замечания.

Если положить для х €= V

1*1 «=1* (a) |+ V(*),
а

10 V становится нормированным пространством.
В самом деле, первые две аксиомы нормированного

пространства выполнены очевидным образом, поэтому в проверке
нуждается лишь неравенство треугольника. Пусть х, у е У и z = а: + j/.
Тогда для любого разбиения промежутка [а, Ь] (а = U < tt < ...

...
< U = Ъ)

\zia)\ = \xia) + yia)\ ^ \xia)\ + \yia)\,

\zith) - zitb-iVl «S \xith) -«(*»_,)] + lj/ttft)-J/(*ft-i)l,
k = 1, 2, ..., n.

Таким образом,
n n

1 * (o)| + 2 I 2 (h) - z (ffc_0 | < | x (a) | + 2 | x (th) - z (Vi) \ +
n

+ \y(a)\+ 2lW*)-tf(*A-i)l<l*l + №K

откуда и следует требуемое неравенство.
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Докажем, что V — полное пространство.
Пусть {хпУ— сходящаяся в себе последовательность. Прежде

всего, поскольку

I **(*)-*•.(*) |<
< 1 \хт (t) — Хп (*)] — [хт (с) — хп (а)] | + | хт (с) — хп (а) | ^

ь

< | хт (а) — хп (а) | + V (жт — хп) = \хт-~- х„\,
а

то числовая последовательность {#„(£)} сходится, каково бы пи

было t e [a, b].
Положим хь (t) = lim жп (О* Пусть е > 0 и N, столь велико, что

71->О0

при т, п> N, выполняется \\хт — ж„Н < е. Тем более для всякого
"

разбиения а = U < tt <... < tr •= Ь будем иметь

г

| хт (а) — хп (а) | + 21 ten Ун) — хп (tk)] — [хт {th_x)—xn («щ)] | < е.

Фиксируя здесь разбиение и переходя к пределу при т -*■ °°,
найдем

г

I *0 («) — Жп («) | + 21 [«о («*) — Хп (th)] - [*„ (tu-j) — Ж„ (fh_j)] | < 8.

И так как это справедливо для любого разбиения, то

ь

| х0 (а) — Хп (а) | + V (х0 — Хп) < е, п > iV8,
а

Отсюда обычным рассуждением заключаем, что i»syH

11жв — ж„И г£ е, п > W«,

4.3. Кроме пространств непрерывных и измеримых фупкций,
в функциональном апализе важную роль играют пространства

гладких и аналитических функций. Примерами пространств
гладких функций являются пространства C{l)(D) и рассматриваемые
ниже пространства Соболева. Ради примера приведем определение

пространств Харди аналитических функций (подробнее см.

Гофман).

Через И* (1 ^ р ■§: с») обозначается В-пространство аналитических

функций x(z) в единичном открытом круге D, для которых конечна норма

, 1<р< оо,

М="
sup | х (г) |, с — оо.
zeD

/2Я \1

sup \ \x(reie)\m\
l="i0<er<1Vo J
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При 1 < р < оо пространства. И* можно естественным образом вложить
в виде дополняемого подпространства в Z> (0, 2я). При р = 1, оо

пространство Ир нельзя дополняемо вложить ни в какое Lv{T, 2, \i).

4.4. Пусть D — ограниченная область в R". Мы будем
говорить, что непрерывная в D функция xffl продолжается по

непрерывности на замыкание D, если существует непрерывная
функция,^*) на Z5, сужение которой на D совпадает с x(i) (такая
функция x(t), очевидно, единственна).

Через C(D) обозначим В-простраиство всех непрерывных в D

функций x(t), продолжающихся по непрерывности на D с нормой

la;l«=sup|a;(fj|.

Легко видеть, что отображение х -*■ х является линейной изо-

метрией ^-пространства C(D) на C(Z5), в силу чего пространство
C{D) полно.

Будем говорить, что функция "x(.t) имеет I непрерывных

производных в D, если в D существуют всевозможные непрерывные

частные производные порядка" < I, которые продолжаются по

непрерывности на D.

Через Cm(D) обозначим ^-пространство всех функций x(t) в

D, имеющих в D I Непрерывных производных, с нормой

k=o (W
*er>

I o*t • • • otn

где 2 есть суммирование всех возможных производных по-

(«

рядка к.

Пространства C(D). й C0)(D) будут играть важную роль в свя-

8и с теоремами вложения (см. гл. XI и далее).

§ 5. Гильбертово пространство

5.1. Евклидово пространство R" выделяется из всех

конечномерных пространств тем, что в нем определено скалярное

произведение, связанное с нормой простым соотношением: квадрат

нормы элемента есть скалярное произведение элемента самого па

себя. В связи с этим целесообразно рассматривать такие

пространства, в которых" определено «скалярное произведение», а норма

вводится указанпым выше образом.
Комплексное векторное пространство // называется

пространством со скалярным произведением, если для каждой пары
элементов х, у^Н определено скалярное произведепие (х, у)—
комплексное число, удовлетворяющее следующим условиям (аксиомам);

1) (у, х) = (ж, у);
2) (Аж, + цх2, у) = AUi, у} + ц(жг, у);
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3) (ж, ж) > 6, (ж, ж) = 0 равносильно х = 0 *).
Из определения пространства со скалярным произведением

вытекает:
_

■

_

a) (ж, "Kyi + [xyj — Мж, j/i) + ц,(ж, у%) (аксиомы 1) и 2)).
b) (ж, 0) = (0, у) — 0. Действительно, (ж, 0 • у) = 0 • (ж, у) — 0.
c) Кж, у)1'< (ж, х)(у, у) (неравенство Коши — Буняковского).

Для доказательства этого предложения рассмотрим выражение

(х + Ку, х + Лу) — (ж, ж) +Мж, у) + Му, ж) + ШКу, у).
По аксиоме 3) это выражение неотрицательно, каково бы ни

было число К. Предполагая, что (.у, у) > О (в противном случав

у
= 0 и доказываемое неравенство очевидно), положим К ■=■

= —(ж, у)/(у, у). Иа-основании сказанного

V * ' (У, У) {У. У) {У, У)
-^ *

т. е. (ж, ж)(у, j/) — |(ж, #)|2>0, что и требовалось доказать.
Если в пространстве Н со скалярным произведением положить

11ж11 = У(ж, ж), же Я, (1)

то // становится нормированным пространством. Действительно,
из аксиом нормированного пространства только неравенство

треугольника не вытекает непосредственно из определения Н.
Докажем его. Пусть ж,- у е Н, Используя неравенство Коши —

Буняковского, будем иметь

\\х + j/ll2 = (ж + у, х + у) = Кж, ж) + (ж, у) + (у, ж)+ (у, у)\ «5

*£ 1Ы12 + 211ж1И1у11 + llj/ll2 = [Нж11 + \\уП2.

Нормированное пространство Н называется унитарным, если

в нем можно ввести скалярное произведение, связанпое с нормой
соотношением (1).

Поскольку Н — нормированное пространство, оно обладает
всеми свойствами последнего. В частности, имеют место

элементарные факты, указанные в 1.1. Отметим еще несколько простых

предложений, относящихся специально к пространствам со

скалярным произведением.
1) Непрерывность скалярного произведения.

Если ж„ ->- х и у„ -+■ у, то (ж„, уп) -»- (ж, у).

*) Реже в основу пространства со скалярным произведением кладется

веществепноо векторное пространство. В этом случае предполагается, что

скалярное произведение
— вещественное число, условие 1) при этом

заменяется условием (у, х) = (х, у).
Ниже, говоря о пространстве со скалярным произведением, мы всегда

будем подразумевать, если не оговорено противоположное, что речь идет

о комплексном пространстве, хотя все результаты, кроме спектральной
теории операторов, справедливы и в вещественном случае.
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Действительно, с помощью неравенства Коши — Буняковского
получим

Их, у)—(хп, уп)\ sS |(ж, у
— у„)\ + |(ж-ж„, уп)\ «3

<\Шу-уп\\+Ъх-хп\ЩЛ
Так как сходящаяся последовательность {у„У ограничепа, то
правая часть в написапном неравенстве стремится к нулю,

следовательно, (ж„, уп) -*■ (ж, у).
2) Каковы бы ни были элементы х, у ей, справедливо

равенство

lb + yV + \\х - j/IP -= 21 УхВ1 + Hj/ll2] *). (2)

В самом деле, по определению нормы имеем

\\х + j/H2 + \\х — j/P = (а; + у, х + у) + (ж — у, х — у) =

■= (ж, ж) + (ж, у) + (у, х) + (у, у) +

+ (ж, х) - (ж, у) - (у, ж) + (у, у) - 2[1Ы1г + ЦИ.

То,, что Н есть унитарное пространство, означает, что норма
в Н введена специальным образом, через скалярное произведение.
Пополнение Н пространства Н также будет нормированным

пространством (1.4). Покажем, что скалярное произведение в //

можно распространить на Н таким образом, что И окажется

унитарным пространством.

3) Пополнение Н унитарпого пространства Н само является

унитарным пространством.

В самом деле, пусть £, х\ s Ц. Существуют последовательности

{ж„}, {уJ <=■ II такие, что ж„ -*- \, уп -*■ т]. Повторяя почти дословно

рассуждения доказательства 1), убедимся, что существует

lim (ж„, уп), который не зависит от выбора последовательностей
Л-»оо

{ж„} и iyj, а определяется только элементами £ и т). Поскольку
для £, т)еЯ на основапии 1) lim (ж„, уп) = (£, т]), то естественно

И ДЛЯ ПРОИЗВОЛЬНЫХ |, Т| е JJ ПОЛОЖИТЬ

(|, т]) = lim (хп, Уп).
71-»оо

Как нетрудно проверить; в силу определения й стаповится

пространством со скалярпым произведением. Учитывая указанную

*) Это соотношение является обобщением того элементарного

геометрического факта, что сумма квадратов диагоналей параллелограмма равна
сумме квадратов его'стороп.

Если в нормированном пространстве X для любых влементов х, у е X
выполняется соотношение (2), то X— упитарпое пространство, т. е. в X
можно ввести скалярное произведение так, что норма будет определяться
равенством (1),
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в 1.4 связь нормы в В с нормой в П, будем иметь

1£| « Um\xn\ - lim /(^^Г) - /(П)„
п-»оо

|еЯ, ж„ -*■ |, ж„е Я, п «- 1, 2, ...,

что и означает унитарность пространства Ж

Отметим еще одно вполне очевидное предложение.

4) Подпространство унитарного пространства также является

унитарным пространством.
5.2. Основной интерес представляет полное унитарное

пространство. Такое пространство называется гильбертовым (по
имени немецкого математика Д.- Гильберта) *).

Гильбертово пространство является непосредственным
обобщением евклидова пространства, поэтому его «геометрия» ближе, чем

в случае любого другого В-пространства, подходит к евклидовой
геометрии. Гильбертово пространство обладает многими такими

свойствами евклидова пространства, которыми ^-пространства
общего вида не обладают (см., например, соотношение (2)). Это
обстоятельство позволило развить функциональный анализ на

основе гильбертова пространства гораздо шире и полнее, чем на

основе общих нормированных пространств, благодаря чему теория

гильбертова пространства выделилась в большую самостоятельную
ветвь функционального анализа со своими результатами и

методами, не укладывающимися в рамки общего функционального
анализа, которому в основном посвящена эта книга. В связи с этим

здесь и ниже гильбертово пространство служит, как правило,

лишь для иллюстрации фактов, относящихся к общей теории.
5.3. Конкретным примером гильбертова пространства является

пространство Z2. Скалярное произведение в нем определяется
равенством

оо

(ж, »)=» ЗблЧл. х = (£1,Ъг, ...,%k, ...), у = 0ii, *Ь. •--. %..••)-

Норма, определенная согласно (1) через скалярное
произведение

[°°
11/2

совпадает с нормой, определенной в 2.3, почему мы за

рассматриваемым пространством сохраняем'прежнее обозначение Р. Как

было доказано, это пространство полно.

Более общим образом, пусть (Т, 2, ц) — пространство с

мерой. 1?{Т, 2, ц) становится гильбертовым пространством, если

*) Иногда при этом требуют еще, чтобы пространство было

бесконечномерным. Абстрактное гильбертово пространство было введено Нейманом [1].
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ПОЛОЖИТЬ

(*,y)=-J*(*)F(*Jdi*-
г

Норма в U совпадает с нормой, введенной по формуле (1).
Рассмотрим теперь один частный случай. Пусть функция <ре
е Ll(.a, b) такова, что <p(f)>0 п. в. (промежуток может быть
и бесконечным). Положим

v {A) = J ф (*) dt
А

для всех мпожеств А, измеримых по Лебегу. Обозначим через

L$,(a, b) гильбертово пространство функций, суммируемых
с квадратом по мере v. При этом скалярное произведение

определяется, очевидно, по формуле
ь

<*,») = J ф(*)[*(*)Й0]#-
а

Если <р(£) = 1, то Ьф (а, Ь) = I? (а, Ь). Как уже было доказано,

пространства Р и L9(a, b) сепарабельпы.
Примером несепарабельного гильбертова пространства может

служить совокупность Нс функций, определенных па

всей.числовой прямой и имеющих не более чем счетное множество

значений, отличных от нуля. При этом предполагается, что

21*(')12<°°*).
t

Скалярное произведение в Яе-определим по формуле

^
«у) = 2*(*) уЩ-

Предоставляем читателю доказать полноту этого пространства,

опираясь на полпоту I2.
Если обозначить через хх элемепт Нс:

*At) = W %Фъ -

то петрудпо проверить, что Ых — ххЛ = V2 (если тФт'), откуда
вытекает, что //« не сепарабельно.

5.4. При изучении гильбертовых пространств весьма важным

оказывается понятие ортогональности элементов.

*) Лишь для не более чем счетпого мшшества значений t функция x(t)
отлична от пуля. Таким образом, написанную сумму можно рассматривать
как обычный ряд.

41 Л. В. Канторович, Г. П. Акилов
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Элементы х и у гильбертова пространства // называются

ортогональными, если (ж, у) •= 0. При этом пишут ж -L
у.

Если фиксированный элемент х е Я ортогонален каждому

элементу некоторого множества Е^Н, то говорят, что ж

ортогонален Е, и пишут x-i-E.

Наконец^ если элементы двух множеств £, и Ег попарно
ортогональны, то эти множества назьшаются ортогональными

Укажем несколько простых фактов, касающихся введенных

понятий.

a) Если х -L у± и х -L уг, то х -L %у1 + цуг.
b) Если х -L уп (га — 1, 2, ...) и уп -*■ у, то х -L у.
Это следует непосредственно из непрерывности скалярного

произведения (см. 1) 5.1).

c) Если ж-1-Я," то x±-S{E).
Для доказательства надо воспользоваться пунктами а) и Ь).

d) Если ж -L Е, где Е
— фундаментальное в Я множество, т. е.

если &(Е) = Я, то ж =• 0.

Действительно, тогда ж -L Я, а следовательно, ж ортогопален
самому себе, т. е. (ж, ж) = 0, что равносильно ж «= 0.

e) Совокунность всех элементов, ортогональных данному
множеству Е, является подпространством пространства Я, т. е.

линейным
'

замкнутым множеством *). Это подпространство
называется ортогональным дополнением множества Е.

Основное значение в теории гильбертова пространства имеет

-Теорема 1. Пусть Я4 — подпространство гильбертова
пространства Я и Нг — его ортогональное дополнение. Каков бы ни

был элемент же//, его можно единственным образом
представить в форме .

х = х' + х", ж'еЯ„ I'eff,. (3>

При этом элемент х' реализует расстояние от ж до Яд, т. е.

Иж-а;'11 = р(ж, Я,)**). (4)

Доказательство. Обозначим d = p(z, //,) и найдем
элементы хп е Я, такой, что

«ж - ж„II2 < d2 + 1/га*, п = 1, 2, ... (5>

В силу соотношения (2)

. »*» - xj1 + Цх - ж„) + (ж -'жт)Н2 = 2П1ж - ж"112 + lb - жJI2]. (6>

•) В случае гильбертова пространства термин «подпространство»
далее всегда будет означать «замкнутое линейное множество».

•*) Эта теорема в настоящем ее виде доказана Реллнхом [1].
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А так как -^-g—- е Ну, то

\{х - хп) + (ж - xn)f- =ф- *п\Хп^>Ь<?.
Следовательно, из (6) с помощью (5) и этой оценки получаем

|*п-*тГ <2\е? + ± + <р +41-4*=4- + \
|_ п и J п. т

Таким образом, последовательность {хпУ сходится в себе.
В силу полноты пространства Н существует х' =■ lim xn. При

п->оо

втом х' е Нх (по замкнутости). Переходя к пределу в (5),
найдем Иж — ж'II < d, а так как для любого элемепта из /Л, в том

числе и для ж', должно быть \\х — х'\\ 2» d, то

«*-*'■-А (7)

Докажем теперь, что элемент ж" = х — ж' рртогопалеп Я, и

поэтому принадлежит Яг. Возьмем отличпый от пулевого

элемент уеЯ,. При любом К имеем i' + ^s#,, так что

Wx"-ly\\z-Wx-{x' + %yWz*d\
что можно переписать, нспользуя (7), в форме

=5(e*f у)-Я,(у, ж")+М2(у, у) 2*0.

В частности, при К = (ж", #)/(#, у) получаем отсюда

_

I («*. У) I2 1 (*"■ У) I2 . 1(**.у)Г^п
Тф 6.

'

*

К*", г/)12<0,

что может быть лишь в случае (ж"', у) = 0, ж" -Ly.
Итак, возможность представления ж в форме (3) и

соотношение (4) установлены. Докажем, что представление (3)
единственно. В самом деле, если

х — Ху + хи хх е а у, хг е нг1,

то, сопоставляя это с (3), получим

t
' "

п

X
— Ху = Ху — Ж .

Элемент, стоящий в левой части этого равенства, припадложит

Ни а в правой — Я2, поэтому ж' — хх J_ хх — ж", откуда

получаем х' — Ху = Ху — х" = 0. Теорема полностью доказана.

Элементы х' и ж", однозначно определяемые элементом ж,

будем называть проекциями элемента ж из подпрострапств Нх и

Н% соответственно.

11»
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Система, элементов {ха} (а ^ А) называется полной в

гильбертовом пространстве II, если множество {ха} фундаментально-
(см. II. 3.2) в Я, т. е. 11~<?{{ха)).

Следствие. Для того чтобы система элементов {ха} (аеА)
была полной в пространстве II, необхбдимо и достаточно, чтобы
не существовало отличного от нуля элемента, ортогонального

каждому элементу системы.

Действительно, необходимость условия вытекает из пр*едло-*
жения d) 5.4. Условие достаточно, так как если {ха} — неполная

система, то Я, *=2?({ха}) ФII и, следовательно, беря элемент же

е H\Ht и разлагая его на сумму проекций х — х' + х" (х' е Я,г
х" -i-Hi), будем иметь х" ^Ое х" -*-ха (а^А), что

противоречит условию.

5.5. Система элементов {ха} (а ^ А) гильбертова пространства
II называется ортогональной, если любые два различных элемента

этой системы ортогопальны. Если, кроме того, норма каждого»
элемента ха равна единице, то система называется ортонормалъ-

ной, или ортонормированной.
Важным примером ортогональной системы в 1?{а, Ь) является систе-

2л (t — а) 2л (t — a)
ма тригонометрических функций 1, cos—^ —', Bin—. , ....

2яп (t — а) 2лп (t — а)
..., cos —j—

» sin—. —,... Это полная система, так как

линейная оболочка данной системы — множество всех тригонометрических

полиномов— плотна в Ьг{а, Ь). Чтобы убедиться в этом заметим сначала, что

в Ьг(а, Ь) плотно множество всех ограниченных (измеримых) функций.
Далее, с помощью теоремы Лузина получаем, что в этом множестве будет
плотным множество непрерывных периодических (т. е. нринимающих
равные значения на концах промежутка [а, Ь]) функций. Наконец, па

основании теоремы Вейерштрасса заключаем, что множество тригонометрических
полиномов плотно в множестве непрерывных функций.

Другим примером ортогональной системы в L2{a, b) является так

называемая система Радемахера, состоящая из функций

*»(*) — (-1)*, -

^■(b-<i)<(-<i<y-(b-e); * = 0, 1,...,2П—1; п=0, 1, ...

Эта система неполная. Действительно, функция х (t) = (t — a) (t — b) -j-

-f- '. °'

ортогональна всем функциям системы.
6

В Р ортогональной системой будет система {х„} (хп = (0, 0, ..»

..., О, 1, 0, ...)). Ясно, что это полная система. Ортогональной системой в

Пс является совокупность {хг}, где х-, — элементы, определенные выше, в 5.3.

Если среди элементов ортогональной системы пет нулевого,

то такая система линейно независима. В самом деле,
- если бы

существовала линейная зависимость

п

Ь=1
"
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то, умножив скалярпо обе части этого равенства на ха.г мы

получили бы К, |ха.|2 = 0.

От ортогональной системы нетрудно. перейти к ортонормаль-
ной, если разделить каждый элемент на .-его норму

(предполагается, ч^о система не содержит нулевого влемента). Сложнее

осуществляется переход от произвольной системы элементов
к ортонормальпой. Ограничиваясь случаем счетных систем,

докажем следующую теорему об ортогонализацйи (по Шмидту).
Теорема 3 (об ортогонализацйи). Пусть {{/„} — линейно

независимая система элементов гильбертова пространства Н.
Существует ортонормальная система {хп} такая, что

*п=2Л., №ф0; и = 1,2,... (8)

Дадим два доказательства теоремы.

Первое доказательство: Положим

и допустим, что уже построены попарно ортогональные и

нормированные элементы хи хг, ..., £„_,, связанные с yif j/2, ..., j/„_i

соотношениями (8). Обозначим через Нп линейную оболочку

элементов ~уи уг, ..., J/»-i, а через Нп — ортогональное

дополнение Нп. Так как уп ф Нп, то в разложении

уп
= Уп + Уп, у'п^Н'п, »ЛеЯп,

проекция уп =f= 0. Обозначив

«п = Лт *.(»} = 1/||0»|г

будем иметь Иж„И = 1, и поскольку Хп J_Нп, aikeHn (ft<га),
то хп -i-xh (ft < n). Далее,

Хп = An Уп — An Уп
— Л„ уп.

Ввиду того, что уп^ Нп, имеем

П—1

Уп = 2 «ftV-
ft=i

Положив Aft =« — afc Я„ (ft < и), получим
п

Хп = 2j ^ft J/ft»

Доказательство теоремы завершается по индукции.
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Замечание 1. Поскольку А„ =j£0, то элемепты уп могут

быть выражены через xit хг, .-
-, хп:

Уп 2л. »4,п)= *

fc=i е>
И

'

1, 2, .. i О)

3 а м.е ч а н и е 2. Элементы ж„ определяются элементами у„

не однозначно. Однако если потребовать, чтобы ^4 > 0 (я =■ 1,
2, ...), то система {хп) будет единственна.

В самом деле, пусть имеются две системы. {хп) и {£„},
удовлетворяющие поставленному требованию. Используя соотношения- (8) и (9) и

аналогичные им для системы {хп}, мы можем. выразить элемепты одной
системы {хп} череа {ж„}, т. е. получить соотношение вида

sir» (Ю)

При этом нетрудно видеть,, что козффициепт pJJ1' положителен (он равеп

произведению "a^ViT*» г^® через л^1' обозначен соответствующий

коэффициент формулы (8) для системы {£„}). Отсюда ясно, что Xi = xt. Если уже

доказано, что 2| = xi, %a*= х2, ..., х'п-\ = xn-t, то, умножая скалярно обе

части равенства (10) на xj, будем иметь 0 = 6}"' (]<п), т. е. хп =

•= Р^1'^. А тогда, поскольку 1|£„|| = ||а:„||= 1, имеем. 6^ = 1, следователь-

НО) X 71 ^~ *£ л •

An

Второе доказательство. Введем обозначения

{.Ух, Ух) (Ух, Уг) • • • (Ух, Уп)
(Уг, Ух) (Ун, Уг) • • • (Уа, »п)

(Уп, Ух) (ffn, »г) ... {Уп, Уп)

{Уи Ух) (ffi, Уг) • •

1 (определитель

Грамма),

Хп —

(Уи Уп-i) Ух

{Уг, J/n-i) Уг

(Уп, Ух) (Уп, У2) (Уп, Уп-l) Уг

погашая последпий определитель как сумму произведений
элементов последнего столбца па соответствующие алгебраические
дополпепия. Яспо, что

(11)

п -1. (12)

\&п% Уп) — ^п?

(х'п, ук) = 0, к = 1, 2, .

Последпее ввиду того, что в получающемся в левой части

определителе будут два одинаковых столбца (&-й и п-й).
Если умножить (скалярпо) последний столбец определителя

хп на Xnt то, учитывая (11) и (12), получим определитель, в по-
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следпем столбце которого все элементы, кроме последнего, будут
равны нулю, а последний будет равен Д„. Разлагая полученный
определитель по элементам последнего столбца, придем к

соотношению

\Хп, Хп) = £ДпЛп—1, 71=1, Z, , . ,

Поскольку хпфО (в противпом случае элементы уи у2, ..., уп
были бы линейно зависимы), получаем, что Д„ ¥• О (и = 1, 2, ...).

Отметим, наконец, что элемент xh(k<.n) выражается линейно

через уi,^2, ..., ук и будет на основании (12) ортогонален хп.

Учитывая все сказанное, мы придем к требуемой ортопормаль-
ной последовательности, если положим

#п — п—Г7|
—

К1. /АДГж
п = 1, 2, (13)

5.6. Используем полученные результаты для построения системы
ортогональных по весу полипомов.'

В пространстве L* (о, Ь) в качестве {уп} возьмем

»»(*) — *"', п = 0, 1, ... (14)

При ортогопализации этой последовательности получим последовательность
{хл} такую, что

ч

*п о - S ^ftn)«h. 4n) фъ п -=.о, 1,...,

причем
h

тфп,
(хт' хп) = J-Ф (*) хт (*) *п (0 * = [±[ т = п.

Полипомы xn(t) называются ортогональными е весом <p(t). Они
играют большую роль в конструктивной теории функций. Поскольку система

(14) полная, будет полной и система ортогональных полиномов.

Явное выражение для ортогональных полиномов может быть получено
с помощью формулы (13). В этом случав

А„ =

так что

-on

сю h
, cjh= j<p(t)tj4ftdf, /, к = 0, 1, .... п,

*п(0
д'«)

г V\AZr.

соо coi con-i *

С1П-1 '

cnn-l z

V4»v-i
n = 0, 1

Из этих формул, между прочим, видно, что полиномы хп имеют
вещественные коэффициенты.
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. Если ф(<) еэ 1; а = —1, Ь = 1, то ортогональные полиномы называются

полиномами Лежандра и обозначаются Рп (*)• Можно доказать, что

•/'п(о-УЛ^ет^10а-т —О.1.... (15)

В случае <p(i) =■ (1 — t)~a(l + t)p; a = —1, 6 =« 1, получаем полиномы

ЯкоСи
J71

/<?•*» (t) = kn (1 - О-05 (l + *ГР -^ [(1 - t)a+n (1 + t)p+n]. (16)

где

k - (_ 1)" l/2-(a+P+2»+l> Г(а + Р + и + 1) «Ч-р + 2^+1
" ' у *

Г(а + „ + 1)Г(Р + п + 1) п\

В частности, при а = Р = —г1/2 приходим к полиномам Чебышева, часто

встречающимся в различных вопросах теории функций.
При q>(t) «=» р-'; о =« 0, 6 = оо; получаются полиномы Лагерра.

~

п\
е dt«le

„-«2

LnW-4ret^le~'tn]' <17>

Наконец, если <p(i) = е ; a = —оо, Ъ = оо; то ортогоналытые полипомы,

которые обозначаются в этом случае //„(<Ь называются полиномами Эрмита

5.7. Дальнейшее изложение относится главпым образом к се-

парабелыгому гильбертову пространству. Рассматривая
конкретные ортогопальные системы в конкретных сепарабельпых
пространствах, мы видиМ, что все они счетны. Это обстоятельство но

случайно. Именно, справедлива
Теорема 3. Ортонормальная система {ха) (asА) сепара-

белъного гильбертова пространства Н не более чем счетна.

Доказательство. Пусть D — счетпое плотное в J/
множество. Для каждого ха найдем ya^D такое, что

Иль-»„Н< 1/2.

При этом различным элементам ха и ха отвечают различные
элементы уа и уа-. Действительно,

II Уа — Уa' f = 1 (Жа — «а') + fax' — */<*') + (Уа ~ Ха) Ц >

>\Xa — Xaf\— Ц*а' ~ Уа-\ + || Уа ~ *а|| 1 > /2 — 1 > О,
так как

J Ха — Ха' f =» (ха — ЯГа., Ха — Жа') = (жа, Ха) + (ха; Х&) = 2.

Таким образом, множество {жа} эквивалентно части счетного

множества D, и потому само не более чем счетно.

*) Более полные сведения об ортогональных полипомах и, в частпости,

доказательства формул (15)—(18) читатель найдет в книге Натансон— I

(ом. также Сёге),
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Дополнением доказанной теоремы служит следующая
Теорема 4. Если сепарабельное гильбертово пространство

Н бесконечномерно, то в нем существует полная счетная орто-

нормальная система.

Доказательство. Исходя из счетного плотного в Н
множества D •= {z„}, построим липейпо независимую систему {ук},
иолную в И. Для этого, считая z± Ф О, положим у±

-= г,. Далее,
в качестве г/2 возьмем элемент zn с наименьшим номером п2 ^ 2

такой, что j/i и уг
—

г„г липейпо независимы. Продолжая так и

дальше, придем к искомой системе {укУ. Действительно, {ук) —
полная система, так как любой элемент -z„ есть, очевидно,

линейная комбинация элементов г/j
=

znj (щ < и), 'так что D с ,24{yft})
и, следовательно, &({ук}) •= Н.

Применяя в системе {ук) процесс ортогонализации, придем
к полной ортопормальной и, очевидно, счетной системе.

5.8. Пусть в гильбертовом пространство И дана ортопормаль-
ная система {хк). .Пусть, далее, #«=#. Числа

ак = \х, xk)t к = 1, 2, ..-.,

называются коэффициентами Фурье элемента х по данной
ортопормальной системе, а ряд

сю

2 ahxk

называется рядом Фурье элемента х.

Образуем, подпространство //„ = 2'({ж„ хг, ..., xj), элементы

которого, таким образом, суть всевозможные линейные

комбинации первых п элементов данной ортопормальной системы.

Имеет место
п

Теорема 5. Отрезок sn = 2 в/1жь ряда Фурье элемента х есть

проекция элемента х па подпространство Нп.
Доказательство. Так как

х = sn+(x — sn)

и s,eff„ то достаточно доказать, что J-s„lff„. Но ясно, что

х~-s„-L#,, (Л = 1, 2, ..., п), а тогда на основании пункта с) из

5.4 х — s„ JL Нп. Теорема доказана.
Используя заключение теоремы 1, получаем отсюда

Следствие 1. Какой бы элемент z = 2 аьхъ. ^ Нп ни взять,

Ь - *„0 = р(х, //.) *£ \\х - zll.
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Далее, поскольку

Ы* - lls„ll2 + lb- sj2 > \\sj\
'

(19)

1*«р=2ы\ (20)
fc=l

то справедливо и такое утверждение.
• Следствие 2. Имеет место неравенство (неравенство

Бесселя):

2Ы2<1И2.

Переходя здесь к пределу при и -»- «>, получим

2Ы2<№ (21)

Если для некоторого х^Н в (21) имеет место зпак равепства,

то говорят, что для х удовлетворено уравнение замкнутости, или

выполнено равенство Парсеваля.
Теорема 6. Каков бы ни был элемент х^Н, его ряд Фурье

всегда сходится, при этом сумма ряда' Фурье есть проекция

элемента х на подпространство H<> = 3?({xh}).
Для того чтобы сумма ряда Фурье была равна данному

элементу х, необходимо и достаточно, чтобы для этого элемента

удовлетворялось уравнение замкнутости.
Доказательство. Из неравенства (21) вытекает, что ряд

00

2 I Яь I2 .сходится. Обозначая, как и раньше, через s„ частную

сумму ряда Фурье* будем иметь

П+Р

К+р-*п|Р = Л |«fc|»—-О,
Ь=П+1 П-»со

откуда и следует сходимость ряда Фурье.
со

Пусть s=* 2 ahZh- Поскольку seff, и x — s+(.x — s), то, как

и при доказательстве теоремы 5, можно ограничиться

доказательством того, что х— s-LЯ0. Это проводится опять с

использованием пункта с) из 5.4.

Если, наконец, учитывая, равенство (20), переписать
соотношение (19) в форме

lx.—snf^lxf-^\ah\\
fc=-i

то без труда убедимся в справедливости второй части теоремы.
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Если система {xh) — полная, то #0 = # и проекция любого
влемента х е Ц на Ыв совпадает с ним са.мим. Это приводит к

такому факту.
Следствие 1. Если система {хк} — полная, то ряд Фурье

для любого геЯ сходится к х.

Ортонормальная система называется вамкнутой,. если для
каждого iefl удовлетворено уравнение замкнутости.

Учитывая предыдущие результаты, можно сформулировать
Следствие 2. Для того чтобы система была замкнутой,

необходимо и достаточно, чтобы она была полной.

Действительно, па основании теоремы 6 уравнение

замкнутости удовлетворено для всех же#о, и только для втих

элементов, поэтому замкпутость системы равносильна равенству #0~*
«= И, которое, в свою очередь, означает полноту данной системы.

Замечание. Если уравнение замкнутости удовлетворено
для фундаментального в Н множества Е, то данная

ортонормальная система замкнута.

Действительно, поскольку Н„ =э Е, то Нв = 3?(Е) = И.

Итак, если ix„} — полная ортонормальная система в //, то

любой влемент х^Н представим своим рядом Фурье.
со

X =* 2j вьЯ*.
•

h=l

Поэтому полную ортопормальную систему называют ортонормаль-
ным (или ортонормированным) базисом гильбертова пространства
И (ср. XII. 7.2).

Теорема.7 (Рисе — Фишер). Пусть имеется числовая после-

довательностъ {ch}, для которой ряд 2 I си I2 сходится, и зафикси-

ревана ортонормальная система {xh) в ~Я. Тогда существует
единственный элемент х^Н такой, что его коэффициенты Фурье
ан •= ch (ft «= 1, 2, ...), причем для х удовлетворено уравнение

замкнутости.

Доказательство. Так же, как при доказательстве преды-
со

дущей теоремы, убеждаемся, что ряд 2 Сихн сходится. ОбоЗНа-

чим его сумму через х. Тогда

an = {х, хп) ■= lim I 2 chxh, xn I = сПг п =» 1, 2Х .. .„

tH-»oo \fe=l /

' п будет ( 2 <"•,£•,, хп )=* с„.-То,
\h=l /

так как для тп^п будетI Zj снхн, *п 1=? c„.-io, что для элемента
\h=l /

х удовлетворено уравнение замкнутости, вытекает*из предыдущей
теоремы.
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Единственность элемента х также следует из теоремы 6, так

как элемент, для которого удовлетворено уравнение

замкнутости, должен быть суммой своего ряда Фурье.
Укажем еще на обобщенное уравнение замкнутости. Пусть для

элементов х, у&Н удовлетворено уравнение замкнутости.
Тогда, если lak} и ibh} —*■ соответственные последовательности

коэффициентов Фурье этих элементов, то

(х, у) = 2 akbh.
'

(22)
h=l

В самом деле, на основании теоремы 6

со со

х =- 2 ah^kr У — 2 bhxh;

поэтому

(п
п \ n

__

oo

_

2 ahxhf 2 bk*k = lim 2 аФк = 2 <*(.&*•
ft=l fe=i / n-»cofc=i h^a

Если рассматриваемая ортонормальная система полная, то

обобщенное уравнение замкнутости удовлетворено для любых

х, у&Н.
Если в сепарабельпом бесконечпомерном гильбертовом

пространстве Н имеется неполная ортонормальная система {хк} (ft ==•

"■ 1, 2, ...), то в этом случае, подпространство Нв, патянутое на

la*}, отлично от Н. Обозначим через Я ортогональное
дополнение подпространства Я0. Подпространство Я является сепара-

бельным гильбертовым пространством, и поэтому в нем можно

выделить полную ортонормальную пе более, чем счетную систему
IxJ (ft»=0, —1, —2, ...). Объединяя ее с имеющейся, получим
систему ixk) (ft ■=...—1, 0, 1, ...), которая будет полна во всем

пространстве Н. Действительно, всякий элемент у е #,
ортогональный всем хн (к ==...— 1, 0, 1, ...), должеп быть ортогонален

к подпрострапству Я0, т. е. должно быть у&В. Тогда, поскольку

(жJ (ft = 0, — 1, ...) — полная в Я система, имеем у
— О.

Отметим два факта из теории функций вещественной перемеппой,
доказательства которых получаются на основании приведенных выше общих
результатов.

Поскольку в пространстве Ьг(а, Ъ) тригонометрическая система —

полная, то на основании следствия 1 к теореме 6 всякая функция,
суммируемая с квадратом, разлагается в ряд Фурье (тригонометрический),
сходящийся в среднем (с показателем 2).

Иа теоремы Рисса — Фишера и неравенства (21) вытекает также, что

для того, чтобы данная суммируемая функция являлась элементом

пространства №, необходимо и достаточно, чтобы ряд из квадратов модулей ее

коэффициентов Фурье по тригонометрической системе сходился.

Интересно, что для других классов функций доказательство подобных
•результатов представляет большие трудности.
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5.9. В заключение докажем, что любые два сепарабельиые
•бесконечномерные гильбертовы пространства линейно изометрич-
иы (см. 1.3), точнее говоря, между их элементами можпо

установить взаимно однозначное соответствие, сохраняющее линейные

операции и скалярное произведение (а тем самым и норму).
Пусть II и II' — пространства указаппого вида. На основании

теоремы 4 существуют счетные полные ортонормальпые системы

Kxh) — в II, и [xh]— в Н'. Пусть х^П— произвольный элемент.

Обозначим через {ак} последовательность коэффициентов Фурье
«того элемента. Тогда по следствию 1 к теореме 6

X =* 2 ак%кщ
fe=l

СО

причем в силу неравенства (21) 2 I «hi2 < °°. Применим (в про-
fe=i

страпстве //') теорему Рисса — Фишера к последовательности

iah), найдем элемент х' е //', имеющий те же коэффициенты
Фурье, что и элемент х. При этом

со

X' = 2 «ft^h-
ft=l

Элемепт х' и соотпесем данному элементу х. Указанпое

соответствие удовлетворяет всем условиям из 1.3 (вместо равенства норм

вдесь нужно говорить о равенстве скалярных произведений
соответствующих элементов). Не останавливаясь, вследствие ее

простоты, па проверке сохранения алгебраических операций,
покажем, что если х, у е // й х' и у' — соответствующие им элементы

из #', то (ж, у) =* (х\ у'). Действительно, поскольку обе

системы— {xh} и [хк] —полные, то для элементов х,у и, равпым

образом, х', у' удовлетворено обобщенное уравнение замкпутости

<22), т. е.

со со

(ж, У) = 2 ahbh, (x', у') =• 2 ai&ht

где iak} означает последовательность коэффициентов Фурье
элемента х (и х'), a ibh) — элемента у (и у').

В частности, каждое сепарабельное бесконечномерное
гильбертово пространство II линейно изометрично (в указанном выше

смысле) пространству Р. Этот результат был установлен в статье

Неймана Ш. ,

Отметим без доказательства аналогичный результат для произвольных

гильбертовых пространств. Именно, можно доказать, что мощность полной

«ртонормальной системы является инвариантом пространства (размерность

пространства) и что пространства одинаковой размерности липсйно чзо-

метричпы. По поводу доказательства этого факта см., например, А х и е з е р,
JP л а з м а н.
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ЛИНЕЙНЫЕ ОПЕРАТОРЫ И ФУНКЦИОНАЛЫ

§ 1. Пространство операторов и сопряженное пространство

1.1. Так как, кроме линейных операторов, нам иногда будет
нужно рассматривать и нелинейные операторы, то в этом пункте
мы введем обозначения, охватывающие оба эти случая.

Пусть X и Y— два пространства (метрические или нормиро-

ваппые) и множество Q сг X.
. Если каждому ieQ сопоставлен элемент у

= U(x) е У, то

говорят, что на Q определен оператор U, переводящий
(отображающий) Q в У (или из Q в У). Множество Q называется

областью определения оператора U и обозначается Qu.
Множество Ли всех элементов вида у

— U(x) называется областью -гначе-

ний оператора U *). Если Qu — X, а Ар сг X, т. е. если оператор V

отображает X в себя, то мы будем говорить, что V— оператор
в X.

. Если U — оператор из Q <= X в У, то через U(E) (E cr Q) мы

будем обозначать множество всех элементов y&Y, представимых
в виде у -»U(x), .где ie£ При этом мы будем называть

множество U(E) образом множества Е.
Напомним определения важнейших классов операторов.

а) Пусть X и- Y — метрические пространства и U — оператор
из £2 <= X в F. U называется непрерывным в точке х„ е Q, если

при хя -*■ х0 (ж„ е= Q) будет Е/(ж») -*- Шхо). Если С/ непрерывен
в каждой точке множества Е <= Q, то говорят просто, что £7

непрерывен «а /?.
б) Если ХиУ— нормированные пространства и Q — линейное

множество, содержащееся в X, то оператор U из Q в Y
называется однородным, если

U(Kx) •=- Шж), геЙДеК.

£/ называется аддитивным, если

£7(ж, + ж2) — £/(ж,) + £7(т»), - «„ х2 е Q.

*) Часто вместо V(x) пишут Us, а вместо термина «оператор» в случа»

вслииойных операторов употребляют слово «отображение».
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*

в) U называется линейным оператором, если он аддитивен я

однороден на Q.v.
'

'

Отметим, что если X и Y — нормированные пространства и

U — аддитивный оператор из Q с X в F, непрерывный в

некоторой точке x0&Q, то U непрерывен на Q, т. е. в каждой точке

множества Q.
В самом деле, пусть х„ -*■ х{х, х„ e Q). Так как

х„'= 1хо + (х„ — х)] + (х — х„),
Хо "г \Хп

— X) —>■* Xq,

10

U(xn) = E/ir„ +(xn-x)) + Uix- хв)->- Шхв) + С7(ж-ж„) = U{x). .

1.2. Укажем критерий непрерывности линейного оператора.
Линейный оператор 17, переводящий нормированное

пространство X в нормированное пространство Y, называется

ограниченным,, если существует такая постоянная С, что для всех геХ

Н7ЫВ<СЫ. (1)
i

Теорема 1. Для того чтобы линейный оператор U был

непрерывным, необходимо и достаточно, чтобы он был ограниченным.
Доказательство. Необходимость. Пусть U —

линейный непрерывный оператор. Докажем, что

С0 = sup И Г/ (ж) 1| < оо.

хеХ

Если бы оказалось Св = °°, то нашлась бы такая

последовательность {х„} (г„еХ, Нж„Н = 1), что К„ = W(xn)W -*■ °°.

Рассмотрим последовательность {х„}' (хп = xj%n). Ясно* что жп->-0;

поэтому по непрерывности V должно быть U (а4) ->■ 0, тогда как

в действительности \U{х'п)\ = 1.

Пусть теперь х Ф 0 — произвольный элемент из X. Полагая
х = х/1Ы1, видим, что Иж'И = 1. Следовательно, Ш(ж')И *£.СЛ. -Но

по однородности оператора U (х') =»
л С/ (ж), так что

II t/Ы II <С„1Ы1

я (1) выполнено с С = С0.
Достаточность. Из условия (1) непосредственно вытекает

непрерывность оператора U в точке 0. Согласно 1.1 U будет
непрерывным в каждой точке пространства X.

Теорема докавана. »

'

Покажем, что С„ является наименьшей постоянной,
удовлетворяющей неравенству (1). Действительно, если 1Ы1 =■ 1, то

ЯЕ7(а:)11«£С и, следовательно, С^С. С другой стороны, С,
удовлетворяет неравенству (1).
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Замечание. Нетрудно видеть, что

. С0= sup||C7(*)||.
IMKl

В самом деле, очевидно, С0^ sup Ц U (х) ||. Вместе с тем для

*е=Х (1ЫК1, хФО) имеем ||С7 (*)| = 1И|к(:гт)1<Со. что при-
II 41х II/ И

водит к противоположному неравенству.
Определяемое оператором U число С0 называется нормой

линейного оператора U и обозначается II [711*). Согласно сказапиому
выше

IIU Ц = С0 = sup || U (х) Ц = sup || U (х) 8.

Из (1), беря С = Св = ИЕ711, получим

Ш(х)1КНСЛ111х11.

Отметим еще, что если установлено неравенство типа (1) с

некоторым С, то llt/ЖС

Обратим внимание, наконец, на простое геометрическое зпа-

чение числа II £711 — это верхняя грань коэффициента растяжения

вектора при преобразовании, осуществляемом оператором U.

1.3. Рассмотрим два нормированных пространства X и Y.

Совокупность L(X, Y) всевозможных линейных операторов,

переводящих X в Y, является векторным пространством (II.2.1).

Через В(Х, Y) обозначим множество всех линейных
непрерывных операторов, действующих из X в Y. Мы сейчас проверим,
что В(Х, Y) — линейное подмножество в ИХ, Y) и норма

оператора II£711 является нормой на В(Х, Y), т. е. Z?(X, F) —
нормированное пространство.

Если £7„ Е72 е В(Х, Y), U=U, + U2, то

■ 11Е7Ы11 < \\171Ш+ 11С72ЫИ < (IIC7.II + 11С72Н)1Ы1.

Следовательно, £7еЩГ, Г) и И£7Н *£ IIC7.II + Н£72Н.
Если U^BiX, Y), K^K, V =W, то ШИ = НШ1 = \K\W\\.

Ясно, что из 11С7Н = 0 следует IIС7ЫII «=0 при любом геХ.

Следовательно, U
«= 0. Таким образом, мы доказали, что В(Х, Y) —

нормированное пространство.
Докажем, что если Y — пространство образов — полное, то

будет полным и пространство В(Х, Y).
В самом деле, пусть Wn) — сходящаяся в себе

последовательность элементов пространства 2?(Х, F). Взяв произвольное е > 0,

*) Норма оператора в гильбертовом пространстве определена впервые
Гильбертом (см. Гильберт). Общее определение см. Банах [1].

Понятия линейного' и непрерывного оператора и функционала
вводились до этого многими авторами.
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будем иметь

Wm-UJ<e, m,n>N„
т. е. для любого х^Х

Wm(x) - С/„Ы11 < вЫ. (2)

откуда следует, что последовательность Wn(x)} элементов

пространства Y уходится в себе, и поэтому в силу полноты
пространства Y существует

U (х) = lim Un (x)% геХ,

Ясно, что U e L(X, Y). Переходя к пределу при т -»■ °° в

неравенстве (2), получим

\U (х)-ип(хЦ^ \ш\ит(х)-ип(х)\^еЧх1 n^Ne, (3)

т. е. оператор V(x) = £7(д;) — С7„(ж), геХ, является злемёнтом

пространства В(Х, Y). Тогда и U=V+Un^B(X, Y). При этом

из (3) следует
W-Uj<e, n>N„

что и означает, что £/„-»- U в пространстве Z?(X, F).
Изложенное выше приводит к следующей теореме.
Теорема 2. Если X — нормированное пространство, a Y —

В-пространство, то В(Х, Y) — В-пространстео.
Так как пространство скаляров К полно, то пространство

всех линейных непрерывных функционалов В(Х, К),
обозначаемое далее X*, является ^-пространством. Это /^-пространство X*

называется сопряженным к нормированному пространству X.

Если /еХ*, то

|/|=8ПР|/<*)|.

Напомним (II.2.2), что если рассматриваемое пространство
X комплексное, то умножение на комплексные числа в X*

определяется формулой

й/)Ы -Х/Ы,. /еХ*, х^Х. (4>

Обоснование целесообразности определения по формуле (4)
будет приведено ниже (см. 3.2).

§ 2. Некоторые функционалы и операторы
в конкретных пространствах

2.1. Рассмотрим следующий функционал в пространство
Cla, Ь\:

п

/(*)=2cfcz(*fc)« (1)
fe=l

12 л. В. Канторович, Г. П. Акилов
'
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где tu f2, ..., tn — некоторая система точек промежутка [а, Ы.
Примерами таких функционалов являются отдельное значение

функции в фиксированной точке, конечные разности функции,
сумма Римапа, взвешенная сумма по некоторой системе узлов.

Покажем, что функционал /, определяемый равенством. (1),
линеен, причем

11/1 = 2 Ы-" (2)

Линейповть / очевидна:
п

/ (А*! + ЦЗГ2) = S Cft [%Xi (tk) + \IXZ (th)] =
h=l

= 2 Cbbx^tk) + 2 cipx, (th) = %f (xx) + (X/ (x2).
h=l ft=l

Далее, из неравенства

<max |*(012Ы = 2ЫИ
n

2 With)

ясна непрерывность / и то, что

Построим теперь в промежутке [я, Ь\ кусочно-линейную
функцию х, принимающую в точках tit t2, ,.t„ значения

—x{th) = sign ch, к = 1, 2, ..., и,

линейную в промежутках lth, tk+l] (ft = 1, 2, ..., п
— 1) и

постоянную в промежутках la, tt] и [tn, Ы.
Ясно, что ШЖ<11, т. е. Ilirll < 1. А тогда

п п п

|] /J = sup | / (аг) | > / (ж) = 2 chx(tk) = 2fft sign ск = 2 I ск |,
l|x||«l fc=l h=l ft=l

^гго вместе с имеющимся противоположным неравенством и

дает (2).
2.2. Рассмотрим функционал в пространстве Cla, Ы,

определенный равенством
ь

f(x) = ^(t)x(t)dt, (3)
а

"где ф
— даппая суммируемая функция.

Примерами таких функционалов могут служить интеграл

функции, по всему промежутку [а, Ь\ или по частичному проме-

зкутку, моменты функции, коэффициенты Фурье ее и т. п.
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Покажем, что функционал (3) линейный и

ь

1/1-Лф(«)1*. <4>
а

То, что функционал / определен для всех хтС[а, Ъ] и даже*
для x^If(a, Ъ) и линеен, очевидно. Из неравенства

ь ь ь

|/(*)|<J|«P(*)*X«)I*< max |*(*)|Jl«pWI* = l*lf|4>(*)|«ft

вытекает его непрерывность и оценка для нормы:

ь

|/|<||ф(*)|Я.
а

Устанавливая противоположное неравенство, рассмотрим
сначала случай, когда функция ф непрерывна. Возьмем
произвольное е > 0 и разобьем промежуток 1а, Ь\ на части точками а •=-

•= tо < 11 <... < tn шт Ъ так, чтобы колебание функции ф в

каждом из промежутков [th, ffc+i] было меньше е. Все частичные

промежутки распределим на_две группы. В первую группу
отнесем промежутки Дц Да, ..., Дг такие, что. все значения функции
Ф в любом из втих промежутков одного внака (который можетг

меняться от промежутка к промежутку). Остальные промежутки

Д1а As, ..., А, поместим во вторую группу. Отметим, что

поскольку значения функции ф меняют внак в промежутке Д* (А: =»
«=» 1, 2, ..., s), то имеется значение, равное нулю; учитывая, что>

колебание функции ф в каждом частичном промежутке меньше*

е, получаем

|ф(0|<е, teAl; к = 1„ 2, ..., «.

Определим теперь функцию Sc-^Cla, Ы. Для промежутков

первой группы полагаем

x(t) = sign <p(t), t е= Ay, / ■= 1, 2, ..., г.

В остальных точках промежутка la, Ь\ считаем функцию
линейной. При атом, если а (или Ь) является концом промежутка

второй' группы, считаем х(а) =■ 0 (соответственно xlb) — 0).

Оценим снизу величину

/(ж) = §<p{t)x{t)dt.
а

12* •
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Принимая во внимание, что \x(t)\ < 1 (а<£ *£ Ь), получим
* г я

.1"ф(')*(0л=,5| {ф(<)*(9#+ S f Ф(*)*(*)Л>
j=i *» ft=i it

>2 Г|ф(«)|я-2 Пф(*)|* =
i=i / ft=i"»

Aj Ah
ь « .

ь

= 11 ф {t) | <» — 2 2 j | ф {t) | eft > j' | v (#) | <й — 2e (b — a).
a

b=1 ." о

Тем более, поскольку llxll *S 1,
ь

U\>f&)>\\<P(t)\dt-2e(b-a).
a

Устремляя здесь е -*■ 0, приходим к пужному неравенству. .

Будем теперь считать ф произвольной суммируемой
функцией. Так как множество всех непрерывных функций плотно в

пространстве L1, можно найти непрерывную функцию ф такую,
что

ь

|ф-ф1хвЛф(*)-ф(*)|Л<в.
а

По функции ф построим функцию х е С[а, Ь] с Ы < 1, как

описано выше, т. е. так, что

ь ъ

j Jjfy) х (t) dt > j" | ф (t) \ dt — 2e (fe - a) = 1 $|Li - 2e (b — a).
a a

Но

1фЬ >!№-1ф - фЪ > Wli.1 ^-e«

ш поэтому
ь ь ь

/ fa = j ф (0 ж (0 Л = J $ (*) iT(*) dt + J [Ф (t) - ф (*)) * (*) ей>
а а а

Ъ

>|Ф^-в-28<ь-а)-1|ф(|)-ф(*)И>|ф(ь1-2е(Ь-а+ 1).
а

Как и выше, заключаем отсюда, что

1/1>/Й>ЙФ«1.1-2е(Ь-а+1)<
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так что при е -*- О

что и требовалось доказать.
2.3. Функционал вида (3) можно рассматривать и в

пространстве Lp(a, b). Более общим образом, пусть (Г, 2, ц) —
пространство с о-копечной мерой. Докажем *), что

1(x)=\x{t)y{t)dpt (5)
т

где уеL4(T,-2, ц) (1<р<«, 1/р + 1/?—1), является линейпым

непрерывным функционалом в пространстве LP(T, 2, ц), причем

Т1/9

М = Ыьр L* J (6)
vrai sup | #(*)!, р=»1.

«ear

1) Рассмотрим сначала случай 1<р<<». Иптеграл (5)
определен для всех iei'. Это следует из интегрального
неравенства Гёльдера (см. IV.2.3). С помощью этого же неравенства

находим

/ (*) | = f х (*) у (t) ф |< Г f i у (о I" ф]1" Г \ иог^Г^ы^ь
т I 1Л J L*" J

следовательно,

1/IKI!<pIU- (7>
Чтобы доказать противоположное неравенство, рассмотрим

фупкцию
x(f) = l5f(f)l«-,sign5fW.

Так как

№t)\*~\yW\«*-l>~\ym\\
то х'^ L"; ири этом

II х И == ГJ1 х (I) Гф"Г - ГJI у (I) р ф"рв/Р = [fl у |tf]«*,

вследствие чего имеем

~

ь ь

|/|>/(т1г)-ж^(0*(0*™-пг1,,г(()Г*-
Вместе с (7) это и дает требуемое равенство.

*) Впоследствии будет доказано, что функциопалы, прсдставимые в

форме (5), исчерпывают множество линейных функционалов в пространстве
L* (1 <; р < оо), т. е. что (5) является общей формой линейного
функционала в L" (см. гл. VI, § 2),
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2) Пусть теперь р «= 1. Обозначим

Шь- - vraisupjy (f)| ■= Q.
tear

Неравенство H/ll < () очевидно. С другой стороны, взяв е > 0,
обозначим через А множество

A-itezT: \y{t)\>Q-eh

Отметим, что ц(А)>0. Определим функцию

{sign у {t)r t e= At

ь

Ясно, что x^L1 и I x \ == J | x (t) | dp, >= \i {А). Далее
a

A

Отсюда ввиду произвольности е имеем: И/И > Q, что вместе с

предыдущим приводит к равенству 11/П = Q.
3) Пусть, наконец, />■=«>. Неравенство 11/0 < ЯуИ Li очевидно.

С другой стороны, функция ХШ •= sign J/U) входит в L°° и

||#||Loo<H. Из неравенства

ll/H>l/HI = .fsigny(f).y(f)dfi = .fU(f)l^ = ||yf,Li

получаем Ц/Ц^ЦуЦ^ и, окончательно, | /1| = [ у |Li.
3 а м в ч а п и е. Если рассматривается комплексное

пространство L", то целесообразнее функционал (5) записывать в форме

-/(*)=(* (О у(0Ф.
т

Формула (6) при атом, очевидно, сохраняется (ср. 1.3).
2.4. Рассмотрим интегральный оператор у — Шх), заданный

равепством
ь

y{s)-$K{sxt)x(t)dtt (8)
a

где K(.st t) — непрерывная функция. В качестве примера

операторов вида (8) можно привести интегралы Дирихле и Фейера.
Покажем, что U — непрерывный линейный оператор из прост-
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ранства Cla, b) в Cla, b], причем
ь

[U\= max \\K(s, t)\dt = M. (9)

Липейпость оператора (8) очевидна, а из неравенства

|Z7(x)l=> max fК ($, t) x (t) Л <4*1 ™ах [ [К (s, t)\dt^ M\x\
'

следует его непрерывность и тот факт, что IIШ ^ М. Установим

неравенство противоположного знака. Так как интеграл
л

$\K(s,t)\dt''
а

представляет собой непрерывную функцию от s, то существует
такое «ое la, Ы, что

ь ь

М =■ max \\K(s,t)\dt~* f | К (s0, t) | dt.

Рассмотрим функцйопал в пространстве Cla, Ы типа (3) с cp(f) =
~=/iT(s0, t), т. е.

ь

f(x)=~§K(s0,t)x(t)dt, x<=C[a,b].
а

По предыдущему (см. 2.2) можпо найти такой элемент х ^ Cla, b]
с IISII ^ 1, что

ь

/ W>I /I - е = J |Kfo>. t)\dt- e = М-е.
а

Полагая тогда у = U(x), имеем, очевидно,

ь

lUl^\\U(xn = M>y(s0) = $K(So,t)x{t)dt = 1{x)^M-e,
а

и ввиду произвольности е получаем (9).

2.5. Покажем, что интегральный оператор (8) может

рассматриваться и как линейный оператор из пространства L La, b) в

IS {a, b); однако в атом случае

ь

\U\ =- max f |К(s, t)\ds = M'. (10)

Аддитивность U и здесь очевидна. Используя же теорему

Фубини о возможности перестановки порядка интегрирования,
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получаем неравенство

ъ ьъ ь ьгь т

l№)fl=J jJK(sxt)x(t}dt ds<j*IjliffeOlcb |х(<)|Л<Af'1*1,
a a a L« J

так что

ислкдг.

Далее, как и выше, подберем U e fa, Ь] так, чтобы

ь ь

Л/' => max J | Я («, *) I & = (,#(*, у|Л,

и затем, взяв произвольное е > 0, найдем, исходя из

равномерной непрерывности функции K(.s, t), такое б > 0, что

\К{8';П-К(8,т<г,
как только Is' — sl<6, \t' — t]<6. Окружим точку t0
промежутком d = Lfi, t2] (й ^ U =£ 'о ^ h *£ 6) так, чтобы длина его была
меньше b(h~U<b). Положим теперь

О, * ф d,

Обозначая у — U(x),
'

найдем

h-h% 1*1-1.

ь ь

а а а

Ь I*а I Ь I *2

"= v=^jIIк{$it)dt\ds>фт,II*(s>'«>df

dS =

ds

о *. a И.

| tf (s, *) — К {s, t0) \ dt\ds = M' — e (6 — a)}
что и дает (10).

Читатель без труда убедится, что если тот же оператор (8>

рассматривать как оператор из пространства L'(a, Ъ) в Cla, Ы,
то

\и\=твл\К{8,Щ.

2.6. Рассмотрим теперь интегральный оператор (8) как

оператор из пространства L2(a, b) в Lz(a, b). При этом ослабим

требование, накладываемое на ядро K(s, t) этого оператора. Именно,
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не предполагая его непрерывным, будем считать, что оно

измеримо на квадрате и

ь ь

§lj\K(sft)\idsdt=.N2<oot (11)
а а

Докажем, что при этом условии выражение (8) определяет
непрерывный оператор из Ьг в U, причем

llTIKtf. (12)

Непрерывность оператора (8) и оценка (12) для нормы
получаются как следствие неравенства Буняковского:

ь ь а ьг ь .
ь -|

-j §K{s,t)x(t)dt ds<J j|/i:(5,i)|4tj|x(0|adf |df-JV*|*P«
а а о La a J

Докажем, что в случае симметричного ядра (K(s, t)=*K(t, s))
имеет место точное равенство

ВШ-1/1Х.1, (13)

где Ki — наименьшее по модулю характеристическое значение

ядра K(s, t). Если же ядро несимметрично, то норма оператора U

выражается более сложно, именно

И£Л1 = 1/УЛ„ (14)

где Ai — наимепыпее собственное значение ядра
ь

К* (s, t^= j" К (т, s) К (т, *) dr.
а •

Для установления равенств (13) и (14) нам придется восполь-

воваться некоторыми сведениями из теории интегральных
уравнений*). Как известно, интегральное уравнение с симметричным
ядром имеет полную систему (нормированных) фундаментальных
функций и характеристических значений: шД*), <о2М, ..., Я„
Я2, ...— совокупность линейно независимых решений однородного

уравнения и тех %, при которых однородное уравнение имеет

отличные от пуля решения:
ь

(uh(s)^Xh^K{s,t)(oh{t)dt1l fc = l, 2, ...

a

Согласно теореме Гильберта — Шмидта **) всякая функщия, пред-
ставимая через ядро, в частности, y(s) — значение оператора,

•) См., например, Петровский.
**) См. так же.
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разлагается в сходящийся в среднем (в U) ряд по собственным

функциям:
ь

»(«) = 2 Г"«>*(«)« hh=\x{t)wh(t)dt; Л =1,2, ...

Отсюда (ср. теорему IV.5.6)
ь

г -

Это показывает, что WW < 1/1 Ail. Беря ж»=<о„ будем иметь ^^
■= U(x) = 2/Xi, а потому

Этим установлено (13).

Переходим к случаю произвольного ядра. Имеем, используя
теорему Фубини,

ь - ь г ь ь "]
bf = l\y(s)\2ds— U ^K(s,t)x(t)dtl К {s,4)x(x)dx\ ds=^

а а \_а a J.
ь ь г ь п

..= ja:(T)dT j If Я (s, *) ЛГ (в, т) Л * (*) Д =«

о о Le J
Ь а

- j f Я* (*, г) x (t) x (т) Л dx.

Обозначая через Лк, Qh(t) характеристические числа и

фундаментальные функции ядра K*(t, т), найдем, пользуясь опять

теоремой Гильберта — Шмидта,
ь ь

I »Р - J* СО A J я* С. т)*(«) л =■

а а

ь

ЯЛ=х|х(#)0Л(«)Л, к=1, 2, ...

Отсюда видпо, что 1IZ7II < 1/УЛ,; так же, как в предыдущем

случае, беря х = й,, убеждаемся, что имеет место знак равенства,
т. е. справедливо (14).
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2.7. Апалогичпые рассуждения позволяют определить норму

оператора U и в случае, когда в (8) имеется внеинтегральпый
член. Пусть

ь

у
= U (x)t y{s) = x{s) — %] К {s, t) х(t) dt. (15)

а

Ограничимся случаем симметричного ядра. Опять применим
ггеорему Гильберта — Шмидта, дополнив предварительно систему

фундаментальных функций до полной некоторыми функциями
<о0, со_,, и_2, ... Фупкцпя х будет иметь по этой системе

коэффициенты Фурье, которые мы обозначим ..., h-u h0, hu h2, ...

У функции у будут коэффициенты Фурье

ь

Tift = j У («) <»* (s) ds =.

а

Ь -,

x{s)-%§K{s, t)x{t)dt\(ah(s)ds^hh(i — ^,Л-1, 2, ...;

т)й
= Лй, fc = 0, —1, -2, ..-.

Отметим, что во всех случаях можно пользоваться первой из
этих формул, считая hh = °° для к = 0, —1, —2, ... В результате,

получим

fc=—оо h——oo I h '

где обозначепо

L = sup 11 — X/Xh |.
h

Очевидно,
W\\ = L.

2.8. Рассмотрим теперь операторы в копечномерных

пространствах. Пусть X и Y — конечномерные В-пространства
размерности т и п соответственно. Пусть U — линейпый оператор,

переводящий X в У. Обозначим через eh (.к = 1, 2, ..., то) элемент

пространства X, все координаты которого -равны пулю, кроме

к-а, равпой единице. Аналогичный смысл имеет элемент gteF
(/с>=1, 2, ,.у

п). Если ж=(|м |г, ..., £т)е=Х и у=(т]„ г)2, ...

•.., Т)„) eF, то

m n

ь=1 k=i
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Поэтому если у
«= £/(#), то

т

Обозначая координаты элемента U(eh) (/с «= 1, 2, ..., т) через
«1*, «2А, ..., anh, получим отсюда

*

n mn n/m \

1 у| - 2 тш - 2 £* 2 «*ft -SIS Ыь) ft-

Следовательно, ввиду линейной независимости элемептов glt g2,.. •

• •
ч £?»

tn

J]j = 2 ajfc£fe»; / — 1| 2, . » ., Щ

т. е. координаты элемепта y=^U(x) получаются из координат
элемента х преобразованием с помощью матрицы

/°11 в12--в1тп\

I в81 в22 • °2п> 1

\flm «па • • • апт-"Щ "П2

Обратно, всякая матрица, такого вида определяет линейный

оператор из X в У, в чем мы предоставляем убедиться читателю

самостоятельно*). Норма оператора U зависит от того, какой

метрикой- мы будем пользоваться в пространствах X и У.

а) Рассматриваем U как оператор из С в 1„ (см. IV.3.5).
Тогда

то т

||уЦ = |г7(а;)и=тах|1]3-Ктах 2 |а#||£,,К||:г||тах 2|агъ|«
т. е.

т

|*7||<max 2|«jfcl = £.
i fc=i

Выберем j„ так, чтобы

и построим х = (|i, £2, •.
-, 1m), полагая

. Ik = sign «ieft. Л = 1, 2, ... /re.

Тогда

|17|>|17(*)| = тах

i

m

2 ajfe£ft > 2 «70й1а = 21 щл I = £.

*) Таким образом, все липейпые операторы, действующие между
конечномерными ^-пространствами, непрерывны.
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Итак,
т

i k=i

Ь) Если U рассматривать как оператор из 1т в 1п (см. IV.3.5),
то

|ffl = ma*Sl|a*|=2/. (16)
ft j=-i

Действительно, то, что BZ7I!^L', очевидно. Далее, имеется

такое к0, что

Достаточпо теперь взять х •== (0, 0, ..., 1, ..., 0) (едипица стоит

на ft0-M месте). Тогда

так что ПДО«=£'.
с) Рассмотрим тот же оператор, считая пространства

евклидовыми, т. е. X = lm, Y — In. Тогда, если т = п и матрица А

симметрична,

При этом %i — наибольшее по модулю собственное значение

матрицы А.
В общем случае

ИДО = УЛ„

где Л4 — наибольшее по модулю собствениое значение матрицы
А*А (.А* —эрмитово сопряженная матрица)*).

Разберем сначала первый случай. Матрица А имеет

вещественные собственные числа Ки К2, ..., %п и линейно независимые

собственные векторы хи хг, ..., хп, которые можпо считать

нормированными и попарно ортогональными. Если х =•
с,^ +

+ с2х2 +...+ спх„, то

y = U (x)~U (с1х1 + с2х2 +... + спхп) = с^Х! + с2К2хг+ ... +с„'К„хпг

Iy\2 = \cih? + \C2K\2+ ••• +|сД„12<

<^(К12+К12+...+Ы2) =^№
причем равенство достигается для x = Xi.'

*) Элементы a*h матрицы А* определяются равепствами a*ft =
«= ah- (I = 1, 2, ..., т; k = 1, 2, ..., n). В частности, если А

-«-вещественная матрица, то а£= abj.

W\>W&)1
п

2
J=l

т

2 aiklh
Ь=Х
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Замечание. Отметим наличие и иного выражения для ИU\\
именно,

I " (
" \ I

1?7|| = sup \{Ax, х)\ -sup 2 2 aihlh )l} \.
В самом деле,

I {Ах, х)I < \\Ах\\Ы - 11Ш*)1НЫ1 < КП - \К\, Ы - 1. •

Но для #«=3:! равенство достигается. Следовательно,

sup|(i4a;» ж) | =* Ц If |.

Пусть теперь матрица А произвольная. В этом случае
получаем

ЦUЦ» - sup|С/(ж)"Р = sup (Ах, Ах) - sup 2 ( J ajklhf 2аиЬ) «*

я» Г m / n \ "1

•= sup 2 2 2а№ I* St = sup (Л=Ма:, ж) = Au
IMI=i •=! L ft—l \i—г / J M=i

где в соответствии со сказанным в замечании At есть

наибольшее собственное значение матрицы А*А.

При п = 1 оператор U превращается в фупкциопал. Матрица
А вырождается в этом случае в однострочечпую. Изменяя

обозначения, можно сказать, что всякий линейный функционал /
в те-мерном пространстве X определяется системой (ф!, ф2, ...

..., фт) из тп чисел:

т

/(*)=2q>ft£ftf ^^.^....УеХ.- (17)
Ь=1

Так как и, наоборот, любая система чисел (фь ф2, ...., фм)
определяет по формуле (17) некоторый линейпый функционал в X,
то можно отождествить фупкциопал / с определяющим его

набором и писать

/ = (ф|, ф2, . .
., фт). (18)

Норма функционала (18) в различных копкретных
пространствах определяется следующим образом:

m

х = С 11/1- 2|<Ы, (19)
ь=1

'

Х = #,, ||/|| = тах|фй|, (20)
h

Х=Йи 1/1=1/ 2|ф*12. (21)
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Замечание. Если X — комплексное пространство, то

целесообразно записывать формулу (17) в виде

т

f{x) ш. 2 фй£й>,

по-прежнему отождествляя / .с системой (ф4, ф2, ..., фто) (ср.
замечание в 2.3).

§ 3. Линейные функционалы и операторы
в гильбертовом пространстве

3.1. Оператор*) в сепарабельном гильбертовом пространстве

допускает матричное представление, подобное матричному
представлению оператора в конечномерных пространствах (см. 2.8).

Действительно, пусть U— оператор в сепарабельном
(бесконечномерном) гильбертовом пространстве И. Возьмем

произвольную полную ортопормальпую систему xt, хг, ..., хп, ... Каждый
элемент х^Н может быть представлен в форме

z=* 2 chxh%

где ch •=■ (х, xh) — коэффициенты Фурье элемента х. Поэтому на

основании непрерывности оператора U

оо

у =* Ux = 2 chUxh-
ft=l

Отсюда, сравнивая коэффициенты Фурье левой и правой частей,
'

найдем
оо

dj = 2 «iftcft* - (1)

где dj — коэффициенты Фурье элемента у, а ай
— коэффициенты

Фурье элемента Uxh.
Итак, последовательность коэффициентов Фурье элемента

у
■=» Ux получается из последовательности коэффициентов Фурье

элемента х посредством преобразования матрицей

а.

°2к

ift
•■

«о.

(2)

*) Когда речь идет о гильбертовом пространстве, термин «оператор»
будет всегда означать «линейный непрерывный оператор». Кроме тдго, вме-

сю U(x) будем писать Ux,
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Таким образом, как и в конечномерном случае, оператор U

допускает матричное представление.
Следует, однако, иметь в виду, что, в отличие от

конечномерного случая, отнюдь не всякая матрица типа (2) определяет
линейныц оператор. Необходимым и достаточным условием этого

является существование такой постоянной С, что при любых

т, п = 1, 2, ..,

п

>2.
5=1-

m

2 a#cft
ft=i

<С2Ы2,
fc=l

(3)

каковы бы ни были с,, с2, ..., ст.

Необходимость этого условия почти очевидна. Беря в

качестве х элемент, коэффициенты Фурье которого, начиная с {тЛ-1)-~
то, равны нулю, получим

m а

2 <4hPh =•

Ь=1

m

= №a2 = |t^I2<l!tfli2IN3 = W? 2 \ch\\
ft=l

откуда видно, что в качестве С можно взять И£Л1.

Наоборот, если соблюдено неравенство (3), то, устремляя в

нем т и затем п к бесконечности, получим

n I
2
*"ll

m I

2 ajftcft
ft=l 1

% oo

<2
8=1

\yf 2
3=1

2 a}hch <c*2\ck\*~c*ixf.
ft=i

Высказанный признак затруднителен для проверки, в связи

с чем мы укажем более простое достаточное условие, которое
сильно сужает класс операторов. Именпо, если

d2 =2 2Кт,|2<оо,
3=1 fc=l

то матрица (2) определяет по формулам (1) липейный оператор
вН.

Действительно,
зо 2 оо оо оо оо оо

\\yf ■2
*=1

2 OjftCft
ft=l

< 2 2 le*|* 2 Ы2 = 2 2 \ajk\4x[\
i=i ft=i fc=i 3=1 ft=i

откуда вытекает ограниченность оператора U и оцепка llf/II^D.
Отметим еще, что матричное представление оператора U

зависит от выбора ортонормальной системы xt, хг, ..., хп, ..., при
изменении которой изменяется и матрица (2), представляющая

данный оператор. U. Вопрос о том, при каких условиях две

матрицы типа (2) определяют один и тот же оператор, представляет
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большие трудности, и мы пе будем его исследовать, отсылая

читателя к специальным монографиям*).
3.2. Выясним теперь общий вид линейного функционала в

гильбертовом пространстве.
Рассматривая в пространстве Я скалярное произведение (х, у)

с фиксированным у^Н, мы без труда убеждаемся, что оно

представляет собой линейный функционал. Действительно, пусть

/Ы = (ж, у). (4)

Аддитивность и однородность функционала / есть просто аксиома

2 пространства со. скалярным произведением, а ограниченность

/ является следствием неравенства Коши — Буняковского!

па основании которого можно заключить, что

п/и«г \\у\\. (5)

Докажем, что функционалами вида (4) исчерпываются все

линейные функционалы в Н, причем в (5) имеет место знак

равенства.

Теорема 1. Каков бы ни был непрерывный линейный
функционал f в гильбертовом пространстве Н, существует элемент

у е //, однозначно определяемый функционалом f и такой, что при

каждом х<=Н имеет место (4). При этом справедливо равенство

Н/П - llj/ll. -

.
(6)

Доказательство. Установим сначала существование

элемента у. Обозначим через Н„ множество тех элементов х&Н,
для которых fix) = 0. Вследствие линейности и непрерывности

функционала / зто множество является замкнутым

подпространством. Если при этом Н0 =■ Я, то можно принять у «=■ О.

Рассмотрим случай, когда Но^Д. Пусть yv^Ht. Представим
j/o в форме

Уо = у' + у",у'&Н„у"Л.Н,

(теорема IV.5.1). Ясно, что у" "^О, fiy")Ф0, поэтому можно

считать /(у")=»1. Возьмем произвольный элемент ж а Я и

обозначим fix) =• а. Элемент х' •=* х — ay" e #0, так как

fix) - fix) - afiy") - а - а - 0.

Поэтому
(х, y")-ix' + ay\ у")-а(у", у"),

так что

и можно принять у*=у"Ну"у у")- Итак, существование
элемента у доказано.

*) См. например, Ахиазер, Главная,

13 л. В. Канторович, Г. П. Акилов
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Единственность этого элемента устанавливается просто.

Действительно, если для всех х&Н

(х, у) == (х% j/,),

то (ж, у
— yi) = Q и, следовательно, у — yi-LH, что возможно лишь

в случае у = #,. Далее,

->'i>'(ra)=JTJr=,rt
что вместе с (5) дает равепство (6) *).

Теорема полностью доказана.

В частности, в пространстве L4T, 2, ц) общей формой линей-

.
ного функционала будет

/(х) = (х, у) = )х(t)уЩ d\i, х,у(= L2.
т

В пространстве I2 —

со

/(х) = (х, у) = 2 Ьл»г *'е= (Е„ |2, ...), у = (Hi, %,.-.) е Р.
ft=i

Общая форма функционала в пространстве Lz(a, b) указана

Фреше [2], для абстрактного гильбертова пространства в сена-

рабельном случае
— Нейманом Ш, в общем случае — Реллихом

II].
В 1.3 мы ввели умножение на скаляр для функционалов в

комплексном нормированном пространстве но формуле

(Я/)Ы=я7(ж). (7>

Для того чтобы оправдать целесообразность этого

определения, рассмотрим функционалы в гильбертовом пространстве //.
Теорема об общей форме линейного функционала в гильбертовом
пространстве дает основапие для отождествления функционала
/ е Н* с определяющим его элементом у^Н:

/Ы = (ж, у), х^Н. (8>

При этом, если /4 определяется элементом j/t, a /2 — элементом

у2, то, очевидно, Д + /, определяется элементом yi + уг. Благодаря
тому, что а/ определяется формулой (7), то же можно сказать

про функционал Я/ и элемент Ку. Действительно,

(Я/)(ж) = Я/Ы = Я(ж, у) — (х, Ху). (9)

Поскольку, кроме того, 11/11 = ИрП, то сказанное дает право
отождествить пространство Н* функциопалов / с пространством И
элементов у: они линейно изометричны.

*) Если у = О, (6) следует из (4) непосредственно.
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3.3. Пусть U — линейный (ограниченный) оператор в

гильбертовом пространстве Н. Рассмотрим функционал

/Ы = (Ux, у),

где у
— фиксированный элемент из Я. Очевидно, / — линейный

функционал, а так как

■ 1/Ы1 = \(Ux, у)\ < WxMyW =S НШ1Ы1Ну11,

гго функционал / ограниченный, причем

П/Н-.< WWWyW. (10)

Поэтому по теореме 1 существует элемент у*^Н такой, что

}(х) = (х, у*), же Я,

(Ux, у) = (х, у*), х^Н. ' "(11)

Элемент у* однозначно определяется функционалом / и,

следовательно, в конечном счете элементом у. Таким образом,
сопоставляя элементу у элемент у*, мы получаем оператор в Н. Этот

оператор обозначается U* и называется сопряженным 'к, U. За*

мешш в (11)'у* ыа U*y, получим соотношение, определяющее

сопряженный оператор:

(Ux, у) = (х, U*y), х, у^Н.

Оператор U* аддитивен, так как, складывая соотношения

(Ux, j/,) = (х, U*yt), (Ux, уг) = (х, и*уг),

которые выполняются для всех х^И, получим

(UX, У1 + Уг) = (X, U*y, + U*Vi),
откуда

*7*(j/i + !/2> = i7*J/i + tf*J/2.

Аналогично,

(Ux, iy) = - i(Ux, у) — - i(x, U*y) — (x, iU*y), х,у*^Н,

откуда
U*(iy) = iU*y.

Следовательно, U*Cky) = KU*y для любого Я,, откуда U* —

линейный оператор.
Далее, поскольку П/Л = Пу*Н, то неравенство (10),

переписанное в форме

Ну*II = \\U*yW *S ШЩ\\,
показывает ограниченность оператора U*, причем IIC/*II < llf/ll.

13*
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Нетрудно видеть, что оператор U** = (£/*)* совпадает с U.

В самом деле, для всех х, у^Н имеют место равенства

- Ш*ж, у) = (ж, U**y),
(U*x, у) -= (ж, Uy),

откуда (ж, U**y) =• (ж, Uy), .так что U**y »= Uy при любом у^Н.
Отмеченное обстоятельство позволяет установить равенство

норм операторов U и U*. Действительно, пользуясь уже
доказанным неравенством, получим WW «= II 17**11 «£ 1117*11, что вместе с

предыдущим и приводит к равенству НС/*П •= ilZ/ll.-

Оператор U, совпадающий со своим сопряженным, называется

самосопряженным. Самосопряженный оператор характеризуется

равенством
(С/ж, у) =» (ж, Uy), ж, у^Н.

Самосопряженные операторы играют основную роль в теорип

операторов в гильбертовом пространстве, так как наиболее
глубокие факты этой теории относятся как раз к самосопряженным

операторам. При втом оказывается возможным рассматривать и

неограниченные операторы.

Ниже (см. главу IX) понятие сопряженного оператора будет
обобщено на случай линейных операторов в произвольных В-про-
странствах. Однако при втом сопряженный оператор будет
определен, вообще говоря, в другом пространстве, поэтому попятие

самосопряженного оператора не может быть перенесено па общий
случай.

Пусть H=*L4a, Ъ) и U— интегральный оператор,
определенный в 2.6, т. е. у

•** Ux означает

ь ь ь

y(s)*~§K(s,t)x{t)dtt §§\K(s, t)\*dsdt<: + <x>. (12)
а а а

Нетрудно проверить, что сопряженный оператор U* также

является интегральным. Именно, если у* = U*y, то

ь

y*(s)-$K*(s,t)y(t)dt, K*{s,t)^Kjt^s). (13)
а

Действительно, для любого iet! должно быть

(Ux, у) — (ж, у*),
т. е.

ьгь -j ь

J Jz(»,*)x(f)d* FWA-J»(*)FW<«.
а [_а J a

Следовательно,

i*{t)\y*(t)-$K&t)y(s)ds Lo,



« S] ФУНКЦИОНАЛЫ В ГИЛЬБЕРТОВОМ ПРОСТРАНСТВ!! 197

откуда ввиду произвольности х получаем
• ь

y*(t)^lJK{s,t)y(s)ds,
что с точностью до обозначений совпадает с (13).

Оператор (12) будет самосопряженным, если ядро K(s, t)
комплексно симметрично, т. е. если

Kit, s) = K{s, t).

Пусть теперь оператор U определяется матрицей (2).
Обозначая коэффициенты Фурье элемента у через dit dz, ..., будем
иметь

00 / 00 \ ГО ОО -

(Ux, у) = 2 ( 2 ajhch I d} = 2 ch 2 aihdj = (x, y*)t

где у* — элемент, коэффициенты Фурье которого суть

dj =■ 2 «jft^ft. / = 1,2,...; a*k = ow.

Поскольку у* «= J7*y, то это значит, что оператор U*
определяется матрицей

.
* * *

rau °i2 ••• ат
» • *

* * *

ап аа ••• в# •••

эрмитово сопряженной с матрицей (2). В частпости, Lr* = U
означает oft

= ak>
3.4. Важный класс операторов в гильбертовом пространстве

образуют так называемое операторы проектирования, или

проекторы.
Пусть Hv — подпространство гильбертова пространства //.

Согласно теореме IV.5.1 каждому х^Н однозначно соответствует
его проекция на подпространство //<>. Тем самым в /7 определен
оператор Р ■= Рн i который называется оператором

проектирования, или проектором (на подпространство Н0).
Отметим очевидные свойства проекторов.
a) Каков бы ни был х<=Н, элементы Рх и х — Рх

ортогональны.

b) геЯ0 эквивалентно Рх = х.

c) х _[_Не эквивалентно Рх •= 0.

Далее, так как ПжУ2 = \\Рх№ + Нж — Рх\\2, то ИРж11 «S 1Ы1, откуда
DPII *£ 1. Если #« не сводится к одному нулевому элементу, то,
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взяв х е Н0 с Ш'Л = 1, получим ПРИ > WPxW = Шс11 = 1. Так что

установлено

d) HP" = 1.
Класс проекторов характеризуется следующей теоремой.
Теорема 2. Для того чтобы линейный оператор Р в II был

проектором, необходимо и достаточно, чтобы:
1) Р был самосопряженным оператором;
2) для каждого хеП выполнялось равенство Р(Рх) = Рх.

Доказательство. Необходимость. Пусть Р —-

проектор на подпространство //„. Возьмем произвольные х, jfe // и

лредставим их в форме
х = х' + х", x' = Px^Ih, x"JL//o,

У
= у' + у", y' = Py^Ih, у" ±По.

Имеем тогда

(Рх, y) = U', y' + y")-(x', у') = (х' + х", у') = (х, Ру),

откуда следует самосопряженность оператора Р.

Далее, с помощью Ь)

Р(Рх) = Рх' = х' = Рх,

что доказывает необходимость второго условия.
Достаточность. Пусть Р — линейный оператор,

удовлетворяющий обоим условиям теоремы. Обозначим через П0
множество всех таких х е //, для которых Рх — х. Без труда
проверяется, что Но является подпространством. Докажем, что Р —

проектор на //<,. В самом деле, возьмем произвольный х^Н0 и

представим его в форме
х =? Рх + (х — Рх).

Надо доказать, что Рх ^ II„, х — Рх \_ II0.

Первое очевидно, так как Р(Рх) — Рх. Если, далее, и е //0г
то Ри — и и, следовательно,

(х — Рх, и) = (х, и) — (Рх, и) = (х, и) — (х, Ри) = 0;

таким образом, x — Px-i- //„, и доказательство теоремы закончено.
Чтобы получить удобное матричное представление

проектирующего оператора Р, следует выбрать ортопормальпую
систему х,, хг, так, чтобы при каждом к — 1, 2, ... было либо

хк^ If», либо хк]_Н0 *). При таком выборе будет

[0, 1Фк,

ajh = (Pxh, Xj) =■■ 0, / - к, xh _L Я0,

ll,' / = /.-, xb^II0.

*) Это достигается таким путем: выбираются ортопормалыше системы
в Н0 и в ортогональном дополнении к И0, полные в каждом из

подпространств. Эти системы объединяются затем в одпу (ср. IV.5.8).
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Таким образом, все элементы матрицы (2), представляющей
проектор Р, равны пулю, кроме элементов, стоящих на главной

диагонали, которые могут равняться единице.

Сопряженные операторы it проекторы введены в случае сепа-

рабельного гильбертова пространства Нейманом [1], в общем
случае — Реллнхом [1].

3.5. Установим соотношение между оператором
проектирования, введенным в 3:4, и проектором в смысле теории

нормированных пространств (IV.1.9). Первые операторы мы временно
назовем ортонроекторами, а вторые

—

проекторами. Пусть
//—гильбертово «ространство. Очевидно, что ортопроектор является

проектором; обратное неверно. Теорема 1V.5.1 показывает, что па,

всякое подпространство гильбертова пространства существует

ортопроектор, а тогда оно дополняемо (в смысле IV.1.9).

Оказывается, это свойство характеризует гильбертово пространство в

классе /^-пространств.
Теорема 3. Если в В-пространстве X любое замкнутое

подпространство имеет дополнение, то X изоморфно некоторому
гильбертовому пространству.

Теорема 3, доказательство которой (а также конкретные

примеры педополняемых подпространств в различных fi-простран-
ствах) можно нантп в статье Кадеца и Митягина [И, была

доказана Й. Линденштрауссом и Л. Цафрирн. Наиболее известные

из конкретных примеров педополняемых подпространств: с0 пе-

дополияемо в Iх; С[0, 1] недонолняемо в L~(0, 1).

§ 4. Кольцо операторов

4.1. Линейные операторы можно не только складывать, но и

перемножать. Пусть X, Y, Z — нормированные пространства, а V
и V — линейные операторы из X в У н из У в Z соответственно

(U^B(X, Y), V^B(Y, Z)). Под произведением операторов V и

ч

U мы будем понимать оператор W = VU из X в Z, определяемый
следующим образом:

W{x)-V{U{x)\ xeX*).
Так как

_,

1VU, + хг) = F(C/U, + *,)) = VWlx,) + U(x2)) =
= F(E/(x.)) + VWW) = №,) + WixJ,.

wixn = шиып < шм/ыи < 1И70Ш1Ы1,

to' W — линейный оператор, причем

\\w\\ = п vu\\<uvnu\\. (i)

Если X, У, Z — конечномерные пространства (размерности
m, п, р соответственно) и Л, В, С — матрицы, определяющие

*) Это определение имеет смысл и для нелинейных операторов.
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соответствующие операторы U, V, W, то С = ВА. Действительно,
z = W(x) означает

т

£j =" 2jcjkbh* /==1»2,...,р; x = (it,i2t• • •»1m); 2= (£1,£2»• • •»£j>).

С другой стороны,'z= V(.y), где y
= U(x), т. е.

n m

£j =? i^ hi Чт Чч = 2j aqh £ft»
'

9=1 ft=l

7=1, 2, ..., p; g = l, 2, .... n; у = (и,, и?, .... и„).

Сопоставляя это с предыдущим и учитывая произвольность
элемента х, получим -

*>

cift = 2 ьк «efe. / = 1, 2, ...; р; & = 1, 2, ..., то,.
«=1

что и требовалось доказать.
Как -известно из алгебры, произведение двух матриц может

быть матрицей, все элементы которой равны нулю, несмотря на

то, что матрицы-сомножители отличпы от нуля. Это

обстоятельство показывает, что в (1) неравенство не может быть заменено

равенством даже в случае конечномерных пространств.
Однако ряд свойств произведения чисел сохраняется и для

операторов. Укажем, например, опуская очевидные

доказательства, па дистрибутивность и ассоциативность умножения. Далее,
существуют операторы, играющие роль единицы при умножении
чисел. Однако, в отличие от числового умножения, здесь имеются

две «единицы» — левая и правая. Так, оператор / е В(Х, X),
осуществляющий тождественное преобразование в X:

/Ы=ж, жеХ, (2)

будет правой единицей:

С/7 = £/,

а аналогичный onepajrop I, в У — левой единицей:

/,С/= Z7.

Следует особо подчеркнуть отсутствие коммутативности при
умножепии операторов. Более того, оператор UV, вообще говоря,
и не определен, поэтому равенство UV

= VU лишено содержания.

Но даже когда UV имеет смысл (а это будет, очевидно,- в случав

Z=*X), операторы VU и UV определены в разных
пространствах — первый в X, второй в У.

В связи с этим вопрос о перестановочности операторов U и V
может ставиться лишь тогда, когда X =• У •=» Z, т. е. когда оба

оператора суть операторы в одном и том же пространстве X,
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иными словами, являются элементами пространства В(Х, X).
Однако и в этом случае равенство UV = VU для произвольных
операторов U, V е Ь(Х, X) не имеет места, если только X не

одномерное пространство.
4.2. Среди пространств В(Х, Y) пространство непрерывных

линейных операторов, переводящих X в себя, В(Х, X), занимает

особое место, так как только в нем произведение любых двух
элементов имеет смысл.
"

Система, для элементов которой определены два действия;

сложение и умпожение, подчиненных обычным законам действий
.над числами (за исключением коммутативности и обратимости
для умножения), называется кольцом. Если умножение
определено для элементов нормированного пространства, то последнее

называется нормированным кольцом*). При этом,-чтобы связать

операцию умножение с метрикой пространства, требуют
непрерывность произведепия.

Таким образом, пространство В(Х, X) является

нормированным кольцом (непрерывность произведения следует из

неравенства (1)) **).

В нормированном кольце, в частпости в пространстве В(Х, X),
могут быть определены степени любого элемента. Пусть £/е
^ В(Х, X). По определению

ЬР"-7, Un = U"-1U, n = l, 2, ...,

где / — тождественный оператор в X (см. (2)).
Так как это определение ничем не отличается от

соответствующего определения для чисел, то для любых целых
положительных тип

итип = ит+п,

откуда следует, что все степени одного "и того же оператора U

перестановочны между собой.

Далее, применяя последовательно (1), найдем
\Ш"\\ < Ш1", п = 0, 1, ... (3)

При этом знак равенства, вообще говоря, не имеет места.

Будем считать в дальнейшем пространство X полным. Тогда
по теореме 1.2 будет полным и пространство В(Х, X). В этом

предположении рассмотрим «геометрическую прогрессию»

1+и + и* + ... + £/" + ... -. (4)

*) В литературе часто употребляют термин нормированная алгебра,
а в случае полноты по норме — банахова алгебра.

**) Теорией нормированных колец мы будем заниматься лишь в связи

с пространством В(Х, X). Читателя, желающего ближе познакомиться с

нормированными кольцами, мы отсылаем к книге М. А. Наймарка (см.
Наймарк).
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Выясним, при каких условиях этот ряд сходится. Из (3)

непосредственно вытекает, что сходимость во всяком случае имеет

место, когда
*■

'

11Ш<1, (5)

так как тогда ряд (4) мажорируется сходящимся числовым рядом

l + il£/il + ll£/ll2 + ... + llf/ll" + ...

и, следовательно ввиду полноты прострапства В(Х, X) сходится

(см. IV.1.5). Однако,, в отличие от числового случая, условие (5)

не является необходимым для сходимости ряда (3).

Теорема 1. Какое бы ни был оператор U е В{Х, X),
существует

■

'

UmYiU^-cv.
П-*оо

При этом, если cv < 1, то ряд (4) сходится, если ev > 1.—
расходится.

Доказательство. Обозначим а~ inf у||С"| и докажем,

что си
= lim |/|l/"l == a.

п-*оо

Пусть е > 0. Найдем m такое, что

Пусть, далее,

Ж = тах[1, ШП, .... HZ7m-fll].

Рассмотрим произвольное я, представим его в форме п = knm +
+ 1„ (0 < /„ ^ m — 1). При этом на основании (3)

VWl<V\uln\\\Um(n<МшIUm fn/n < М1/п(а + е)(П-'")/п.
Так как

limM1/"(a + e)(n"'",/" = a + eI,
71-* оо

то найдется Ne такое, что

М1!п (а + ef-'")/n < а + 2-е, п > Ne.

Следовательно, для n&*Ne

откуда и следует существование lira у \i/n\ = a,
П-»оо
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Сходимость (в случае cv < 1) или расходимость (в случае
Си > 1) ряда (4) получается теперь с помощью применения при-

оо

знака сходимости Коши к ряду 2 || Un |.
п—о

Следствие.. Для того чтобы ряд (4) сходился, необходима
и достаточно, чтобы при некотором к было

П£/*И<1. (6)

Действительно, если ряд (4) сходится, то \Юп\\ -*■ 0, и потому

(6) выполнено при достаточно большом к. Наоборот, если (6)

имеет место, то Си
= inf у | Un |^ у | Uh | < 1 и, следовательно,

п

ряд (4) сходится.
4.3. Рассмотрим вопрос об обращении действия умножения

операторов. Пусть имеется линейный оператор U, отображающий
'„нормированное пространство X в нормированное пространство У.

Будем говорить, что оператдр U имеет обратный (или, иначе,

обратим), если существует оператор V, отображающий У в X и

такой, что

VU=IX, UV = IY, -(7)

где Ix, соответственно IY, есть оператор, осуществляющий
тождественное преобразование пространства X, соответственно

пространства У*). Оператор" V называется обратным по отношению

к U и обозначается V = U~\

Непосредственно из определепия следует, что обратный
оператор U~l, так же как и данный, линеен. В самом деле, если

Ун J/2e У, то в силу второго из соотношений (7)

у* =* U(xh), хк = V(yh); к = 1, 2.

Поэтому на основании первого из соотношений (7), будем иметь.

F(j/, + уг) = V(U(xl + х2)) = х, + хг= V(yJ + У(у2).

Аналогично доказывается однородность оператора U~l.

Далее, из определения следует, что оператор U является об-«

ратным по отношению к U~l, т. е. (U~l)~l = U.

Высказаппое определение обратного оператора носит

формальный характер. Чтобы выяснить его сущность, докажем, что если

существует обратный оператор U~', то оператор U осуществляет
взаимно однозначное отображение пространства X на простраы*
ство У,

*) В дальнейшем мы будем использовать обозначения 1Х, 1г и т. п„

не оговаривая их.каждый раз. Значок, указывающий па пространство, в

котором определен оператор, мы иногда будем опускать в случаях, когда ото

не может вызвать недоразумений.
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Действительно, возьмем ж, Ф х2 (хи хг <= X). Если бы

оказалось, что и{ху) = Ь\х2), то но первому из соотношений (7) мы

имели бы

xl^VU(xl)='Vmx2)=x2.

Далее, каждый j/sy является образом некоторого х& X
(и таков х по доказанному может быть только один). Именпо, в.

качестве х следует взять элемент х = V(y). Тогда на основании

второго из соотношений (7)

Шх) = UV(y) = у..

Наоборот, пусть оператор U осуществляет взаимпо

однозначное отображение X на Y. Сопоставим элементу y&Y его

прообраз, т. е. такой элемент х^Х, что U(x) = у. Это приводит к

оператору V, отображающему Y на X. Нетрудно проверить, что V —

линейный оператор, причем V = U~\
В самом деле, соотношения х = V(y) и у = U(x)

эквивалентны, поэтому

VUix) = V(y) = x, UV(y) = U(x) = у.

Из сказанного, между прочим, вытекает, что обратный
оператор, если он существует, может быть только один.

Изложенное позволяет рассмотреть понятие обратного
оператора еще с одной точки зрения. Пусть имеется уравнение

Щх) = у,У (8)

где у
— произвольный, но фиксированный элемент из Y, а х —

искомый элемепт пространства X. Ясно, что если существует

обратный оператор U~l, то уравнение (8) имеет единственное

«решение при любом ye Y, причем этр решение есть х=* U~y(y).
Факт однозначной разрешимости уравпепия (8) еще не

обеспечивает существования непрерывного обратного оператора U~l.

Теорема 2. Пусть уравнение (8) имеет решение при любом

уеУ и пусть существует положительное число m такое, . что

при каждом геХ

WW > тЫ. (9)

Тогда оператор U имеет непрерывный обратный U~', причем.

11*7-41 < 1/т. (10)

Доказательство. Очевидно, отображение, осуществляв-»
мое оператором U,_ взаимпо однозначно, так как если ху Ф х2, то

\Ш(х,) - Шх2)\\ 2* т\\х, - хг\\ > 0.

Кроме того, из разрешимости уравнения (8) при любом ув^
следует, что U(X) — Y.
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Таким образом, как показано выше, существует линейный

оператор V = U~l. Так как х =» V(y) означает у
= Uix), то из (9)

получим
llyll>mllF(y)ll, ysj,

или *■

t

\и~Чу)\-\У{У)\<^Ы. V&Y. (11)

Иначе говоря, U~l — ограниченный и, следовательно,
непрерывный оператор. Оценка (10) получается непосредственно ив (11).

Замечание. Условия теоремы являются также и

необходимыми для существования непрерывного обратного оператора U~\

Необходимость первого условия очевидна. Необходимость

второго условия легко проверяется, если взять т — 1/Я£7-,И.
В качестве иллюстрации доказанной теоремы рассмотрим

оператор U в Z/4«, b), определенный в 2.7:
ь

V = U{x), y(s)^x(s)-~\^K{Slt)x{t)dt
<*. *

(ядро K(s, t) предполагается симметричным).
Считая, что К не является характеристическим значением

ядра, мы па основании известных фактов теории интегральных

уравнений можем заключить, что .уравнение (8) имеет в данном

случае решение при любом y&L* (см. Петровский). Ддлее,
в 2.7 было показано (мы используем прежние обозначения), что

со

lyP=l^(*)P-2«(1--r)"-
—оо V k *

Таким образом, 4

1# юр >!»•!; ли=j«4*p.
—оо

где

m = inf 1 —-7—, ft=-,,.f — 1, 0, 1« ,,„■
I Kh I

а через Я„ обозначены характеристические значения ядра K(s, t)
(при Л = 0, —1, —2, ... надо считать А* =*<»). Так как %НФ% и

Jt» -*^«» при к -*■ оо, то т > 0. Следовательно, существует

непрерывный оператор U~*, причем

|£7-1J<-i-=.sup|i + rL1l fc-..,,-1,0,1,,..
■

4.4. Сохраняя лишь одно ив соотношений (7), мы приходим
к попятию левого, соответственно правого, обратного оператора.
Точнее говоря, оператор Vt из U(X) в X называется левым

обратным по отношению к оператору U, если
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Аналогично оператор У, из У в X называется правым обратным
по отношению к оператору U, если

UVr = IY.

Левый обратный оператор мы будем обозначать символом UJ1*
правый U^1; при этом значки иногда будут опускаться, когда из

контекста ясно, о каком обратном операторе идет речь.
Приведенное выше рассуждение показывает, что левый обратный
оператор обязательно линеен.

Наличие левого или правого обратного оператора позволяет

сделать некоторые заключения о разрешимости уравнения (8).

Именно, если существует левый обратный оператор Uf ,
то

решепие уравнения (8), если оно существует, единственно.

Иными словами, если имеется левый обратный оператор, то U

осуществляет взаимно однозначное отображение X на V(X).
Действительно, при проверке этого обстоятельства в случае
существования обратного оператора мы использовали лишь первое из

соотношений (7), которое имеет место и для левого обратного.
Следует иметь в виду, что, вообще говоря, множество U(X}

не совпадает с У и, таким образом, оператор UJ определен не
па всем У.

Аналогично можпо убедиться, что существование правого

обратного оператора влечет разрешимость (по, вообще говоря,

неоднозначную) уравнения (8) при любом уеУ (решением будег
х = U71 {у)), т. е. в этом случае V(X) = У.

Как следует из сказанного выше, если существует левый

обратный ИГ и правый обратный U Г » то они равны между собой;

при этом существует обратпый £/-1 = UJ = U7 . В связи с этим

мы ипогда будем называть обратный оператрр двусторонним

обратным.
В заключение отметим, что для существовапия непрерывного

левого обратного оператора необходимо и достаточно, чтобы

оператор U удовлетворял условию (9).

4.5. Случай, когда У = X, интересен тем, что если существует

непрерывный обратный по отношению к данному оператору U е

е В(Х, X), то он является элементом того же пространства

В(Х, X).

Соображения, высказанные в 4.2 но поводу ряда (4)j

I+U + U2 + ... + Un + ...,

приводят к следующей теореме (см. Банах [2])..

Теорема 3 (Банах). Пусть X — В-пространстео и U<^
е В(Х, X). Тогда, если

WW <q<l, (12)
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то оператор I — U имеет непрерывный обратный, причем г

■ Iz-^l^rz^. (13)

Доказательство. В 4.2 было показано, что ряд (4) при
условии теоремы, т. е. при условии (5), сходится. Обозначим

через V сумму этого ряда. Имеем

VU- U) = U+U+ ... + Un + ...)(/- U) =

= (/ + U + ... + U" + ...) - Ш+ IP + ...+ Un+1) = / (14)

и, аналогично,
U-U)V = I. (15)

Таким образом, F = (/ — £/)"'.
Далее, в силу (3)

1|У!<!1/|| + ||£/|Н-...+|#п1+ ...<l + ff+ ....

+ дп +
i

что и дает оценку (13).
Замечание. Так как соотношения (14) и (15) выполнепы

всегда, когда ряд (4) сходится, то в соответствии с теоремой 1 и

следствием из нее линейный непрерывный оператор (/ — U)~l

будет существовать н тогда, когда

Нтп/|[С71<1,
*

(16)
П-»0О

или если нри пекотором к = 1, 2, ...

yw\ < 1.
„

(17)

4.6. Теорема Банаха показывает, что оператор J —V, мало

отличающийся от тождественного оператора /, имеющего

непрерывный обратпый (7-4 = Л, сам имеет непрерывный обратный.
Этот факт поддается обобщению.

Теорема 4. Пусть U0^B(X, Y), где X и Y — два В-про-
странства, и пусть существует t/Jj"1 s В (Y, X). Тогда, если

оператор U^B(X, Y) удовлетворяет условию

\U\<fj=if <18>

то оператор V =. U0 + V имеет непрерывный обратный V~l,
причем

1 |Ч1-к^1 ^-ми*
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Доказательство. Рассмотрим оператор

W-U?V~IX+U?U.

то по теореме Банаха оператор W имеет неырерывный обратный
W~l. При этом

t^"1f< „

4

, „ < ,,

'

., , (19)11
|4fel_f</-i£/|p i-\u-^\ |I7|

Имеем далее

uZlvw~x = iXt
откуда

vw-1 = с/0
и, следовательно,

VW^U? = /у.
С другой стороны,

- W~lU^V^Ix.

Последние -два равенства позволяют заключить, что оператор

W~lUZx является непрерывным обратным по отношению к

оператору V.

Из равенства V-1 = W~lV^x с помощью (19) получаем
оценку

§ 5. Метод последовательных приближений

5.1. Рассмотрим уравнение

х-Щх) = у,
"'

(1)

где V — непрерывный линейный оператор в 5-пространстве X,
у
— данный ш х — искомый элементы пространства X.

Одним из распространенных' методов нахождения решения
уравнения (1) является так называемый метод последовательных

приближений, который состоит в том, что, задавшись

произвольным элементом х9&Х— начальным приближением,-*строят,
исходя из него, последовательность {х„} приближенных решений

-«»+, — у + Щхп), »-=0, 1, ... (2)

Если при этом получается сходящаяся последовательность, цре-

делом которой является решение рассматриваемого уравнения,

то говорят, что процесс последовательных приближений для
уравнения (1), начатый с элемента х0, сходится (к решению уравне-
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lx*—_XnKj£— J*! — Xj, 71=1,2,...

ния (1)). Поскольку U&B(.X, X), из одного факта сходимости

последовательности {х„} вытекает, что х* = lim xn есть решение

уравнения (1). Чтобы убедиться в этом, достаточно перейти к

пределу при п -+■ оо в соотношении (2).
Вопрос о сходимости процесса последовательных

приближений для уравнения (1) оказывается связанным со сходимостью

ряда

/+[/ + ...+ [/" + ..., (3)

сумма которого (в случае сходимости) есть (/— V)~l (см.
замечание к теореме Банаха — теореме 4.3).

Теорема 1. Если ряд (3) сходится, то, каково бы ни было

начальное приближение х0, процесс последовательных

приближений для уравнения (10) сходится к единственному решению х*
уравнения (1). При атом имеет место оценка

ы*-xj<IK/-m-mmuix,-«,i, B=u,i-..- (4)

В частности, если выполнено условие теоремы Банаха, эта оцен*
ка может быть заменена оценкой

_*>

■я'

Доказательство. Применяя последовательно формулу
(2), найдем

хп = у + Шу) + ... + Un-'(y) + C/nU), п = 1, 2, ... (5)

Отсюда ясно, что если ряд (3) сходится, то, поскольку в этом

случае Un(x0) -*■ 0, существует

х* = lim хп = 2 Uh (у) = (/ - [/)-'. (уJ
П-*оо ft=l •

Так как х* есть, очевидно, решение уравпения (1), то этим

доказана первая часть теоремы.

Чтобы получить оцепку (4), заменим в равенстве (5) xt на ж*.

Тогда, как это ясно из формулы (2), хп ■= х* (п ■= 1, 2, ....).
Таким образом, мы приходим к соотношению

х* - у + Шу) + ... + V-Чу) + Un(x*), п-1, 2, ..i

Вычитая из него равенство (5) и переходя к нормам, получим

lb* - _*»и'< 11[/"1Н1ж* - *,!,' п-1, 2, ... (6>

Обозпачим Принимая во внимание, что х* есть

решение уравнения (1) и, следовательно, х* — Шх*) — у, будем
иметь

(/ - U)(x) = £ - Шх) = х*- Шх*) -хо + Шх*) =

= у + Шх,) — х0 — ж,
—

хь1

14 Л. В. Канторович, Г. П. Акилов



210 ЛИНЕЙНЫЕ ОПЕРАТОРЫ И ФУНКЦИОНАЛЫ [ГЛ. V

отсюда находим

х = (I — U)~4xi — х„).

Используя это в (6), придем к требуемой оценке.
5.2. Теорема 1 имеет многообразные применения. Остановимся

на некоторых из них.

Пусть сначала X — m-мерное пространство. Линейный

оператор ZJ^B(X, X) определяется в этом случае квадратной
матрицей A = (ajh) и уравнение (1) может быть записапо в

развернутой форме в виде системы уравнений:
т

Ь — 2 ajhlh = Ч}1

/ = 1, 2, ..-., т; х = (1Ъ |2, ..., £т); у = (щ, Т]2 т]т). (7)

Последовательные приближения хп
— (lin), &\ ..., |т}) (п =

= 0, 1, ...) к решению находятся по формулам
т

Ы+1 = 2 «;ftlhn) + ilj, / = 1, 2, ..., то, га = 0, 1, ...

Условие (12) предыдущего параграфа, обеспечивающее
сходимость процесса последовательных приближепии к решению,

зависит от принятой в X нормировки. Так, если X — /„, то,

поскольку в этом случае (см. 2.8)

т

||U|| = max 21 «л!.:
j k=i

получаем, что при условии

m

2 | в*|<1, 7 = 1,. 2, ...,т,; (8)

существуют lim gf> = £* (/ = 1,2,-.., то), причем |i = £*, la =
П-»оо

■= £2» • •
-» lm = |m является решением (единственным) системы (7).

Принимая X = /m, получаем другое условие;
m

-

2|о*1<1, * = 1,2, ...,/». (9)
;-1

Наконец, взяв Х=/й„ в силу имеющейся взтом случае оценки

Г т т "|1/2
|]f/||< 22|«*П -

приходим к условию
т т

• 2'2|«*13<1- (Ю)
3=1 /1=1
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Любопытно отметить, что если матрица А симметричпа и

X -- 1т, то условие НС/11 < 1 пе только достаточпо, но и

необходимо для сходимости процесса последовательных приближений.
В самом деле, как было показано в 2,8, в данном случае

нс/п = \к\,
где Kt — наибольшее но абсолютной величине собственное зпаче-

ние матрицы А. Беря в качестве у в системе (7) собственный

вектор, отвечающий Klt и полагая х0
= 0, получим

Xi — у; х2 = U(xi) + у = (К1 + \)у; ...;

хп+1 = U (хп) + у = (К" + ... + hi + 1) у, п = i, 2, ...,

откуда и следует, что при п -*■ <*> последовательность Ц/1 } ■

пе

имеет предела, если UJ > 1 (rjj Ф 0).

. Таким образом, когда матрица А симметрична, процесс

последовательных приближений сходится к решению тогда и только

тогда, когда все собственные значения матрицы А меньше

единицы по абсолютной величине.
- В главе XIII будет доказан общий результат, из которого

справедливость указанного выше факта следует и без предполо-
;кения о симметрии, матрицы А. Предоставляем читателю

проверить это обстоятельство непосредственно.
Укажем еще на оценки наибольшего по модулю собственного

значения Ki произвольной матрицы А. Обозначив через xt^X
собственный вектор, отвечающий собственному значению Я4,
будем иметь U(xi) = A,^i последовательно,

1Л1|Илг,и = 11£/(х,)1К11Ш11л111,

т. е. I?.il < llf/H. Принимая за X пространство 1т, получим отсюда
т

IM < max 2 Iяд |-

Взяв X = 1т, приходим к оценке
m

\К\< шах 2 I «йI-
ft j=i

Наконец, если X — lm то

[mm
"11/2

2 2l«iftM *).
j=*i h=i J

5.3. Перейдем к изучению бескопечных систем. Рассмотрим
систему уравнений

оо

h — 2 «jftlh = пь 1 = 1, 2,... (11)

*) По поводу итерационных методов решения конечных систем см.

Фаддеев, Фаддеев а, гл. III.

14*
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Мы будем называть решением системы такую' числовую
последовательность ||>-}, что при gj=»gj' ряды в левой части (12)

сходятся и все уравнения (11) обращаются в тождества.

Системы такого рода встречаются при исследовании
граничных задач для уравнений математической физики и интеграль-
.ных уравнений*).

Предположим сначала, что бесконечная матрица

в»1 а2* ••• агк

aii aj2 ••• ajh

системы (11) удовлетворяет-условию
оо оо

Wl<

2 2|«*|2<1. (12)
f=l ft=l

При этом, как было указано в Ш.3.1, матрица А определяет
линейный непрерывный оператор U в пространстве Pi

оо

z = U(x), l}=* Xajhlht

/ = 1,2,...; X = (£„ \г, .. .), Z = (£„ Si. . . .).

Условие (12) дает

[оо
оо 11/2

)=*i л=1 j

поэтому к системе (11), записанной в форме одного уравнения

вида (1):

Х—Шх)-=у, X = (£„ \г, . . .), у = (Т),, Т]2, . . .),

примепима теорема 1, на основапии которой для каждого уеР
существует единственное (в пространстве Р) решение х* =« [xh }•
которое может быть получено методом последовательных прибли-
жений:

1?+1) = 2 алйп) + Ч* / = 1, 2, ...; п = 0, 1, ...,

n-»oo j—1

\llh° 1 — произвольная последовательность из Р).

*) По поводу бесконечных систем см. Канторович [4]. Литературу по

бесконечным системам см. К а н т о р о в и ч, К р ы л о в,
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Заменим теперь условие (12) более слабым:

2 2к*12<°°. (13)
3=1 ft=l

Хотя и при этом условии матрица А определяет в Р линейный

непрерывный оператор U, но неравенство II £Л1 < 1, вообще говоря,
уже не выполняется, в связи с чем теорема 1 неприменима.

Покажем, что исследование системы (11) при "условии (13)
■сводится к исследованию конечной системы (мы предполагаем,
что последовательность {т],} правых частей является элементом

пространства Р).

Найдем такое п0, что

2 2 |лА|»<1.

Закрепим первые п„ неизвестных £х, ia* t •., £п0 и рассмотрим

систему

Ь — 2 <4hlh — TU + 2 ajktki 1 = "о + U no + 2. • • • (14)
h=nb+l fe=l

Поскольку

00 00

2 I«лБ*Iя«= IЬкР 2 |%,|2<1Ы22 2К»1г<°°«
j=n0+i

К =3

J., Z, • • ., Wo,

i=na+1 j=nD+i i=l e=i

/

то последовательность правых частей системы (14) входит в Р,
поэтому на основании сказанного выше рассмотренная система

имеет единственное решение In +н fn0+a» •»• в l2i зависящее от

зафиксированных вначёний |х, £2, • • • > lnD« Выясним характер
этой зависимости. Для этого рассмотрим системы

Ъ}— 2 a,kth = aj,t /—«в+1, Щ + 2, ...| * — 1, 2,*.., п.,

Ь— 2 «iftift — 'Hi» / = по + *» по + 2, . #.»

решения^которых (единственные, как уже отмечалось) обозпачим

{с».} и (т]»} (ft = n,"hi, п» + 2, 1>#; б"=1, 2, ,
t., n„) соответствен»
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но. Таким образом, имеют место равенства

оо

CjS — 2 Whs = djs, J ~n0+ 1, »0 + 2» • • • ? «=1,2,..., га0„

(15)
OO

r\i — 2 ед* = "Hi, / = «o + !. и0 + 2, .., (16)
ft=n0+i

Умножая первые равенства на £s, суммируя и складывая с

последним, получим соотношение

/~" "° \ °° (~ "° \ П°

\1\i + 2 Cj&) — 2 Щъ I Цк + 2 Cksls ) =Пз+ 2 «isls.;
4 e=l .

' _ft=n0+l \ e=i / s=l

/ = n0+l, n0+2,...t

откуда вытекает, что последовательность jT]h+ 2cft«£«}
является решением системы (14), поэтому ввиду единствеппости
последнего

1ft = % + 2 Chsls,. к = п0 + lt га0 + 2,...
e=i

Полученный результат можно сформулировать следующим

образом: данная система (11) равносильна системе

DO

ij — 2 ajft£ft = Л/, 7 = 1,2, —, n0,
■

X'
.

(">

Ij — 2 Ый = *lj, 7 = "о + *» "o + 2, ...

ft=i

Подставим в первую группу уравнений вместо £„ с к>па
выражения, полученные для них из второй группы:

% - / ^ \

li— 2«jhlft— 2 «ift Uh + 2 flft«S« J = Tlj. 7 = 1, 2, ..., n0,
ft=l ft=nn+1 \ "^ I

(18)
или, если обозначить (ср. с (15) и (16))

оо оо

с,-(, = «л+ 2 a*Aft, t]j = Tij + 2 «А%» /»Л=1, 2..., n0*)«

*) Так как ряды 2 1 в-в Iя, 2 I csh I2 и 2 I \ I2 сходятся,

то сходятся и ряды, стоящие в-правой части.

k=n0+i
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то уравпения (18) можно переписать в форме

"о

1} — 2 с*Е* — TlJt 7 = 1,2,,.,, п0. (19)

Присоединяя к этим уравнениям уравпения второй группы
из системы (17):

"о

Ь - 2 ел£к = Пк J = "о + !. по + 2, ..., (20)
fc=i

получим бесконечную систему, эквивалентную дапной
системе (11).

Решение построенной системы может быть осуществлено в

два приема: во-первых; из конечной системы (19) находим зна-

чепия первых п0 неизвестных; во-вторых, подставляя их в урав-

непия (20), определяем значения остальных неизвестных.

Так как второй шаг осуществим, всегда, когда осуществим

первый, то таким образом установлепо, что решение бескопечпой

системы (11) сводится к решению конечной системы (19). С

помощью этого обстоятельства можно показать, что система (11)

при условии (13) обладает всеми свойствами конечных систем.

Поскольку в главе XIII мы придем к этому результату из

других, 'общих соображений, здесь мы укажем лишь на одно такое

свойство: если -однородпая система, соответствующая (11) (т. е.

получающаяся из (11) при i],
=

т]2
=

...
= 0), имеет в Р

единственное решепие (очевидно, нулевое), то данная система (11)
имеет единственпое решение, какова бы ни была последовательность
{%} правых частей.

Действительно, если система (11) одпородна, то будет
однородной и система (19), а так как для конечных систем

высказанное утверждение справедливо, то неоднородная система (19)
имеет единственное решение, откуда и следует- доказываемый
результат.

Предоставляем читателю проверить, что однородная система

(11) имеет конечное число линейно независимых решений, а

также вывести условия разрешимости неоднородной системы в

случае, когда это число больше нуля.
5.4. Предположим теперь, что матрица А удовлетворяет

условию

S|«ftl<l-P, / = 1,2,..., (21)
fe=i

где р>0. Система (11), удовлетворяющая этому условию,
называется вполне регулярной.
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Введем в пространстве 1°° оператор U:

z = £/(*),
со

С?*=■ 2j o-jhlht 1 *=*l*2*ш.,i «*=(£n£г*»••); з = (££,£„.,,,);
h=l

Поскольку вследствие (21)

1Ы<21«лИ-Ы<1*1 ille»l<(i-P)|*U У = 1*2,;.,„
fe=l fe=l

(22)
z■*» U(x) имеет- смысл при любом iej" и является элементом

пространства I", При этом

• VxD = ШЫН *£ (1 - р)1Ы1.

Отсюда, принимая во внимание очевидную линейность

оператора U, заключаем, что U — линейный непрерывный оператор
в/"и

НС/11 <1 -р. (23)

Как и в 3.3, систему (11) можно записать теперь в виде

одного уравнения типа (1):

х - U(x) = y, х= (|., Iss, ...), у ="(т)„ т),, i..). (24)

Неравенство (23) обеспечивает применимость к уравнепию (24)

теоремы 1, на основании которой это уравнение имеет при любом
jej" единственное решение (в пространстве 1°°), которое может

быть найдено методом последовательных приближений.
Таким образом, вполне регулярная система имеет

единственное ограниченное решение, какова бы ни была ограниченная
последовательность {л,} правых частей.

Замечапие. В высказанном предложении гарантируется
единственность ограниченного решения вполне регулярной
системы. При этом не исключено, что система имеет еще и

неограниченные решения. Так, система

£j 7+1 ^;'+1 = ^' J" = *»?»•• •«

имеет бесконечно много решений

Ii = «» Ъ=" 2а> • •
-. I» = к\а, • •

•»

где а — произвольная постоянная. Однако если а Ф 0, все эти

решения неограничеиы.
Аналогичное замечание можно сделать и по поводу систем,

рассмотренных в 5.3.
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■ Если рассмотреть системы, для которых существуют такие щ

и М, что

2 |а»|<1-р« 2|e»|<Af, /-1*2, ..., р>0,
fc=n„+l fe=l

то для пих можно высказать все, что было установлено в 5.3 для

систем, удовлетворяющих условию (13); при этом рассуждения

переносятся без каких-либо существенных изменений.
5.5. Рассмотрим интегральное уравнение

ь .

x(s) — K§K(s,t)x(t)dt=*y(s)t
а

предполагая ядро KXs, t) непрерывным.
Вводя, интегральный оператор U в пространстве С[а, Ы или

в пространстве Ьг(а, Ъ) Сем. 2.4 или 2.6), мы можем записать

интегральное уравнение в виде »

л х-кЩх)-у, (25)
Если ' \\

Ш<1/ШИ, (26)

то но теореме 4.3 оператор I — KU имеет непрерывный обратный

(I-lM)-l-I +W+ VlP + , .. +№+ .„

Следовательно, единственное решение х* уравнения (25)

имеет вид

x* = U-W)-'(.y)~y + W(y) + VU4y) + ... + KnUn(y)+...
(27}

Этот ряд называется рядом Неймана.
Покажем, что операторы Un так же, как и U, суть

интегральные. Действительно, v = U2(x) означает v = U(z), где у
•= U(x),

т. е.
ь v ь

v(s) — §K(s,t)z(t)dtx z(t)=*$K(t,u)x(u)du.
° °

Отсюда

v(e)=sJA:(e10 [K(t, u)x(u)du \dt =■

ьг ь -j ь

ш* \ Г J К (s, t) К {t, и) dt I х (и) du =■ J K% {st и) х (и) du,
а \_а J a

Ь

К% fo и) - j К {sx t) К (tг и) dt.
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116 индукции можно доказать, что v = U"(x) означает

ь

v (s) = J Кп (s, и) х (и) da, п— 2, 3, ...,;

а

где Kn(s, и) определяется из рекуррентного соотпощепия

ь

Кп (s, и) = J Kn-! (s, t) К {t, u)dtt n = 2, 3, ...,

а

раскрыв которое, получаем
ь ь

Кп (s, и) = J ... J К (s, tj) К (tlt t2) ... К (tn-i, и) dtxdt2 ... dtn-L
a a

Функции Kn(s, и) называются повторными: или

итерированными ядрами.
Ряд Неймана может быть записал теперь в развернутой

форме:
b Ь

x*(s) = y(s) + k$K(s, t)y{t)dt + %*\Ki{s, t)y(t)dt + ...

a a

Ь

...+%nlJKn(s,t)y(t)dt+...
a

Характер сходимости этого ряда зависит от того, в каком

пространстве мы рассматриваем оператор £7.

Услогёия сходимости ряда Неймана получаются из (26), если

заменить там II £711 ее выражением. Так, если рассматривается

пространство С[а, Ь], то (см. (2.4))
ь

IU\\ = m&x\ \K (s, t)\dt^M (b — a), M = max\K(s, t)\t
«

а «•'

и условие (26) приобретает вид

1
1М<-

max f I AT {*, t)\ dt
*■ а

или, проще,

1М<-
'

■М(Ь — а)'

В случае пространства Ьг(а, Ъ) имеется оценка (см. 2.6)

[ь
ь -ji/2
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Следовательно, достаточным условием сходимости (в L2) ряда
Неймана будет

1
1М<

[Ь
Ь -J1/2

*

Если ядро K(s, t) симметрично, то в 2.6 было указано точное

равенство

Ш11 = 1/1Л.1,4

где Я| — наимепьшее по абсолютной величине характеристическое

значение ядра K(s, t). Поэтому в случае симметричного ядра

сходимость ряда Неймана (опять в Ьг) будет иметь место для

IM<IU.

Точно таи же, как и в 5.2 для конечных систем,, здесь можно

проверить, что при \%\ ^ |Я,| ряд Неймана уже не будет
сходиться при любом i/e/A Таким образом, в этом случае условие (26)

не только достаточно, по и необходимо для сходимости ряда Ней-

мапа.

Аналогичным путем с помощью неравенства |Я,Л 1Э= 1/ПШ

получаются оценки (спизу). наименьшего по модулю

характеристического значения ядра:

\К\> ь ^М{Ь-ау 1**\>тьь т175-

maxj|tf(s, t)\dt JJl*(s. t)\zdsdt
s

a ]_aa J

Отметим в заключение следующее обстоятельство. В силу
замечания к теореме Банаха^(4.5) сходимость ряда Неймапа

будет иметь место и тогда, когда при некотором п — 1, 2, ...

- \ь\<*Г/Щ
т. е. (в пространстве Cla, &])

1М<1Г Ъ 11/п*.

max J" | Кп (s, t) | dt

или (в пространстве Ьг(сц Ъ))

1Ч<

Ш11/2\Kn(s,t)fdsdt\
Laa J
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§ 6. Кольцо операторов в гильбертовом пространстве

6.1. Рассмотрим более подробно кольцо ВШ, Н) линейных

операторов в гильбертовом пространстве //. Выясним сначала,

как связана операция перехода к сопряжеппому оператору с

алгебраическими операциями кольца. Имеют место следующие

предложения:

a) [Uu+ U£ = U\ + U\. (1>

В самом деле, для любых х, у^Н справедливы соотношения

([U1 + Ui]x,y) = (x,[U1 + Us)*y)t

(Ръ *, у) — (х, U*y\
• (U2x, у) = (х, Uty).

Складывая второе и третье, найдем

№ + UJ х, у) = (z, Uty + Uly) = (х, [ut + Ul] у),

откуда ввиду произвольности х

что и означает (1).
_

b) [Ш* = Ш*. (2)
Имеем

(IWlx, y) = (x, lW]*y), _x,y^IL (3)

Но [XU]x = KUx, поэтому

aiUlx,.y)=UUx, у) = Ш, U*y) = lx, [Ш*1у).

Сравнивая это с (3), получаем (2).

c) [UXU2]* = UlU\. (4)
Действительно,

([£/,№, у) = (ж, lUiWy), х, у е-Л.

С другой стороны,

([ВД,] х, у) = (U, (U,x), у) = (U2x, Uty) =--

- (*, ul (uty)) = U [utut] у).

Рассуждая, как и выше, получим (4).
d) Если оператор U имеет линейный обратный U~l, то

сопряженный оператор U* также1 имеет линейный обратный *), причем

([/*)-' = (•£/-•)*. (5)

*) Напомним, что в гильбертовом пространстве слова «линейный

оператор» означают «линейный непрерывный оператор».
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В самом деле, так "как U~*U' = UU~* •= 1', то па основапии

пункта с.)

U*(U~')* = (U-l)*U* = /* = /.

Отсюда и следует справедливость утверждения.
В случае, когда операторы Ut и Ut самосопряжеппые,

предложения а) — с) приводят к следующим результатам:
e) Если X, и. -г- вещественные числа, то оператор Я£Л + \iUr

самосопряженный.
f) Произведение UtU3 будет самосопряженным тогда и

только тогда, когда UJJt = UJUU т. е. когда Ut и U2 перестаповочны.
Действительно, поскольку Uu U2 — самосопряженные

операторы, на основании пункта с)

wtu2]* - г7вг71,

откуда и вытекает требуемый результат.
Пусть имеется последовательность операторов {Un) и опера*

тор U. Будем говорить, что последовательность Шп} слабо схо*_
дится к U, если для любых х, у^ II

lim (Unx, у) = (Ux, у).
П-»оо

Ясно, что предел слабо сходящейся последовательности
самосопряженных операторов есть самосопряженный оператор.

Точно так же, если U„x-*■ Ux при любом х^Н (в' этом

случае мы будем говорить, что последовательность операторов Ш„}
сходится к оператору U на Н) и Un — самосопряженные
операторы, то и U самосопряженный.

И, наконец, если- Un -*- U в пространстве В(Н, II), то

самосопряженность операторов U,^ также влечет самосопряженность

оператора U.
Оба последних. результата становятся очевидными, если

заметить, что в обоих случаях последовательность Ш„} слабо

сходится к оператору U.
6.2. Оператор U в гильбертовом пространстве // называется

положительным (U&*0), если (Ux, аг) 2*0 для любого х^Н.

Нетрудно проверить, что в комплексном пространстве
положительный оператор — самосопряженный. Действительно, пусть
(Ux, x) вещественно при любом х^Н. Так как

{Ux, у) =-j-{l(U (х + у), х + у) -(U(x- у), х - у)] +

+ i [(U (х + yi), x + yi) — (U (x — yi), x — yi)]}

л выражения в скобках вещественны, то, поменяв местами х в

-*
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у, будем иметь

(Uy, х) = -^-{[(U (у + х),у + х)- (U (у — х),у — х)} +

+ i [(U (у + xi), у + xi) — (U(y — xi), у
— xi)\) =

=-тШ (* + V).x + U)- (U(x-y),x-y)] -

— i [(U (x + yi), x + yi) — (U (x — yl), x — yi)]} = (Ux, y).
Отсюда получаем

(Ux, у) = (Uyji) = (x, Uy),

что и требовалось доказать.
Замечание. Но существу мы доказали, что оператор U,

для которого выражение (Ux, x) вещественно для любого х^Н,

самосопряженный. .Нетрудно видеть, что это условие и

необходимо для того, чтобы U был самосопряженным оператором.
Будем говорить, что оператор Uk больше оператора U2

(С/, 3* Uг), если разность U, — £72 — иоложительпый оператор.
Отметим^ что оператор U*U (или UU*) будет

положительным, каков бы ни был оператор U. В самом деле,

(U*Ux,x) = (Ux,Ux)>0.

В частности, если U* — U, т. е. если U самосопряженный, то

U*>Q._
Также яспо, что сумма положительных операторов является

положительным оператором.
Отметим еще, что линейная комбинация положительных

операторов с вещественными пеотрицательными коэффициентами
будет спова положительным оператором.

Далее, любая степень U" положительного оператора U

является положительным оператором. Действительно, если л = 2#п

четпое *), то

■' (U"x, х) = (Umx, Umx) = \\Umx¥ >0, х^Н.

Если же п = 2тп + 1 нечетное, то

(Unx, х) = (U(Unx), Umx) = (Uy, y)> О, x^ff, y = Umx.

Из сказанного вытекает, что линейная комбинация степеней

положительного оператора U с пеотрицательными

коэффициентами, т. е. оператор вида

фШ) = a„Un -I- atUn~l +...+ aJ, я», а„ ..
„ ап > О,

будет положительным оператором. Оператор q>(U) мы будем
называть операторным полиномом от U.

*) Если и = 0 и, следовательно, U" = /, то утверждение, очевидно,

также верно.
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Пусть U — положительный оператор. Справедливо неравен-,
ство

\{Ux, у)\*^Шх, xUUy, у), х,у^П,
,

(6>

которое является обобщением неравенства Бупяковского
(последнее получается из (6), если U = /). Доказательство неравенства
(6) почти дословно повторяет доказательство неравенства

Бупяковского, приведенное в IV.5.1, в связи с чем мы предоставляем
его читателю.

6.3. Основываясь па неравенстве (6), докажем своеобразную
«теорему о пределе монотонной последовательности».

„ Теорема 1. Пусть имеется возрастающая

последовательность {UJ самосопряженных операторов. Тогда, если sup f Un |j =•
n

= A<1 oo, то существует линейный оператор U такой, что для

любого х^Н

Ux — lim Unxt
n-*oo

при этом

WW < А. (7>

Доказательство. Возьмем m > п. Оператор Um — Un no-.

ложительный, поэтому для любого х^Н

{Umx, х) - Wnx, x) = (Wm- Un\x, x) > О,

т. е. числовая последовательность {{Unx, x)} возрастающая. Таге

как

\{Unx, x)I <\\Unx\\ Ы *SЛЫ\ (8)

то существует конечный предел lim (Ur,x, x).
п-»оо

Далее, применяя перавепство (6) к оператору Um — U„
(m ^ п), можно написать, учитывая (8),

\(Umx~Unx, у)\*<[{итх,х) - (Unx, х)Шиту, у)-Шг,у, у)] ^

< 2A\\y\\2l(Uz,x, х) - (Unx, х)].
Положим здесь

у
= Umx — Unx.

Это приводит к соотношению

WUmx - UnxW2 < 2АШтХ, х) - (Unx, x)], х е //.

Выражепие в правой части по доказанному стремится к пулю

при т, п -»- °°. Следовательно, существует

Ux = lim Unx.
П-»оо

Оператор U, так определяемый, аддитивен и однородеп. А так

как

WnxU^WJ\\x\\^A\\x\\,



224 ЛИНЕЙНЫЕ ОПЕРАТОРЫ. И ФУНКЦИОНАЛЫ (ГЛ. V

то в пределе

т. е. U — ограниченный оператор и ИШ^Л. Теорема доказана.
Замечание. Теорема, разумеется, справедлива и для

убывающей последовательности операторов.
6.4. Пусть имеется положительный оператор U.

Положительный оператор V называется
_ квадратным корнем из оператора

U, если Vz = U. При этом обозначают V = У17 или V— UWt.

Теорема 2. Пусть U— положительный оператор.

Существует единственный квадратный корень V=*TlU из оператора U.

При этом V перестановочен с любым оператором^
перестановочным с U.

Доказательство. Не ограничивая общности, можно

считать; что ШП < 1. Положим Ua — I —U. Оператор U0 —

положительный, так как

(U0x, х) = (х, х) - (Ux, x) S* Ыг - IIUW Ы1 >0, х «в Я.

В силу (G) имеем

I (&*, у) 12 < (U„x, xKU0y, у) < ЫЧуР.

При у — U0x мы приходим к неравенству

Таким образом,
Ш„Н ^ 1. (9)

Определим последовательность операторов (V„), полагая

F1 = 0,' Vn+1 = ±(U0 + Vl), 11 = 1,2.... (10)

Учитывая оценку (9), без труда можно проверить по индукции,

что

IIFJK1, п=1, 2, ... (11) .

Установим теперь, что операторы Vn и Vn+I — Vn являются

операторпыми полиномами от Ua с неотрицательными
коэффициентами. Для п = \ это очевидно. Далее, поскольку действия

с операторными полиномами производятся по тем же правилам,
что и для обычпых полиномов, пз формулы (10) вытекает, что

«ели V„ есть операторный полипом от U„ с неотрицательными

коэффициентами, то таким же полиномом будет и Vn+i. Если,
опять воспользовавшись формулой (10), записать

vn+1-vn^±(u0+vl)-±(u0 + vl-1) = -T(vi-vU) =

--^-(Vn + Vn^Wyn-Vn-t),
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то, предполагая уже доказанпым, что V„ — V„-t есть

операторный нолийом с неотрицательными коэффициентами, и учитывая,
что Vn + V,,-t по доказанному является таким полиномом,

получим, что оператор Vn+1 — Vni будучи произведением
операторных полипомов от U0 с неотрицательными коэффициентами, сам

будет операторным полиномом от Ua с неотрицательными
коэффициентами.

Используя положительность операторного полинома с

неотрицательными коэффициентами (см. 6.2), можно заключить, что

Vn>0 и V„+l—'V„>0. Иначе говоря, последовательность {VJ
возрастающая и Vn, будучи положительными, будут также

и.самосопряженными. Так как по (11) последовательность iV„)
ограничена, то на основании теоремы 1 существует оператор V„

такой, что

VgX = lira Vnx.
n-»oo

При этом, поскольку V„ —положительные операторы, VB также

положителен, а вследствие (11)

1У.Н<1.
'

(12)

Пусть оператор U перестановочен с оператором U и,

следовательно, с U0. Операторы Vn также, очевидно, перестановочны
с U, а тогда

UV^ = U(lim Vnx\ = lim UVnx = lim VjJx = V0Ux, x<=H,

т. e. V„ перестановочен с U. В частности, Ve перестановочен с

любым из операторов V„. Отсюда У1 — V\ = (V0 + Vn)(V0 — ^»)«
и поэтому

так что

Vlx = lim Vnx, x^.11.
n-»oo

Переходя в соотношении

\?п+1х = -£-(иох+ Vlx), n = 1,2,...; are//

к пределу при п -*■<*>, пайдем

V0x == -|- (<V + Vlx), х е=//.

Следовательно, полагая V = / — У0, будем иметь

V» = 7 - 2V0 + VI = [/- 2V0] + \2V0 -U0] =I-ZJ0 = U.

15 Л. В. Канторович, Г. П. Акллов
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Учитывая (12), мы докажем положнтельпость оператора V так.

;ке, как в свое время доказали положительность оператора Ua.
Таким образом, V = T/U.

Заметим еще, что V, так же как и V0, перестановочен с

любым оператором, перестановочным с U.

Докажем теперь единственность квадратного корня. Пусть
V — квадратный корень из U. Так как

UV = V'3 = VU,

то V перестановочен с Ри, следовательно, V также

перестановочен с V. Возьмем произвольный х^И и обозначим у = V'x —
— Vx. Имеем

(Vy, у) + (Vy, у) = (IV + VUV - V]x, у) =

= ([V2-V4x, y)~(W-V\x, y)=0.

Следовательно, поскольку (Vy, у) > 0 и (Vy, у) >0,

(Vy,y)~(Vy,y) = 0.

Обозначим через W какой-пибудь квадратпый корень из V.
Так как

WyV = (Wy, Wy) = (Wy, у) = (Vy, у) - О,

то Wy = 0 и, тем более, Vy — W(Wy) = 0. Аналогично Vy = 0.
По тогда

WV'x- Vx\\2 = ([V- VVx, x) = (IV- V]y, x) = 0

n V'x = Vx для любого х е= Н. Следовательно, V = V.

Теорема полностью доказана *).
Следствие. Если U^u Uz — положительные

перестановочные между собой операторы, по их произведение — также

положительный оператор.

'

__

Действительно, оператор V£7S = V перестановочеп с U,,
поэтому (U,U2x, x) = WiV*x, я) = (Ft/,Fa:, x) = (Ut(Vx), Vx)>0
(же //).

6.5. В случае, когда U — самосопряженпый оператор,
теорема V.4.1 об области сходимости ряда

I+U+... + Un + ... (13)

упрощается.
Теорема 3. Если U — самосопряженный оператор, то для

сходимости ряда (13) необходимо и достаточно, чтобы II[Л1 < 1.

Доказательство. Докажем сначала, что

НС/2!! = ШН2. (14)

*) Приведенное доказательство принадлежит Виссеру (существование)
и Сёкефальви-Иадю (единственность). См. Рисе, Сёкефальви-Надь.
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Действительно,

К/Г - «,!££_ e„pJ^il<su„ lg± -ion

и противоположное неравенство ИС/*11 < llt/llz выполнено для
любого оператора U.

Из (14) следует

\U**\ = \Vf*t m = l,2, ... (15)

с„ = lim ||f/"|r = lim ||C/^rm = ||[/||. (16)

Учитывая результат теоремы 4.1 и- соотношение (16),
достаточно проверить, что ряд (13) расходится, если cv = НС/11 = 1. Но
в этом случае согласно (15)

|C/*ml = l, m = l,2,...,

и общий член ряда (13) не стремится к нулю.

6.6. В нормированном кольце В(Н, H) операторов в

гильбертовом пространстве Н большую роль играет семейство

проекторов (3.4). Как будет показано в гл. IX, § 5, любой
самосопряженный оператор может быть с помощью особой конструкции
сведен к проекторам; Этим обстоятельством объясняется
важность приводимых ниже- теорем о проекторах.

Два проектора Pt и Р2 пазываются ортогональными, если

PJ'i = 0 *). Обозпачим через И\, соответственно через Н2,

подпространство, па которое проектирует проектор Р„
соответственно Рг. Для того чтобы проекторы Pi и Р2 были ортогональны,
необходимо и достаточно, чтобы были ортогональны
подпространства Н, и Н2. Действительно, пусть PtP2 = 0, х'^Ни х" е
е #г. Используя пупкт Ь) из 3.4 и теорему 3.2, будем иметь

(*', х") = iPtx\ Р.гх")-= (х\ Р,Р2х") = 0.

Если, наоборот, Н, -L 112 и же Н, то Р2хе Нг и, следовательно,
Р2х -L Н„ в тогда по пункту с) из 3.4 Р,Р2а: = 0, т. е. Р1Р2 = 0.

Теорема 4. Пусть Ри Р2, ...,Р„— проекторы. Для того

чтобы оператор Р = Р, + Р2 +... +Р„ был проектором,
необходимо и достаточно, чтобы проекторы Ри Р2, , Рп были попарно
ортогональны.

Доказательство. Необходимость. Пусть Р —

проектор. В силу теоремы 3.2

.HPzll2 = (Рх, Рх). = (Р% х) = (Par, x), х^Н (17)

*) Поскольку 0 является самосопряженным оператором, то по пункту

f) из 6.1 операторы Р, и Р2 перестановочны, так что Р^Р, = Р\Р2 = 0, и

определение не зависит от норядка, в котором упоминаются проекторы.

45*
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и аналогично

\\Phx\\2 = (Pkx, х), х^Н; к = 1, 2, ..., п.

Следовательно,

||Ргх\* + 1 Prf < 2 II Рн*Г = 2 (***. *) = (Я*, х) =

= ||Рхf<||ж|Р, *<=#. -(18)

Рассмотрим произвольный элемент уеД и положим в (18) х =

= P,j/. Так как P^t = Р\у = Piy, это даст

ПР,уП1 + НУ\у1,<11Р1р1\

Отсюда следует, что P2Pty = 0 и РгР, = О — проекторы Р, и Р2
ортогональны. Так же докажем попарную ортогональность

других проекторов.

Достаточпость. Проверим, что оператор Р — Р1 + Рг + ...

... + Р„ удовлетворяет условиям теоремы 3.2 и тем самым

является проектором. Поскольку Р есть сумма самосопряженных
операторов, он и сам есть самосопряженный оператор (6.1,
пупкт d). Убедимся, что Р2 = Р. Ввиду того, что Рк (к = 1, 2, ...

...,
га) — попарно ортогональные проекторы, т. е.

Ю (]фк),
_

PjPk^\Pk (/ = *),* hk
= i'2' •••'"'

имеем

(п
\2 п п п

2PJ = 2 2р*р„=2рь = р.

Теорема доказана.
В предположении, что выполнепы условия теоремы, выяслим

структуру подпространства Я, на которое проектирует проектор
Р = Р,+Р3 + ... + Р„. Обозпачим через 11„ подпространства,

соответствующие проектору Ph (&-=!, 2, ...; га). Пусть х^Й. Тогда

х = Рх — Р,х + Ргх + ... + Рпх = х, + хг +... + хп,

где xh = Р*аг effh (к = 1, 2, ..., га).

Пусть, наоборот, х — элемент, допускающий представление
в форме

а: = ж, + а:2 +... + a:n, xhe=Hh; /c = 1, 2, ..., га. (19)

.Поскольку РРк = 2 piph = Pfc и *ь = Р»Л = PPb^h, то

J=l

*

ft=l h=\ ft=l
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т. е. х^В. Ввиду того, что P»aj = 0 ЦФк),
п / п \

Xfo = J?j Jr^Xj ~ л ^ I £j Xj I ==: Jr^X, К = 1, Z, . • .
, П,;

i=i \j=i /

откуда, в частпости, следует едипствепность представления х

в форме (19).
Резюмируя, можпо сказать, что подпространство Я состоит

из всех элементов х, допускающих представление в форме (19).
П называется ортогональной суммой подпространств II,, Н2, ...

..., Нп и обозначается

п

н = #х © я2 © ... © #„ = © 2 нк.

6.7. Перейдем теперь к изучению разностп и произведения
проекторов. Докажем предварительно следующую лемму.
Лемма 1. Пусть Р, и Р2 — проекторы, проектирующие на

подпространства //, и П2 соответственно. Следующие четыре
условия эквивалентны:

а) Р,>Ре; »)//,=>//,; с)Р,Р2 = Р2; A)PJ>, = P2.
Доказательство. Из а) следует Ь). Действительно, пусть

х е Н. Так как Ptx -Lx — P,x, то

Ы2 = ИР,а:112 + Пх - Р,х\\\ (20)

Если х^Н2, то Ркх = х и (Р2аг, х) = (х, х)| = Ы2. Тем более

Ы2 3* HP.dl2 = (Р.аг.'Р.а:) = (Р.а:, х) 3* (Р2аг, аг) = Ы2,

так что из (20) получаем х — Рхх, что означает х^Н,.
Из Ь) вытекает с). Пусть х^Н. Учитывая, что Р2х^Н2 и,

следовательно, Р2х^Ни имеем Р,Р2х = Р2х.
Из с) вытекает d). Поскольку, произведение самосопряженных

операторов Р, и Р2 есть проектор и, значит, самосопряженный
оператор, Р4 и Р2 перестаповочпы: PJ?l = PiP2 = ^2.

Из d) вытекает а). В самом деле, для зге //

(Р2х, х) = HP2dl2 = HP2P,arll2 < HP.aril2 = (Р.аг, х).

Теорема 5. Пусть Р, и Р2 — проекторы. Для того чтобы
Р = Р1 — Р2 был проектором, необходимо и достаточно, чтобы
Pi>P2.

Доказательство. Необходимость. Пусть Р —

проектор. Так как Pi = Р+ Р2, то по предыдущей теореме РР2 = 0,
т. е. (Pi — Р2)Р2 = PSP2 — Р2 = 0 и выполнеп пункт с) леммы.

Достаточность. Очевидно, Р—самосопряженный
оператор. Далее по пунктам с) и d) леммы

Р2 = Р\- PJ2- РгРг + Р\ = Рх- Р2-Р2 + Р2 = Р;

остается применить теорему 3.2.
'
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Обозначим через й подпространство, на которое проектирует

проектор Р. Предоставляем читателю доказать, что Я состоит из

всех элементов же//,, ортогональных подпространству Нг.
Подпространство й называется ортогональным дополнением

подпространства Нг в подпространстве Ht и обозначается П = //, ^ //,.

Замечание. Если />, = /, то условие теоремы, очевидно,

выполнено при любом Р2. Таким образом, Р = I — Р2 является

проектором, каков бы ни был проектор Рг. При этом Р

проектирует Н па ортогональное дополпение // © //2 подпространства И-,.

Докажем теорему, относящуюся к произведепию проекторов.

Теорема 6. Пусть Р, и Рг — проекторы. Чтобы оператор
P==PiP2 был проектором., необходимо и'достаточно, чтобы Р, и

Pt были перестановочны.
Доказательство. Условие необходимо уже для того,

чтобы Р был самосопряженным оператором.

Достаточность условия проверяется опять с помощью
теоремы 3.2, если учесть, что Р — самосопряжеппый оператор и

/>2 = РгР^\Р2 = Р\Р\ = Р.

Предоставляем читателю проверить, что подпространство, на

которое проектирует проектор Р, есть в данном случае
пересечение подпространств //, и Н2.

6.8. Примепение теоремы 1 к возрастающей (или

убывающей) последовательности {Р„} проекторов приводит к

следующему важному факту.
Теорема 7. Пусть {Рп) — монотонная последовательность

проекторов. Тогда для любого х^ II существует

Рх = lim Pnx, (21)
п-»оо

причем оператор Р является проектором на подпространство П,
где

И -- U Я»,
П=1

если последовательность {Рп) возрастающая, и

Н = П Нп,

если эта последовательность убывающая. Здесь //„ означают

подпространства, соответствующие проекторам Рп (п = 1, 2, ....).
Доказательство. Пусть {Рп} — возрастающая

последовательность. Существование предела (21) следует из теоремы 1,
так как НР„Н «S1 (п=1, 2, ...). Докажем, что Р есть проектор

на Й. Для этого достаточно проверить, что если лей, то Рх = х,
оо

а если x-i-Й, то Рх = 0. Обозначим Q = U Нп и возьмем х ен Q.
П=1
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Найдется т такое, что х е Нп (п ^ т). Это значит, что Р„х — х

(п > т), а тогда Рх = Ню Рпх
—

ж. Учитывая, что // = Q, полу-
П-»оо

чнм, что Рх — х и для ig£ Пусть теперь x-i-й. Тогда, тем

более, x-i-IFn (п = 1, 2, ...).-Поэтому Р„ж = 0 и, переходя к

пределу, получим Рх = 0.
Сходные рассуждения приводят к цели и в случае, когда

последовательность {Р„) убывающая.
Замечание. Теорема остается верной, если вместо

последовательности {Рп} рассматривать семейство проекторов {/\},
зависящих от непрерывно меняющегося вещественного параметра.

Следствие. Пусть iPh] — совокупность попарно
ортогональных проекторов. Тогда при любом iefl сходится ряд

оо

■ Рх = ^Pkx . (22)

и оператор Р является проектором.
Действительно, надо применить доказанную теорему к

возрастающей последовательности {/*«>] ^»>= 2Д. " = 1,2,...)
проекторов.

Предоставляем читателю проверить, что проектор Р

проектирует Н на подпространство П, состоящее из всех элементов

х е П, которые допускают представление в виде

оо оо

* =2^, ^fte/V, Л: = 1,2,...; 2!sftll2<°°.

Подпространство Й называется ортогональной суммой (ср. 6.6)
подпространств Ни Нг, ... и обозначается

,

оо

§ 7. Слабая топология в рефлексивпые пространства

7.1. В III.2.2 мы установили теорему Хана — Банаха для
ЛВП и вывели ряд важнейших следствий из нее, связанных с

наличием достаточного множества линейных непрерывных
функционалов. Сейчас мы приведем результаты п5 этой тематике в

формулировке, наиболее удобной в нормированном случае.

Теорема 1 (Хан — Банах). Пусть X — нормированное про-
странство, /о — линейный непрерывный функционал, заданный
па подпространстве Хе <= X. Тогда существует линейный

непрерывный функционал /, заданный на всем X и являющийся
распространением /0, причем И/И •= Н/0Н.
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Доказательство. Так как /0 непрерывен на Хе, то

1/0Ы1 < 11/011 Ы ЬеХ0). В силу теоремы II.4.2 существует

распространение / функционала /„ на X, для которого |/(ж)| =^

«£ U/JllWI (х <= X), откуда li/il =S l!/cll. С другой стороны, из Х0 с
сХ выводим ll/0ll «£ 11/11, что и доказывает теорему.

Из следствия 2 теоремы III.2.4 получаем
Теорема 2. Для любого отличного от нуля элемента х0

нормированного пространства X существует такой функционал
/еХ, что

11/11 = 1, /U) = b0H,-

т. е. на элементе хв реализуется знак равенства в неравенстве
|/(*)|«£И/ИЫ.

Следствие. Для любого х^Х имеем

Ы = sup {l/Ы|: /еХ», ll/li ^ 1).

Обобщением теоремы 2 является

Теорема 3. Пусть Q — линейное множество, содержащееся
в нормированном пространстве X, и х0^Х — элемент,
расстояние от которого до Q равно d > О (р (х„, Q) = d).
"Тогда существует такой функционал /sP, что

/Ы = 0, а; ей, 11/11 = 1, j(xe) = d.

Доказательство. Обозначим через Хе элементарное
линейное расширение множества, Q, полученное присоединением
к Q элемента х0, т. е. Х0 — S?(Q, x0). Так как хФ£2, то

представление х е Х„ в форме
'

-

X == KXq \ X , X е о£,

единственно. Положим для х& X»

/0(ж).= Ы.

Ясно, что /о — линейный функционал. При этом fa(x0) = (i и

/«(ж) = 0 для iefi. Далее,

lx\ = \te0 + xr\=W\z0+--£\^\K\p(xmQ) = \X\d = \f0(x)\.

Поэтому функционал /„ ограниченный и ll/0H =S 1. Чтобы

получить противоположное неравенство, подберем /eQ так, что

KXb-x'\\<d + e. Тогда

d = /.(е.) = /,(*, - ж') ^ ОДНИ*. - x'W .< l/,B(d + е),
откуда

и ввиду произвольности е будет 11/0И = 1.
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Примепяя к /„ теорему • 1 о распространении фупкционала,
мы и получим функционал / с требуемыми свойствами.

Замечание 1. Теорема 2 о достаточном числе

функционалов является частным случаем теоремы 3. Именно, если Q = (О),
то р(хв, Q) = 11ж011.

Замечание 2. В теоремах 2 и 3 иногда удобнее
использовать другую формулировку; которая получается, если вместо /
рассмотреть функционал /:

Функционал f обладает следующими свойствами:

Дадим одно применение теоремы 3. Будем говорить, что

система элементов {ха} (а е А) нормированного пространства X

допускает биортогонализацию, если существует такая система

функционалов {/„} (а е А), /а <= X*, что

•

|0, о: фа, .

Теорема 4. Для того чтобы система {ха} (аеА) допускала
биортогонализацию, необходимо и достаточно, чтобы она была

минимальной, т. е. чтобы ни один из элементов ха не

принадлежал замкнутой линейной оболочке совокупности остальных.

Доказательство. Необходимость. Пусть {ха} — си- .

стема," допускающая биортогонализацию. Если при некотором
а0 оказалось бы

п

ха = lim 2 АГЧхь* ан Ф<V0
n->oo fc=l

ТО

КК) = Ит 2 Л,, (*ah) = О,

тогда как в действительности fa0^a0) = 1.

Достаточпость. Пусть теперь {ха} — минимальная

система. Обозначим через Ха' замкнутую линейную оболочку
совокупности элементов {ха} (а Ф а). Так как ха'(£Ха,, а Ха>—
замкнутое линейное множество, то но теореме 3 (точнее, но

замечанию 2 к ней) найдется функционал fa>, обращающийся в нуль на

Ха' (т. е. fa' (ха) = 0 при а5?4, а') и такой, что fa' (3o»)~L
Семейство функционалов {/<*'} удовлетворяет требованиям определения,
т. е, система {ха} допускает биортогонализацию.

Замечание. Всякая конечная система х{, х2, .Л, #п

линейно независимых элементов, минимальна. Действительно,
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Xj&£l?({xh}) (k¥=j) в силу линейной независимости, а по

замкнутости конечномерного липейного множества Х} не принадлежит
и его замыканию.

Из этого замечания следует, что для всякой конечной

системы линейно независимых элементов существует система

функционалов, биортогопальная к ней.

Применяя теорему 4 к гильбертову пространству и учитывая

общую форму линейного функционала в гильбертовом
пространстве (см. V.3.2), мы приходим к следующему результату.

Пусть {хп} — произвольная последовательность элементов

гильбертова пространства Я. Для того чтобы в Н существовала
последовательность iyn), биортогопальная к данной, т. е. такая,

что

JO, m --■/= п,

необходимо и достаточно, чтобы последовательность \хп) была

минимальной.

Теорема о распространении линейного функционала в вещественном

случае доказана Ханом. По сущее, ау имеется у Банаха [2]. Следствия из

теоремы о распространении-линейного функционала указаны в монографии
Б а н а х а.

7.2. В II 1.3.1 мы для любой дуальной пары векторных
пространств, определили соответствующую слабую топологию. Далее
нас будет -интересовать следующая ситуация. Пусть X —

нормированное пространство, X* — его сонряжепное. Будем
рассматривать топологию а{Х, X*) па X, которую мы будем называть

слабой топологией нормированного пространства X, и топологию

о(Х*, X) на X*, которую мы будем называть (*)-слабой
топологией пространства X*. Таким образом, на X* рассматриваются
две слабые топологии: (*)-слабая — а(Х*, X) и слабая — о(Х*, Х**>,
причем а(Х*, X) =S o(X*, X**) (последнее неравенство является

строгим в нерефлексивном случае; см. пиже). Сходимость в

слабой ((*)-слабой) топологии мы будем называть слабой ((*)-сла-

бой) сходимостью, а сходимость по норме —сильпой сходимостью.
Аналогично понимаются термипы слабая" компактность, слабая

ограпиченпость, слабая замкнутость и т. д.

Лемма 1. Пусть <Х, У> — дуальная пара векторных
пространств, причем У содержит счетное тотальное на X множество

{/n}t£=i. Тогда топология о(Х, У) метризуема на слабо

компактных множествах.'

Доказательство. Пусть К — а(Х, У)-компактное
множество в X. Определим метрику на К по формуле

9 (*> У) =• 2 (1/2") I1/J-11 /»(* - У% *,У^К,
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Так как К слабо компактпо, то К слабо ограничено, откуда

р(х, у)<°°. Если р(х, у)—0, то fn(x — y)=0 при всех п.

Следовательно, в силу тотальности {/„) на X получаем х = у.
Остальные свойства метрики для р очевидны. >

Рассмотрим тождественное отображение i: {К, о(Х, Y)) -*■'■

-*- (К, р), где (К, р) — метрическое пространство с метрикой р.

Очевидно, что i — непрерывное отображение, а тогда по

следствию 3 теоремы 1.2.5 i — гомеоморфизм, чем и доказана

метризуемость пространства {К, о(Х, Y)).
Важную роль в различных вопросах играет класс сепарабель-

ных ^-пространств. Мы приведем здесь некоторые результаты
об этом классе.

Следствие. Если X — сепарабелъное нормированное
пространство, то топология о(Х, X*) метризуема на слабо компактных

множествах.

Доказательство. Проверим, что выполпено условие

леммы 1. Пусть {хп) — счетное всюду плотное в X множество. В

силу теоремы 2 для любого «sN найдется /„еХ*, II/„II = 1,_ для
которого jn(x„) = \\xj\. Предположим, что /„(ж)=0 при всех

п е N. Покажем, что х = 0. Выберем последовательность #nm->-
-*- х. Тогда

\\^ml-\fnm(^m)\ = \fnm^nm}-fnm^)\<\\fnn\\xnm-xl^Of
откуда Хпт

-*■ 0 и, следовательно, х = 0.

Теорема 5. Если сопряженное X* к нормированному про-'

странству X сепарабельно, то X сепарабельно.
Доказательство. Пусть{/п}я°=1— всюду плотное

подмножество в X*. В силу определепия нормы функционала для
каждого heN найдется хп^Х, для которого ItaJI =S 1 и 1/„(а:„)| 3»

3* (1/2)II/„II. Множество Е линейпых комбипаций элементов хп

с рациональными коэффициентами счетно. Покажем, что й^плот-
по в X. Очевидпо, что Е — замкнутое липейное множество. Если

Е^Х, то по^ теореме 2 найдется / е X*, 11/11 = 1, такое, что

/(ж) = 0, х^Е. Пусть fnh -»■ / по норме. Тогда

(1/2)»/пй1<|/пйЮ| = |(/пй-/)(^)|<1/пй-/1-0,
откуда /nft -*■ 0, / = 0, что противоречит равенству И/11 = 1.

Пусть X— нормированное пространство. Полярой к

замкнутому единичному шару*) Вх пространства X является

замкнутый едипичный шар Вх*сопряженного пространства. Тогда
по теореме Алаоглу

— Бурбаки (теорема 1П.3.7) шар Вх*
а(Х*, Х)-компактен. Отметим, что Вх* не всегда (*)-слабо

секвенциально компактен (например, если Х= 1°°; см. Х.3.4),
однако если X сепарабельно, тоДх* секвенциально компактен.

*) Здесь и далее Bi = (teX: 1Ы1 ^ 1}.
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Теорема 6. Если X — сепарабелъное нормированное
пространство, то единичный шар Вх*со (*)-слабой топологией метри-
зуем,,а тем самым и секвенциально компактен.

Доказательство. Рассмотрим пространство X как

множество линейных функционалов на X* и соответствующую
дуальную пару <Х*, Х>. Счетное всюду плотное в X множество,

очевидно, тотально па X*. Теперь применима лемма 1.

-Замечание. Если шар Вх* метризуем в (*)-слабой
топологии, то пространство X сепарабельно.

7.3. Пусть X — нормированное пространство. Поскольку X*

в свою очередь является нормированным пространством, имеет

смысл говорить о пространстве X** = (X*)*, сопряженном к

X*,— это есть совокупность всех линейных непрерывных
функционалов на X*. Точпо так же можно рассматривать
пространство X*** и т. д.

Рассмотрим капопическое вложение ял*: Х-»-Х**(см. Ш.3.2),
которое мы далее будем обозначать просто п. Напомним, что

каждому ieX отображение я сопоставляет функционал Fx на

X*, определяемый формулой t

Fx{f) = fT*l, /eX*.
Ясно, что

■1^(/)1 = 1/(я)1^Ы11/11,

откуда Fх <= X**. Таким образом, я. отображает X в X**. В силу
.следствия теоремы 2

Ых)\\ = HFJ = sup {\Fx(f) |: / е X*, 11/11 ^ 1} =

= Slip (1/(ж) |: / е X*: I/O ^ 1} = Наг»,

откуда получаем, что я — линейная изометрия пространства X

на подпространство я(Х) в X**.

2?-пространство X называется рефлексивным, если л(Х) = X**,
т. е. X изометрично X** при каноническом вложении я.

Поскольку соответствие, осуществляющее изометрию, имеет в

данном случае специальный вид, наличия линейной изометрии.

между пространствами X и X** недостаточно для заключения о

рефлексивности пространства X (соответствующий пример см.

в статье Джеймса [11).
Легко видеть, что любое конечномерное ^-пространство

рефлексивно. Предоставляем читателю доказать, опираясь на

теорему 3.1 об общей форме линейного функционала в

гильбертовом пространстве, что гильбертово пространство рефлексивно.
.Как мы увидим .ниже, пространства Lp (1<р<<»)
рефлексивны, a Ll, L°°, С [О, 11, с0 — нет.

Теорема 7. Для рефлексивности -^-пространства X
необходимо и достаточно, чтобы замкнутый единичный шар Вх был

слабо компактен.
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Доказательство. Необходимость. В силу
рефлексивности X шар Вх совпадает с. замкнутым единичным шаром
Вх»* пространства X**, который о(Х**, Х*)-компактен по

теореме Алаоглу — Бурбаки.
Достаточность. Если мы покажем, что множество п(Вх)

совпадает сВх**, то мы получим я(Х) = Х**. По теореме о би-

поляре Вх есть о(Х**, Х*)-замыкапие множества я(Вх). Так как

шар Вх слабо компактен, то ^множество п(Вх) о(Х**, Х*)-замк-

иуто, откуда Вх = я (Вх). С -

другой стороны, но определению

бшюляры Вх = Вх**, откуда и получаем требуемое
соотношение п(Вх) — Вх**.

Следствие 1. Любое замкнутое подпространство
рефлексивного В-пространства X рефлексивно.

Доказательство. Пусть Y — замкнутое подпространство
в X, Вг — его замкнутый единичный шар. Так как шар Вх
слабо компактен в X и By = Bx()Y, то в силу следствия 3 теоремы
Ш.3.2 шар By слабо компактен в Y. Опять применяя теорему
7, получаем, что пространство Y рефлексивно.

Следствие 2. В-пространство X рефлексивно тогда и

только тогда, когда рефлексивно его сопряженное X*.

Доказательство. Если X рефлексивно, то топологии

с(Х*, X) и о(Х*, X**) совпадают на X*. Так как по теореме

Алаоглу — Бурбаки шар Вх* (»)-слабо компактен, то в силу
отмеченного свойства этот шар слабо компактен и по теореме 7

X* рефлексивно.
Если X* рефлексивно, то, как уже доказано, X**

рефлексивно. Так как jt(X) — замкнутое подпространство в X**, то но

следствию 1 я(Х), а тогда и X, рефлексивно.
Следствие 3. Слабая и (*)-слабая топологии пространства

X* совпадают на единичном шаре Вх* тогда и только тогда,
когда X рефлексивно.

Доказательство. Если слабая и (*)-слабая топологии

совпадают на Вх*, то шар Вх« слабо компактен, а тогда X*

рефлексивно. Значит, по следствию 2 X рефлексивно. Обратное
утверждение очевидно.

Замечание. Если 2?-нространства X и Y изоморфны и X

рефлексивно, то Y рефлексивно.
С дальнейшими примерами рефлексивных ^-пространств мы

познакомимся ниже.

7.4. Здесь мы сформулируем без доказательства несколько

важных результатов, связанных со слабой топологией.

Пусть X— Zf-пространство. Как можно описать множество

я(Х)? Конечно, оно состоит из всех функционалов FeX**,
которые о(Х*, Х)-непрерывны. Однако проверка (*)-слабой

непрерывности на неограниченных направлениях функционалов
весьма затруднительна. В связи с этим заслуживает внимания
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Теорема 8 (А. Гротепдик). Если X — В-пространство, то

F^n(X) тогда и только тогда, когда

из /к->0(о(Х*, X)) и I/JK1, осе А, (*)
А

следует, что F(/a) -*- 0.
Если X — сепарабелыюе 2?-ирострапство, то в условии (*)

направления можпо заменить последовательностями.

Неудобство работы с неограниченными направлениями

функционалов мотивирует важность и следующей теоремы.

Теорема 9 (Крейн — Шмульян). Если X— В-пространство,
то выпуклое подмножество Е в X* является (*)-слабо

замкнутым, если (*)-слабо замкнуто при любом «eN множество

Ье£: 1Ы1«£п>.
В теоремах 8 и 9 условие полноты X является необходимый

для их справедливости. Доказательства см. в Шефер — I

(гл. IV, § 6).

§ 8. Распространение линейных операторов

8.1. Теорема Хана — Банаха утверждает, что любой липей-
ный непрерывный функционал, заданный на подпространстве

нормированного пространства X, допускает линейное

непрерывное продолжение на все X. Для операторов аналогичное

утверждение уже не имеет места. В этом параграфе мы рассмотрим,
какие положительные результаты можно получить в этом

направлении.

Условимся в обозначениях. Пусть U„ и U — два оператора,

переводящие соответственно множества Qn и Q прострапства X
в пространство Y. Если Q0с & и для ге£3, имеет .место U{x) =
= U0{x), то U называется распространением (или продолжением)

оператора U0. При этом пишут Ue<=U.
Теорема 1*). Пусть X'и Y— нормированные пространства

и Ue — оператор из Q <= X в Y. Для того чтобы V0 допускал
линейное непрерывное распространение U на множество 2?(Q),
необходимо и достаточно, чтобы существовала такая

постоянная С, что

п II II п

ft=l II II h=l
(1)

какдвы бы ни были совокупности х„ хг, ..., хп из Q и чисел Х{,
Лг, . .

., А„.

Доказательство. Необходимость. Если распростра-

пение U существует, то, поскольку элемент х = 2 ^Л при-
Ь=1

*) См. Рисе [2].
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надлежит S4Q), имеем

tf(*)=2 W*d=2W,(**>.
ft=l h=l

Ho no линейности и ограниченности оператора U имеем

2 ки0Ы\=\и (х) I < | и mi х hi и J 2 vft L
ft=i ii iift=i и

т. е. (1) выполпено при С.= ШН.

Достаточпость. Из (1) сразу же следует, что если

линейная комбинация элементов х„ хг, ..., хп равпа пулевому эле-
?i п

MdlTy 2 ahXh —■ О, ТО И 2 a'h^0 (Xh) = 0.
h^l h=l

Возьмем теперь произвольный элемепт x^2?(Q):
п

х = 2 hkxh, xh^Q; k = 1, 2, ..., п. (2)
fc=--i

Положим

*7(*)=2ВД>(**). (3)
ft=l

Докажем, что песмотря на возможпую многозначность

представления (2), значение оператора (3) определяется элементом х
п п

однозначно. Действительно, если х = 2 ^hxh — 2 hiXh ), то

n

2 (^-ft — ^h) xh = 0. Следовательно, как было отмечепо выше,
fe=i

2 (**— **) Uо (xh) = 0. Стало быть
А=1

п п

2 к&о (xh) = 2 ъ*и0 {xh).

Линейность оператора U без труда проверяется. В самом

п п п

деле, если х= 2 Kxh> а У= 2 IV*. то ж + #== 2 (K + Vh)xh и

n

# (ж + У) = 2 (Ч + Fh) #о(*и) =
ft=i

*) Считая элементы #& в обеих суммах одинаковыми, мы не умень-»

таем общности, так как в каждой сумме можно приписать слагаемое с не»

достающими х* с нулевыми коэффициентами.
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-Из (1) вытекает ограниченность оператора U, так как

Очевидно также, что U есть распространение оператора U„.
Теорема полностью доказана.

8.2. Следующая теорема устанавливает возможность

распространения линейного непрерывного оператора с данного

множества на его замыкание.

Теорема 2 (о распространении по непрерывности). Пусть
X и Y — нормированные пространства, причем Y — полное.

Всякий линейный непрерывный оператор U0 из QaX в Y допускает
единственное линейное непрерывное распространение U на

замыкание Q множества Q, при этом НЕЛ1 = ll?70ll.
Доказательство. Пусть ieQ. Тогда существует

последовательность {хп} элементов из fi, сходящаяся к х. Рассмотрим
в пространстве Y последовательность {U0(x„)}. Так как \Ш0(хп) —
— {7ф(Ят)И *S Ш0\\ Нж„ — жт11, то она - сходится в себе, поэтому
вследствие полпоты пространства Y существует lim U0 (xn).

Докажем, что этот предел пе зависит от. выбора
последовательности {хп}. В самом деле, если г„ей и хп-*-х, то

lU0(xQ~U0{xn)\^\Ujlxn-xnl^O.

Следовательно, lim U0 {xn) = lim U0 (xn).
П-»ео п-*оо

Положим теперь

U (ж) = lim U0 (хп).
П-»оо

Линейность оператора U очевидна, а переход к пределу
в неравенстве \Ш0(хп)\\ <: W0\W\xJ дает RZ7(x)l < IZ7.I Ы, т. е.

ограниченность оператора U, и неравенство Ш\\ < Н?7011. Так как,
с другой сторопы, .

| U | = sup \\ U (х) 1 > sup || Ue (х) I == | U01,
||ж|К1 1И<1
«ей xeQ

то Hf/il = llC/0ll.
Если, наконец, V^>U0 — линейный непрерывный оператор

из Q в Y, то из соотношения U0(x„) = V(xn) (ж„б=0, х„-*-х)
в силу непрерывности оператора V предельным переходом
получаем U(x) = V(x), т. е. операторы U и V совпадают.

Теорема доказана.
Следствие. Если линейный непрерывный оператор U, ого-

бражающий нормированное пространство X в В-пространство Y,
обращается в нуль на плотном в X множестве, то U(x)—0 для
любого х е= X.
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8.3. Если линейный оператор V0 определен на плотном в
пространстве X множестве Q, то по теореме .2 его можно распространить на все X

с сохранением линейности и нормы. Бели, однако, отбросить условие
плотности Q в X, то, вообще говоря, такое распространение оказывается

невозможным.

Вопрос о существовании продолжения оператора Uo, имеющего ту же

норму, что и Uo, решается в зависимости от свойств пространства
образов — У.

Для удобства дальнейших формулировок введем определения: систему
мпожеств 81 = {.4} будем называть сцепленной, если каждая пара множеств

из этой системы имеет непустое пересечение.
Будем говорить, что нормированное пространство У есть пространство

типа SW, еелн У является нормированным пространством, каждое
сцепленное семейство замкнутых шаров которого имеет непустое пересечение.

Простейшим примером пространства типа SK является числовая прямая
(вещественная). Действительно, замкнутый шар в этом пространстве
представляет собой замкнутый промежуток. Рассмотрим поэтому сцепленное
множество {[at, bg]} (| s В) замкнутых промежутков и проверим, что это
множество имеет непустое пересечение. Фиксируем для этого некоторое
|0е.В. Поскольку промежутки [в{, Ь{] и [«j0, 6t|)] имеют общие точки,

каково бы ни было | е Е, то

Следовательно,
а. <; inf £>..
в„ £es

e

А так как |о е= В произвольно, то отсюда

а = sup о* ^ inf Ъ, = Ъ.
£ез

e
|ез

е

Таким образом, любая точка промежутка [а, Щ входит в каждый из

промежутков [aj, bj], что и доказывает утверждение.

Аналогичными рассуждениями, которые мы предоставляем читателю,

доказывается, что вещественные пространства 1°°(Т) и L°°{T, Е, п.), если

мера (х о-конечна, также являются пространствами типа Яй.

Отметим, что комплексная плоскость, рассматриваемая как

нормированное пространство (комплексное), не является пространством типа Щ так
как легко указать систему иэ трех кругов на плоскости, каждые два из

которых пересекаются, а общее пересечение которых пусто.
Далее в этом параграфе все пространства предполагаются

вещественными.

Класс пространств типа Ш является довольно узким. Читатель может

убедиться, что, кроме пространств 1"(Т) и L°°(T, 2, ц), ни одно из

рассмотренных выше конкретных нормированных пространств не является

пространством типа Ш.

Укажем, наконец, что всякое пространство У типа SK полпо.

Действительно, пусть {уп} — сходящаяся в себе последовательность

элементов пространства У. Обозначим

и рассмотрим семейство замкнутых шаров \ВГ (у„)1 (и= 1, 2,...). Это—

сцепленное семейство, так как при m> n

\\Ут — уЛ s£rn.

и', следовательно, ут е= Вг (уп) Л ВГт (ут). Если У — пространство типа Ш,

16 Л. В. Канторович, Г. II. Акилов
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-то существует элемент j/еУ, входящий в каждый из шаров Вт (#п), т. е.

имеем

\1у — Уп\\^г„, в = 1,2,...,.

и поскольку г„ ->0, то уп-*-У- Полнота У проверена.

Следующие ниже основные теоремы 3 и 4 доказаны Нахбипым fl].
В этой же работе дается характеристика пространств типа 9Я с точки
зрения теории упорядоченных пространств. Уточнение этой характеристики
дано. Келли [1]. По поводу распространения линейных операторов см.
также Акилов [1], [2], Какутани [1] и монографию Канторович, Вулих,
П и п с к е р.

Теорема 3. Пусть X — нормированное пространство, а Хо —

линейное множество, содержащееся в X*). Пусть, далее, U0 — линейный

непрерывный оператор, отображающий Хо в пространство У типа WI. Тогда

существует линейное непрерывное распространение U оператора Uo,
отображающее X в Y, причем \\U\\ = Hi/oil-

Доказательство. Пусть Х0 — линейное подмножество
пространства X. Элементарным расширением линейного множества Х0 назовем
линейное множество Xi, состоящее из всех элементов вида

х' = Xxi + х, же Хо, (4)

где х\ — данный элемент из X.

Докажем, что.при Выполнении условий теоремы всякий линейный
непрерывный оператор U0, переводящий Х0 cz X в У, допускает линейное
распространение Ui с сохранением нормы на любое элементарное

расширение Xi множества Х0 **).
Очевидно, если оператор Ut существует, он полностью определяется

указанием элемента у0 = Ui(xi). Так как норма распространенного
оператора должна остаться неизменной, то для этого элемента выполняется

соотношение

\\уо-и0(х)\\ = Ц17, (*,)-#,(*)! ^ lUMxt-x\l = ||E/olllki-*||.

Таким образом, необходимым условием существования оператора U,
является наличие общей точки у всех замкнутых шаров /?<*> =Вт(у) с

центром в точке у
= Uo(x) и радиусом г = гх — \\Щ\ \\xt — х\\.

Докажем, что это условие является также достаточным.

Действительно, обозпачив через № совокупность всех шаров рассмотренного вида,

предположим, что имеется точка уо, принадлежащая всем шарам семейства 9?.
Положим

Ui(xi) = уо-

При этом для a:'eXi в соответствии с (4)

Ut(x') = W,(xt) + Uy(x) = ,kyo+Uo(x).

Отсюда ввиду однозначности представления (4) следует линейность

оператора Ui, а так как в силу условия (при К ф 0)

II иг (*'> I! = I M J *о + ^о (х) I < Г-*П 1=| % ' 1^01|| ** + X |= И Uo«»Х'»'

то U\— линейный непрерывный оператор, причем lit/ill ^ Шо\\- Обратное
неравенство очевидно, поэтому окончательно \\U,\\ = \WoW-

*) Имея в виду теорему 2 й полноту пространства У, можно считать,'
что Х0 — замкнутое множество.

**) Речь идет о собственном расширении, т. е. когда Xi §£ X0. В этом

случае, как нетрудно видеть, представление (4) единственно.
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Итак, надо доказать лишь, что шары 2?(зс) семейства Я имеют непустое
пересечение, для чего, принимая во внимапие условия теоремы, достаточно

проверить, что № — сцепленное семейство.

Для этого возьмем два произвольных шара, В(ху) и ^\xt) из *.

Имеем

'■i-b'-, = '-' + '-,=l^[|*1-*'1|+k-*;|]>

>]РА\&-<)-{ъ-<)\>\"М-<)\=Х'\-Ы
т. е. сумма радиусов не меньше расстояния между центрами шаров,

следовательно, шары ^(^i) и В^х'^) пересекаются*), а это ввиду их

произвольности и означает, что семейство № сцепленное.

Итак, мы доказали возможность элементарного расширения. Для
завершения доказательства воспользуемся леммой Цорна (1.1.2). Обозначим
через А совокупность всевозможных линейных операторов, являющихся

распространением (с сохранением нормы) оператора Щ. В А введем
порядок следующим образом: для V, V" е А будем считать V ^ V", если

V' cz V". Проверим соблюдение условия леммы Цорна. Пусть А0 —
совершенно упорядоченная часть множества А. Положим

Х= U Qv.
VeA0

Поскольку из любых двух множеств fiv, входящих в это объединение, одно
обязательно содержится в другом, то X — линейное множество. Рассмотрим
произвольный элемент х е X. Существует V е А0 такой, что х е Qv,.
Определим

V(x) = V'(x).

Ото определение не зависит от выбора оператора V, так как если же Qv„,
то ввиду того, что либо V ^ V", либо V" ^ V, будет V'(x) = V"(x\. Также
легко установить,- что V — линейный оператор, причем \\V\\ = \\UU\\. Далее,
очевидно, V является распространением любого оператора V е А0 и,

следовательно, распространением оператора Со- Таким образом, V е А и V ^ V

(V е Ао). Применяя лемму Цорна, мы найдем оператор U— максимальный
элемент в А. Оператор U — искомый, так как если бы fiu Ф X, то нашлось

бы элементарное расширение множества Qv, более широкое, чем Qv, и по

доказанному ранее на него можпо было бы распространить оператор U
с сохранением нормы. Обозначая полученное распространение через Ulr
мы имели бы Ui е А и U ^ U\, что невозможно, поскольку U Ф U{.

Теорема полностью доказана.

8.4. Условие возможности распространения линейного оператора,

сформулированное в теореме 3, является и необходимым. Прежде чем доказать

этот результат, дадим следующее определение.

В-прострапство У называется Ргпространством; если какое бы В-прост-
ранство X ни взять, всякий непрерывный линейный оператор U0, отобража-

*) Если Вг [у^ и Вг (у \— два замкнутых шара пространства Y
1

-

*

Г2
и г, + г2 5* ||#| — у2\\, то их пересечение непусто; например, ■ у,- +

г1 "г гг

16*
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Ющий произвольное подпространство Х0аХ в Y, допускает линейное
распространение U с сохранением нормы на все X.

Теорема 4. Для В-пространстеа Y следующие утверждения
эквиваленты:

1) Y — Р,-пространство;
2) если В-пространство X содержит Y в качестве подпространства, то

существует линейный непрерывный проектор из X на Y, имеющий норму 1;
3) У — пространство типа SW.

Доказательство. 1) =*- 2). Пусть У — подпространство в В-нрост-
ранстве X. Тогда тождествепный оператор Цо: Y-+Y допускает

распространение U: X-+Y, \\U\\ = \\UoW = 1. Очевидно, что U — искомый проектор.
2) =*- 3). Пусть Т есть шар By* сопряжешгого пространства. Как мы

установили в 7.3, существует линейная изометрия пространства У на

подпространство В-иространства 1°°(Т). По условию существует проектор
нормы 1 из 1°°(Т) на У. Уже отмечалось, что 1°° (Т) — пространство типа ЗЛ.

Очевидно, что тип Ш сохраняется при проектировании с нормой единица,
поэтому У — пространство тина ЗЛ.

3) =>- 1) доказано в теореме 3.

Можно доказать (см. Келли [1], Нахбии [1]), что В-пространство У
является Pi-пространством тогда и только тогда, когда оно линейно, изомет-

рично ^-пространству C(Q), где Q — экстремально несвязный компакт.
Г\ задаче о распространении линейного оператора можно подойти и с

несколько иной точки зрения. Пусть X
— данное нормированное

пространство, А'о — произвольное его подпространство и У — произвольное
В-пространство. Пусть Un — линейный непрерывный оператор, отображающий А'о
в У. Для того чтобы существовал линейный оператор U гэ U0, \\U[[ = \\U0\\,
отображающий -Y в У, необходимо и достаточно, чтобы X было унитарным
пространством. Этот результат устаповлен Какутапи [1].



Г л а в а VI •

_

.

АНАЛИТИЧЕСКОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ФУНКЦИОНАЛОВ

Для приложения общей теории большое значение имеет

знание общей формы линейных функционалов в конкретных

пространствах. Под общей формой линейных функционалов данного

класса (чаще всего рассматривается класс всех непрерывных

функционалов в данном пространстве) мы понимаем такое

аналитическое выражение, содержащее различного рода параметры
(числа, функции и т. д.), которое при фиксированных значениях

параметров дает функционал из данного класса, причем
получающимися при зтом функционалами исчерпываются все

рассматриваемые функционалы.
В этой главе указывается общая форма линейных

функционалов в ряде рассмотренных выше конкретных пространств.

§ 1. Интегральное Представление функционалов
на пространствах измеримых функций

1.1. В § 3 главы TV рассмотрению конкретных пространств
мы предпослали изложение теории общих пространств
измеримых функций. Точно так же мы поступим в этой главе при
исследовании общего вида функционалов па этих пространствах.

Пусть X — ИП па (Т, 2, рЛ, где мера р. о-конечна. Линейный

функционал / на X называется порядково непрерывным, если из

хп, же=Х, #„(£)-*-О п. в. и |ж„Ш1 «£ж(0 п. в. следует, что f(x„) -»-

— О *). Мпожество всех (о)-непрерывных функционалов на X,
которое мы обозначим через An,, является векторным

пространством.

Обозначим через X' множество всех х' е 5(2", 2, |г) таких, что

supp x' c= supp X (mod \i), J | xx' \ d\i < oo для любого х е= X.

Легко видеть, что X' — ИП (может оказаться, что Х' = {0}).
ИП X' называется дуальным к X. По каждому х' е X' можно

*) Легко видеть, что это определение не изменится, если сходимость

дочти всюду заменить на сходимость по мере.
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построить линейный функционал fX' на X по формуле

U (х) = f х(t)хЩd\if I6X, (1)
т

Из теоремы Лебега очевидно, что fx> e XZ. Мы покажем, что

интегральными функционалами вида (1) исчерпывается

пространство Хп .

Теорема 1. Формула (1) дает общий вид (о)-непрерывного
функционала на ИП X. Отображение х' е X' —>■ /ж» е Хп является

линейным изоморфизмом; при этом х' 5s 0 тогда и только тогда,
когда fx> (х) ^ 0 для любого х е Х+.

Доказательство. Пусть сначала X вещественно и

L°°{T, 2, \i)czX. Докажем, что любой функционал /еХ»
допускает представление (1). Для любого А е=2 положим

<pU)=/(XA).

Тогда, если у,С4„) -»■ 0, тоф(-4п)=/(ХА )-*-0, откуда <р
— счетпо-

аддитивная функция множества на 2, абсолютпо непрерывная
относительно \i. По теореме Радона — Никодима (см.

теорему 1.6.10) существует функция х'^ЬЧТ, 2, \i), для которой

'/.(ХА) = ФИ = 1*'Ф- (2)
А

Докажем, что для любого х е X имеем

/ (х) = J жж' d\i. (3)
т

Пусть B+ = {te3": х'Ш^О), B- = {t^T: ж'(*)<0}. Положим..

/+(*) = /(*Хв+)> /_(ж) = /(аг/в_), жеХ.

Так как

/+(Ха) = Ь'+Ф, /_(xA) = J*'-dji,
А А

/+,/_е=Х~, / = /+-/_,

то при доказательстве (3) можно считать, что 1>0и
выполнено (2).

Пусть ж е Х+. Тогда существует последовательность {ж„} ко-

нечнозначных функций такая, что 0 «S xn t х. Тогда в силу / е Х^
и теоремы Б. Леви получаем (3). Для произвольной функции
геХ (3) выводим из соотношения х = х+

— х-. Из (3) вытекает,
что х' е X'.

Откажемся теперь от предположения L°* <= X. Отметим

сначала, что в силу следствия 2 леммы IV.3.1 функция х',
удовлетворяющая (3), единственна (с точностью до эквивалентности).



■§ U ИНТЕГРАЛЬНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ФУНКЦИОНАЛА 247

По следствию 1 леммы IV.3.1 найдется такая неубывающая
оо

последовательность {4„}с=Е, что %. eX(neN)H U Ап =
п

п=1

■= suppX.Рассмотрим ИП г„ = ЬеX: suppж<= Ап) и

функционалы /„(ж) = /(ж) (ж е= Хп) на них. Тогда по доказанному

найдутся хпeX»(neN), для которых справедливо

' /п (х) = | хх'п d\ix х е Х„. (4)
т

Рассматривая фупкционалы /„ и /п+1 па Х„+1, в силу

единственности представляющей функции в (3), получаем х„ (t) =
= хп+1 (t) при п. в. ie А„. Следовательно, мы можем положить

\x'n(t), tz=An,
х'®'-[ 0, f^suppX.

Докажем соотношение (3) в этой ситуации. Как и выше,

можно считать, что х' > 0 и выполнены равенства (4). Если

■Жп = х%А UeX+), то /(ж„) ->- /(ж), а с другой стороны, по

теореме Б. Леви

) хх'п dp = ) хпх' d\i -> \ хх' d\it
т т т

откуда получаем (3) для х е Х+, а следовательно, и для всех

жеХ.

Если X — комплексное пространство, /е Хп, то положим

/(ж) — Re /(ж) + i Im /(ж). Тогда Re / и Im / — линейные

фупкционалы на вещественном ИП Xr, причем Re/, Im/e(XR)n. В силу

доказанного найдутся хъ ж2 е (Хв)', для которых _

Re / (х) = J xxx djx, Im / (x) = J жж2 ф., x e XR.

Положим ж' = жх — £ж2. Тогда для любого ж е X имеем

f(x) = f (Re ж) + i/ (Im ж) = J (Re ж) Жхф + £ J (Re ж) ж2 ф +

+ i J (Imж) Ж1 ф — I (Imж) ж2 ф = J жж' ф,

откуда получаем также, что ж' е X'.
Соотношение /Ж' (ж) 2> 0 для всех ж е Х+ эквивалентно ж' 5s О,

это очевидпо из следствия 2 леммы IV.3.1. На этом

доказательство теоремы полностью закончено.

Теорема 1 по существу содержится уже в монографии
Канторович, Вулих, Пинскер, по в явном виде она появилась

в печати лишь в середине 1960-х годов сразу в рабетах
нескольких авторов.
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1.2. Наиболее заманчиво получить интегральное

представление для всех непрерывных линейных функционалов на БИП X.
Здесь мы обсудим, когда это возможно.

Пусть X— НИП на (Г, 2, ц.). Положим

Xх = {х' е= X': U- е X*}.

Для любого х' е Xх полагаем

К 1 = 1/*'U* = sup{IJ*?Ф :*sX,|*|< lj.•
Теорема 2. Xх — БИП с условиями (В) и (С).
Доказательство. Для проверки монотонности нормы

достаточно установить, что

(5)|в'| = 8ирЦ*1*'1Ф: же=Х+, 1И<1|.
Равенство (5) вытекает из того, что если

l*'l<:U**'d|i| + e« \*\<U .

то xt(t) — sigaxU) 'x(t) удовлетворяет

xi g= X,: \xxI^ lt J xx' d[i <S J | xx' | d[i = J xy \x' \ d[i.
\t t t

Для- проверки (В) и (С) в силу леммы IV.3.5 достаточно

убедиться, что из г»е Xх, х' е S, \xn\^Ll (ne=N), жп->ж(ц)
вытекает х'^Х* и Иж'Н «S 1. Действительно, в силу леммы Фату для

любого х fe X+ имеем

|/x'(i)|<j а: 1 я'-jф<sup [a:|a^|du.<l|a:|sup|a4!<|a:||.
у 71 у

П

Отсюда/ж'6= X*, ж'е= Xх и Иж'Н ^ 1, чем и закончено

доказательство.

Теорема 3. Если X— БИП, то Хп cz X*.

Доказательство. Пусть /еХ^Г. Если мы предположим,
что / # X*, то найдется последовательность хп -*■ 0 по норме, для

которой 1/(ж„)1>е>0 (веЮ. В силу леммы IV.3.2 и /еХ£"
некоторая последовательность /(#nh)-*-0,; чем получено

противоречие.
Итак, если X— БИП, то Xх = X' (в зтом случае мы будем

употреблять обозначение X').

Теорема 4. Если X— НИП, то Хп =э X* тогда и только

тогда, когда в X выполнено условие (А).



•f 11 ИНТЕГРАЛЬНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ФУНКЦИОНАЛА 249

Доказательство. Пусть Х^=эХ*. Для любого же=Х
имеем

|*l = sup{|Ml*l)|: *'еХхд |*'|<1}. (6)
Равенство (6) выводится аналогично равенству (5).

Предположим, что условие (А) в X не выполнено. Тогда
найдется последовательность 0 < хп 10 в X, для которой Иж„Н > е > О

(га е N). В силу (6) найдется последовательность [хп\ с= Х+,

l^nl^l, такая, что Ja:„a:„du.^e (neN). Так как шар

пространства X* («)-слабо компактен, то последовательность // 'I

имеет (*)-слабую предельную точку /= fX' ЩХХ^ \\х'II < 1. Если
х ~5* О, то fx> (ж)=1ш1 / » (ж) ;> 0 *), откуда х ~3* 0.

Так как хп I 0, то найдется fceN, для которого

J xhx' d\L < е/4.
т

Так как / — предельная точка, то найдется т > к, для

которого

) ^ftxm du. — | жла;' dp. < е/4.

Используя, что хт «S жл, выводим

) ЖтЖт ф ^ J #fc#m dfl < б/2,

чем получено противоречие.
Обратно, пусть в X выполнено (А). Возьмем /еХ* и хп -*■ 0

п. в.; |ж„|^а;еХ. В силу условия (А) ж„-*-0 по норме, откуда

f(xn) -*■ 0. Следовательно, X*с: Хп. Из теорем 3 и 4 получаем

Следствие 1.- Если X— БИП, то Х£ — X* тогда и только

тогда, когда в X выполнено условие (А).

Из следствия 1 и теоремы 1 выводим

Следствие 2. Если X — БИП,'то формула (1) дает общий
вид линейного непрерывного функционала на X тогда и только

тогда, когда в X выполнено условие (А).

Следствие 2 показывает, что любой непрерывный липейпый

функционал на БИП X допускает интегральное представление
тогда и только тогда, когда в. X выполнено условие (А).
Применение этого результата к конкретным пространствам мы

отложим до следующего параграфа, а пока рассмотрим случай, когда

условие (А) пе выполпено.

*) Для каждого х выбирается, вообще говоря, своя

подпоследовательность.
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1.3. Теорема 5. Если X — НИП, то suppX' = suppXх =
= supp X и тем самым множество X* ("} Х„ разделяет точки на X.

Доказательство. Предположим, что supp Xх Ф supp X.
Тогда найдётся 4е2(ц), u.C4)>0, jueX, такое, что х'%А = 0
для любого х е Xх, или, что то же самое, /(%А) = 0 для любого

/gX* П Х„. По следствию теоремы IV.3.1 единичный шар Вх
ограничен в ТВП S(T, 2, ц), а тогда и множество Е, равное
замыканию Вх П L4T, 2, и.) в /Д ограничено в S(T, 2, и.). В силу-
ограниченности Е найдется число К > 0 такое, что К%Л Ф Е. По
теореме III.2.6 существует непрерывный линейный функционал
/о на Ь2, для которого

sup{|/.(x)|: же£}<К/оаХл). (7)

В силу теоремы V.3.1 существует функция z0 s Lz такая, что

/о (ж) = ) жао dp, х G ^2-
г

Так как supp X = supp (X П Lz), то для любого х^Вх
найдется последовательность {хп) сг Вх П L2, хп-> х п. в. В силу теоремы

Фату и (7) получаем

I Ia;z01 ф, <1 sup J |a:„z0|d^^l.
n

Следовательно, функциопал

f(x)=\ xz0 d\i, x e X,

определен на всем X и/еХ*ПХ£.В силу (7) /(Я-Ха) > 1, чем

получено противоречие с /(%а) = 0. Итак, supp Xх = supp X' =

= supp X.

Покажем теперь, что X* П XJT разделяет точки на X, т. е. для

любого х е X, а; ¥■ 0 существует /еХ*0 XJT, /(ж) ^ 0. Можно

считать, что х > 0. Так как supp Xх «= supp X, то найдется А е

eS(fi), u.C4)>0, А <= supp ж, для которого %А^ХХ. Тогда

| £ХАф. > 0. Теорема полностью доказана,

г

Мы установили, что множество X* [") Х„ тотально на X.

Рассмотрим теперь вопрос, когда это множество восстанавливает

норму на X.

Теорема 6 (Накано — Амемия—Мори). Если X— НИП, то

эквивалентны следующие утверждения:
1) 1х1 = 8ир{|/(х)1: /е=Х* П *п,, (/1<1} для любого х е X;
2) в X выполнено условие (С).

Доказательство. 1) =*-2). Если хп, жеХ, хп-*■ x(\l),
uxj\ «S 1, то в силу теоремы Фату Ы1 «S 1. Тогда по лемме IV.3.4

в X выполнено (С).
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2) =*-1). Пусть сначала X<=L4T, 2, pj. Для любого neN
положим

]|х|„ -- inf jmax 1||у ||, n\z(t) ф|: у, z е= Х+, |х \ = у + zj, x е= X.

Проверим, что II • II„ —монотонная норма на X. Нетривиально
только то, что из IWI„ = 0 вытекает х = 0. Возьмем ук, zk е= Х+
такие, что

M = 0ft + Zft, ll^ftl-^0, Rj|zft|dn_> 0.
ft-»oo

Тогда но теореме IV.3.1 yh -»■ 0 (р,) и z*
'-»- 0 (р.). Следовательно,

Отмстим, что

|И»И„, n$\x\dix^tx\n.
Кроме того, очевидно, что

11x11, ^ 1Ы12 < ... < 1Ы1„ < Ы1п+1 < ...

Докажем, что

Нж11„ -^ НжН. • (8)

Возьмем Я > 1Ы1„ (n e N). Тогда существуют уп, zn e Х+, для

которых

\хI = г/п + z,„ ||j/„|| < л, j |zn |dn < я/и.
r

Отсюда zn-*-0(p), а тогда- yn
= Ы — zn -»■ Ixl (p). Так как 0^

=^j/n< Ixl, то в силу условия (С)

Ы1 ^ sup WyJ < R.

Тем самым (8) доказано. Докажем теперь 1). Можно считать,
что х>0. В силу (8) для всякого е >0 найдется neN, для

которого Нх11„ > 11x11 — е.

Рассмотрим НИП (X, II-IIJ. Так как |]х||п<^и ) |x|dp, то Н-11„

<o)-ueiipepbiBiia, откуда по теореме 4 (X, |-|„)*с: Х£. Тогда
найдется /е (X, П ■!!„)*, для которого

«/«(Л,,|.|!п,*<1, 1*|»<|/(*)| + е.

Отсюда

I/1U*< l!/l!(x.ii.,i„)*< 1. И < И" + е < | /(х)| + 2е,

чем и доказано 1) в случае, когда XcD. Общий случай
сводится к рассмотренному при помощи следствия 1 леммы IV.3.1.

Пусть X—ИП. Тогда положим X" — (X')'. Очевидно, что

ХсгХ". Мы рассмотрим вопрос, когда Х = Х". Если X — НИП,
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то положим Ххх = (Xх)*. Очевидно, что X сг Xх*. Норму на Xх*
обозначим 1Ы1ХХ. Имеет место неравенство 1Ы1 > 1Ы1ХХ ОсеХ).

Теорема 7. Для НИП X. следующие утверждения
эквивалентны:

1) в X выполнены условия (В) и (С); _

2) Х= ХХХ wll-H = ll-Hxx.

Доказательство. 1)=*-2). Так как в X выполнено

условие (С), то по теореме (6) 1Ы1 = 1Ы1ХХ для х^Х. Покажем, что

Х = ХХХ. Так как supp X = supp Xх = supp Xxx, то для любого
х е (Ххх)+ существует последовательность {хп\ <=■ Х+, 0 < хп t x
(лемма IV.3.1), Используя (В), получаем, что хеХ.
- 2) =*-1), так как по теораме 2 в Ххх выполнены условия

(В) и (С).
Приложения полученных результатов к конкретным

пространствам. будут приведены в следующем параграфе.
Литературные указания см. в главе X. •

§ 2. Пространства Lp{T, 2, ц)'

2.1. Применим теорию предыдущего параграфа к конкретным

пространствам измеримых функций, прежде всего к

пространствам LP(T, 2, |х), где меру и. мы будем предполагать о-конечпой

(хотя это и не нужно при К р < °°).

Теорема 1. Пусть Кр<°°, 1/р + 1/д = 1. Общий вид
линейного непрерывного функционала f в пространстве L"(T, 2, \i)
дается формулой

f(x) = $x (t) y~(t) ф, x e= L't (l)
т

где у
— произвольный элемент из V(T, 2, ц,). При этом

ll/I = \WI!№
.

(2)

Доказательство. Так как в Lp (1<р<°°) выполнено

условие (А) (теорема IV.3.5), - то по следствию 2 теоремы 1.4

формула (1) дает общий вид линейного непрерывного фупкцио-
пала. Равенство (2) получаем из V.2.3.

Рассмотрим теперь пространство L°°(T, 2, \i). Так как в нем

в нетривиальных случаях нет условия (А) (см. IV.3.3), то

формула (1) (с у^ЬЧТ, 2, ц.)) уже пе дает общий вид линейного

непрерывного функционала.
Обозначим Ьа (2, ц.) множество (вещественных или

комплексных) аддитивпых функций (bounded additive) ф на 2 таких, что:

1) |аС4) = 0 влечет фСА) = 0;
2) полпая вариация |ф|(Г)<°°.
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Если в множестве Ьа (2, ц,) ввести линейные операции по

формулам

(Я.ф)С4) =Я,<рС4), (ф1 + ф2)и)=ф1и)+<р2и), 4е=2,
то Ьа (2, ц) превращается в векторное пространство. Формула
ИфИ'= |ф|(Т) определяет норму на Ьа(2, ц,), с которой Ьа(2, |х)
становится В-прострапством.

Определим )л;(£)йф.для ^ei'tf, 2, ц). Рассмотрим миоже-

г

ство Q измеримых копечиозпачных функций вида

*(*) = 2^хА.(0. (3)

где lfeR или С, А{^И (i=l, 2; ..'., fc), причем множества А{

попарпо дизъюнктны. Положим

с
k

—-

у 1=1

Предоставляем читателю проверить, что J xd<p не зависит от

т

представления х в виде (3). В силу теоремы 1.6.3 Q плотно "в

L°°(T, 2, ц,). Очевидно, что | #4ф — линейный функционал на Q,
т

причем

I ] xd(p
\т

<2!^!!фИ{)!<таХ|^||ф|(Г)<к1и1|Ф1.
1=1 t=l

По теореме V.8.2 \ x dtp допускает линейное распространение
'т

по непрерывности на все L°°{T, 2, ц,), которое мы обозначаем
тем же символом.

Теорема 2. Общий вид линейного непрерывного
функционала / в пространстве L°°(T, 2, ц) дастся формулой

f(x) = $x(t)d<p, •

<4)
г

где ф
— произвольный элемент из Ьа (2, ц,)*). /7/ж эгаи П/П = 1!ф11

и ц>(А) >0 для любого ЛеЕ тогда м только тогда, когда fix) >
> 0 для любого leL-fr.S, ц,), а; > 0.

Доказательство. При построении J x dq> нами было

доказано, что формула (4) определяет /е(2/°)* и 11/11 < ИфП.

*) Если пространство L°"(T, 2, ц) комплексное, то надо взять

комплексное Ьа(2, ц), а если L°°(T, 2, ц) вещественное, то — вещественное Ьа(2, ц).
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Докажем обратное неравенство. Для всякого е > 0 найдутся
А( е 2 такие, что

|q>K 2 \<P(Ai)\ + е, 4i П 4 = 0, *gfc/t U ^ = Г.
i=l ■ i=Z

~
ft ~ f~

Положим х = 2s*8n(P(^i)%.A.- Тогда |ж|^1 и ]xdq>
—

= 2 |фИг)|, откуда |ф|^ J xdxf + е^||/| + е. Следовательно^
г=1 Г

11/11 = ||ф||.
Нам осталось доказать, что любой /e(L°°)* допускает

представление (4). Положим <pU) = /(xa) С4е=2). Тогда |(р|(Я<Н/П
(см. рассуждение выше) и феЬа (2, ц). Из построения J х dq>

г

очевидно, что /(х) = J x dq> (же ^°°). Из нриведеппых коиструк-
т

ций очевидно также утверждение о положительности <р, чем

теорема полностью доказана.

Отметим, что отображение у е Lq -*■ f e (Lp)* (соответственно

<peba-»- /e (L™)*), определяемое формулой (1) (соответственно
(4)), является линейной изометрией I? на (Lp)* (соответственно
Ьа на L°°). Поэтому часто говорят, что Т-Р есть сопряженное к

Lv (1^р<о°) и записывают (Lp)* = Lg. Аналогичную
сокращенную запись мы будем примепять и для представлений,
полученных ниже.

Из получаемого равепства (Lp)** = (L9)* — L" (1<р<°°)
еще нельзя сделать заключения о рефлексивности пространства

L", так как равенство (Lp)** = Lp понимается в смысле

линейной изометрии, которая может и не быть того специального вида,

который требуется в определении рефлексивности (см. V.7.3).
Тем не менее из рассмотрения копкретной изометрии из

теоремы 1 можно вывести, что пространство L" (1<р<«0
рефлексивно. Действительно, возьмем F^(LP)** и докажем, что паи-

дется х е Lp, для которого

F(/)=/u), /e=(Lp)*. (5)

Обозначим через а линейную изометрию, которая каждому
j/ef сопоставляет функционал /e(Lp)* по формуле J1). Если
положить Fl(y) = F(ay), y^L9, то Ft^(L9)*. Тогда но

теореме 1 найдется jet", для которого
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Проверим, что для этого ietp выполнено равенство (5).
Если / е= №)* ъу = аг'(/) е= V, то

F(f) = F1(y) = ^y(t)x(t)dii^]x(t)y(t)dii = f(x).

При р
= 1 каноническое вложение л: V -*■ (L1)** переводит U

в мпожество функционалов па L°°, допускающих иптегральное
представление (1), которое, как уже было отмечено, в случае

бесконечномерного U строго уже, чем (L1)** = (L°°)*. Тем самым

£' и i" = (£*)* нерефлексивны в бесконечномерном случае.

Общая форма липсйного функциопала в пространстве />(а, Ь)
(1 < р < оо) была указана Ф. Риссом, в V- (о, Ь)—Штейнгаузом (см.
Ф. Рисе [2] и.Штейнгауз fl] соответственно); обобщение на случай
абстрактной меры получено Никодимом.

2.2. Остановимся коротко на частном случае пространств
последовательностей. Из теоремы 1 получаем

Теорема 3. Пусть К р < °°, l/p + \lq = 1. Общий вид
линейного непрерывного функционала f в пространстве I" дается

формулой

f № = 2 Ьл*, * = {ЫГ=1 е zp,; .,,

где у — {T]ft}S=i — произвольный элемент из Z". /7рм эгам || / Ц =
= №1W

Рассмотрим теперь нространство с0 (см. IV.3.4). Докажем, что

(c„)* = Zl.

Теорема 4. Общий вид линейного непрерывного
функционала / в пространстве св дается формулой

оо

/(■*)= 2 £ft%» Х = {1й}Г=1 е С0,; (6)
fe=l

где у = {%}S=i — произвольный элемент из Z1. При этом Ц /1 =*

Доказательство. Так как в с0 выполнено условие (А),
то общий вид функциопала дается формулой (6). Пусть /е(с0)*.

Положим х = щк), где

^ ^

fsign Tjfe, &<л,
^ft "~

| 0, к > п.

Так как х^с„ и. 115:11 < 1, то

/Й=2Ы<11/«-
ft=z
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При п -*■ °° получаем

•

т. е. j/eZ'H »г/Й,1<»/1-
Если у е I1, то

SfhSk <max||lk|2l*U|=l»li-|*|.
fc=i I ft=i

Отсюда обычным путем выводим, что / — линейный функционал
и что Ц/1^11 #||,1» а это ввиду (7) приводит к равенству |] /1 =

Хотя пространство с и пе является БИП, некоторые
дополнительные рассмотрения позволяют установить общую форму
линейного функционала в нем.

Рассмотрим в пространстве с элемент ео=(1, 1, ..., 1, ...).

Бели х «■* {£*} — произвольный элемент из с и |0 = lim |ft, то, оче-
fc-»oo

видно, х — £0е0 е Со.

Пусть / — линейный непрерывный функционал в с;

рассматривая его только на с0, мы получим там также линейный

непрерывный функционал /о. Пусть (для х^с0)
оо

/о (ж) =« 2 Пи1к, У = {%} е Л

Обозначив г}0 = /(е0), найдем для произвольного гее

оо

/(*) = / (Vo) + /о (* - 5в«о) =* Яо£о + S % (Sk - Е«).
fc=l

оо

Положив а, = г\0 — 2 ^fei получим окончательно

оо оо

/ (х) = обо + 2 %£ь = а Ит |fe + 2 %£ft. (8)
h—l fe-*oo ft=l

Предоставляем читателю доказать, что (8) дает общую форму
линейного непрерывного функционала в с и что

i/|=|a|+-Sl4fc|.
A=i

Предоставляем читателю доказать, что В-пространства с„ и с

нерефлексивны."
2.3. Остановимся коротко на аналитическом представлении функциона-

. лов в других иространствах измеримых функций, введепных в § 3 главы IV.
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Рассмотрим сначала пространства Орлича. Имеют место равенства (по
вапасу элементов)

'

.

(**)' = (LmY = Lm:
'

Теорема 5. Общий вид (о)-непрерывного линейного функционала f
в пространстве LM{T, 2, ц) дается формулой

/(*) = |х(ОЙОФ. x^Lu- (9>
т

где у
— произвольный элемент из LMt (T, 2, ц). При этом

"/W.ii41)*=l|{''l2- i«(%,lV=^ir
'

<10>

Общий вид /е-#?м)* дается формулой (9), причем выполнены

аналоги формул (10) (в которых вместо Ьм стоит Ем). Таким образом,
формула (9) дает общий вид линейного непрерывного функционала в LM тогда и

только тотда, когда М удовлетворяет Д2-условию. Пространство Орлича Ьм

рефлексивно тогда и только тогда, когда М и М* удовлетворяют Дг-условию.
Доказательства приведенных результатов см. Красносельский, Ру-
т и ц к и й. Т. Андо [1] удалось получить представление всех линейных

непрерывных функционалов на произвольном пространстве Орлича.
Связь между пространствами Лоренца и Марцинкевича устанавливают

следующие формулы, где равенство понимается по составу элементов и

по норме:

М(ф)' = Л(ф), Л»)' = М(ф).

Так как в Л(я}>) выполнено условие (А), то Л(я]з)* «= A/{if). Пространство
Л7(гр) *

существенно шире Л(ф).

§ 3. Общая форма линейного функционала
в пространстве С(К)

<

3.1. Пусть К — компакт. Обозначим через гса (К) множество

всех (вещественных или комплексных) регулярных
счетно-аддитивных функций ф, заданных на о-алгебре 38 всех борелевских
множеств из К и имеющих конечную полную вариацию

|ф|(Ю<°°.
Если в гса (Ю мы введём линейные операции аналогично

тому, как это было сделано в Ьа(2, ц,), и положим ОфН = |ф|(Ю,
то гса (К) превращается в В-пространство.

Теорема 4. Общий вид линейного непрерывного
функционала / в пространстве С(К) дается формулой

f(x) = $x(t)d<pf жеОД,-
к

где ф
— произвольный элемент из гса (Ю *). При втом 11/11 =* ПфП

и ф(.4)>0 для любого 4eJ тогда и только тогда, когда fix) >
> 0 для любого х е С(Ю.

*) Если пространство С(К) комплексное, то надо взять комплексное

ica(K), если С(К) вещественно, то — вещественное гса (Я).
17 л. В. Канторович, Г. П. Акилов
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Устанавливаемое теоремой 1 соответствие является линейной

изометрией С(Ю* и гса (К). Доказательство теоремы 1 довольно

длинно и требует дальнейшего привлечения результатов теории

меры и топологии, поэтому мы его опускаем (доказательство см.

в Дапфорд, Шварц — I; З^анен —II). Теорема 1 для К ■=

«= [0, 1] была доказана Ф. Риссом (поэтому, ее часто называют

теоремой Рисса). Общая формулировка принадлежит А. А.
Маркову и С. Какутани.

Остановимся теперь па переформулировке теоремы 1 для
случая вещественного пространства Cla, Ы. Дополним сначала

сведения о функциях ограниченной вариации (см. IV.4.1).

Рассмотрим в промежутке [а, Ь] возрастающую функцию (pit).
Пусть а < £, < t2... < tn < b — произвольная система точек.

Возьмем t'k и t"h так, что а < t[ < tг < i'x < t^ < i2 < £2 < ...

... < tn < b. Очевидно, имеем

2[ф(£)-ф(*0]<ф(Ь)-ф(а)
ft=i

и, устремляя здесь th~*- th — 0, th-+- th + 0, получим в предел»

2[Ф(»* + 0)-<р(**-0)1<<р(Ь)-ф(а).

Отсюда следует, что монотонная функция может иметь только

конечное число разрывов скачок, в которых превышает

заданное е. Следовательно, множество всех точек разрыва монотошюй

функции не более чем счетно. Поскольку всякая функция
ограниченной вариации представима в форме разности двух
возрастающих функций, отмеченное обстоятельство имеет место ir

для функции ограниченной вариации.
Из сказанного вытекает, что множество точек непрерывности;

функции ограниченной вариации плотно в промежутке [а, Ы.

Пусть git) — функция ограниченной вариации. Рассмотрим
функцию git), определенную равенством

*(0 = -|" I* (* + 0) + *(* — 0)1. a<t<b,

gib) ^ gib), £(a) = g(a).

Таким образом, функция git) совпадает с git) в точках

непрерывности последней и при f = c, b. Функцию git) мы будем
называть исправленной.

Если функция git) совпадает со своей исправленной, то мы

будем называть ее правильной. Множество всех правильных

функций, обращающихся в нуль при £ = а, обозначим VB. Ясно,
что V0 является линейным подмножеством пространства V всех

'функций ограниченной вариации. Легко проверить, что это эамк~
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яутое множество. Таким образом, V0, являясь замкнутым

подпространством В-нрострапства V, само есть ^-пространство.
Для любой функции x^Cla, b] определен интеграл Стилтье-
ь

са J х (t) dg (t) относительно функции ограниченной вариации

g(t)(cM. By л их— III, гл. XI, § 5).
Теорема 2. Общая форма линейного непрерывного

функционала в пространстве Cia, b] дается интегралом Стилтъвса

ь

f(x) = $x{t)dg(t)f
а

где g(t) — произвольная функция ограниченной вариации. Если
при этом g(t) — правильная функция, то

l/HV(e).
о

■Функционал f определяет функцию g^V0 однозначно.

Так как интеграл Стилтьеса от непрерывной функции можно

свести к иптегралу по счетпо-аддитивной функции множества

<см. By л их — III, гл. XI, § 5), то теорема 2 несложно
получается из теоремы 1. Предоставляем читателю проверить детали
(независимое от теоремы 1 доказательство см. в Колмогоров,
Фомпн). Пространство С(.К) не является рефлексивным в

бесконечномерном случае (т. е. когда компакт К бесконечен).

Предоставляем читателю проверить, что функционал F,(g) *■■ g(t),
g e Vo, где t е= LO, 11 — фиксированная точка, не входит в образ
пространства СЮ, 1] при каноническом вложении.

3.2. Рассмотрим применение теоремы об общей форме
линейного функционала в пространстве С[а, Ь\ к так называемой

проблеме момептов.

Пусть в нормированном пространстве X дана
последовательность {хп) линейно независимых элементов. Взяв произвольный
линейный функционал /el, образуем числовую
последовательность

f{xn) = [in, п = 0, 1, ... (1)

Проблемой моментов в широком смысле называют задачу

нахождения функционала / по последовательности {|а„}. При
такой общей постановке вопроса его решение не может быть

далеко продвинуто. Однако и в общем случае все же можно

высказать некоторые условия разрешимости и единственности

решения проблемы моментов.

Если множество {хп} фундаментально, то в силу сказанного
в III.3.2 функционал / (в предположении, что он существует)
единственным образом определяется последовательностью {ц„}.
17*
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Нетрудно видеть, что фундаментальность системы {х„} является

также и необходимым условием единственности решения
проблемы моментов.

Далее, если обозначить через <р функционал (быть может,
неаддитивный), определенный на множестве ixn):

ф(яп) = и„, и = 0, 1, ..., (2)

то, поскольку существование функционала / означает

возможность линейного распространения <р на линейную оболочку
3?({хпУ), вследствие теоремы V.8.1 получаем, что -необходимым
и достаточным условием разрешимости проблемы моментов

является наличие такой постоянной М>0, что для любых К0, Ki, ...

..., Кл выполняется неравенство

или, иначе,
>-г

п

2 Кии
ь=о

<м
71

2j ^ь^л
k=0

sup

n

fc=0

2 V»
< oo,

(3)

(-*>

где supremum берется по всевозможным 'Ко, Я,1, ..., Я,„ (и-

-0,1, ...)..
Из всего многообразия конкретных проблем моментов.

рассмотрим только степенную проблему моментов, когда X =

—CU, Ь] и

ж„Ш = Г, п = 0, 1, ... (5)

Принимая во внимание общую форму липейногофупкцйопа-
ла в пространстве Cla, Ы, можно сформулировать задачу в

рассматриваемом случае так: определить, при каких условиях

существует функция ограниченной вариации g(t) такая, что

|л&(0 = |ц, -и =0,1, (6)

Отметим, что, поскольку в данном случае система {хп} полна

в пространстве Cla, о], решение проблемы.моментов, если оно

вообще существует, единственно.
Условие (4) разрешимости проблемы моментов (6) может

быть записано в следующей форме:
'

sup

ma

a<t

п

2 V*
fc=0

1 n

x 2 h th

< oo. (7)
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Приведем, наконец, один более конкретный результат,
относящийся к степенной проблеме моментов в промежутке [О, II.

Теорема 2 (Хаусдорф). Для того чтобы существовала
функция ограниченной вариации g(t) такая, что

1

Jtn£fe(t)=»m„ n -0,1,..., (8)
о

необходимо и достаточно, чтобы

2^|А"-ьИь|<Л/, я = 0,-1,..., (9)

где Сп—биномиальные коэффициенты, а Дтцл означают тп-е

разности для последовательности {цл), определяемые индуктивно
равенствами

Дт+1ц* = АтЦ* ~ АтИ*+1. Д°И* = Им

т= 0, 1, ...; ft = 0, 1, ... (10)

Доказательство. Необходимость. Пусть проблема
моментов (8) разрешима. Обозначим через / линейный
функционал в пространстве CIO, U, порождаемый функцией git).
Обозначим далее

4m) (t) = ** (1 - *)т, т, ft = 0, 1, .... (11)

Так как

*Г+1>(0 = *h (1 - 9т+\=** (1 - «Г -fft+1 (1 - «Г =

ТО

/(*Г+1)) = /(*П- /OdX
•

т, л = о, 1,...

Кроме того,

/W0)) = "*.

Принимая во внимание (10), мы легко можем убедиться (псполь*
вуя метод индукции), что

/W"°) = A"Vh m, ft = 0,1,...

.Пусть теперь (&ч) = sign An_V* (Л e 0» 1,.. м и). Рассмотрим
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функцию

*(0-^п)с£4п-л)(0.

Ввиду того, что a^ty) ^0 в [0, 1], имеем

I * w I< 2 №~h)т = i chnth (i - tf-h=\t + (i - or=i.
ft=0 ft=0

Следовательно, l!5?!l <i 1. А тогда

2сьп|дпЛ*1 = 2ЛП)ДП-Йий= 2 cJSP*n>/U""*) = /(^)<l/li
fc-=o ft=o ft=o

n = 0, 1, ....

что и доказывает необходимость условия, если положить М=»

-11/11.
Достаточность. Пусть <р озпачает функционал, заданный

на множестве {х„) формулой (2), где принято хпШ = Р.

Распространим ф на линейную оболочку множества {хп), т. е. на

множество всех полиномов. Именно, если x(t) = Ке + Kit +... + K„tnt'
то положим

Jo\X) = Ко\Хе "г Л|(Л1 т ... Т An|in.

В силу линейной независимости функций xn(t) такое

определение /о будет однозначным.

Определенный таким образом функционал /0 будет, очевидно,
аддитивным и однородным. Мы докажем, что условие (10)
обеспечивает его непрерывность.

Отметим, что независимо от этого условия функционал /0
непрерывен на множестве Пт полиномов, степень которых не

превосходит т, так как Нт является конечномерным пространством

(координатами служат коэффициенты полинома), и потому
сходимость в Нт покоординатная.

Сохраняя прежние обозначения, будем иметь, как и раньше,

/0(48)) = AVft. ', Л = 0, 1, ...

Рассмотрим теперь произвольный полином x(t). Пусть степень

его равна т. Введем последовательность соответствующих

полиномов Бернштейна
п .

хп (t) = Вп (х; t) - 2 С*х (А ) ** (1 - t)n-\ (12)

Как известно, степень полинома xn(t) при любом п = 1, 2, ...
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не вьппе т *), а так как х„Ш равномерно сходится к x(t) при
п -*■ °° (см. Натансон — 1, с. 23), то по сделанному выше

замечанию

/о(Яп) -*■ /о(ж),
HO i.

l/o(^)l<2c^(^)|l/oWrW)r<«^ll2C"|An"Vft|<A/D^||.
Переходя в левой части к пределу при п-+ °°, пайдем

|/„Ы1<МЫ1.

Так как а; — произвольный полином, то непрерывность /„
доказана. Теперь достаточно распространить /0 па все СЮ, 1] по

непрерывности (см. IV.8.2) и применить к полученному в результате

распространения функционалу / теорему об общей форме
линейного функционала в пространстве СТО, 1], на основании которой

1

f(x)^x(t)dg(t)t я: е С [0,1].
о

где g(t) — функция ограниченной вариации.

Теорема полностью доказана.

*) Вот доказательство этого факта. Дифференцируя выражение (12)
и вамспяя в первой сумме индекс суммирования к на к +1, получим

dx« •£.
*

I к \
-зг

- 2 сп i**"-1 (* - *>"-* -(«-») *к (i - о"-*-1] * [tJ =

ft=o

По иядукции получим

d"x.

~di>

«-»
...

2.
= в („ _ 1) ... („ _ , + 1) 2£*_/ (l _ t)"-8-*A'* (—).

fe=0

Так как x(t)— полином степени m, то Д*"+1ж I —1=0. Поэтому —m+"—
«= 0, откуда и следует, что хп (() — полином, степень которого не

превосходит т.
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ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ ЛИНЕЙНЫХ ОПЕРАТОРОВ

Значительное число конкретных математических процессов
может быть включено в абстрактную схему, описываемую с

помощью последовательности линейных операторов. К таким

задачам относятся, например, исследование сходимости рядов

Фурье и интерполяционных полиномов, исследование формул
механических квадратур, теория сингулярных интегралов и. т. п.

При этом в абстрактной форме изучение вопроса обычно

сводится либо к установлению сходимости последовательности
линейных операторов, либо к доказательству ограниченности норм

операторов этой последовательности, либо к другим,
аналогичным задачам.

§ 1. Основные теоремы

i.i. Главную роль среди теорем о последовательностях

линейных операторов играет

Теорема 1. Если последовательность непрерывных
линейных операторов Wn}, переводящих В-пространство X в

нормированное пространство У, ограничена в каждой точке, т. е. если

вир !#„(*)К «ч *ех, (1)

то нормы ьтих операторов ограничены в совокупности'.

WJ<M, п-1, 2,...

Доказательство. Отметим прежде всего, что если

известна граница значений линейного оператора в некотором шаре:

ШШ*£В, х&ВьШ,

то может быть дана оценка его нормы, а именно!

IU7H«S2#/6.

Действительно, взяв любое х' с Нж'П < 1, б.удем иметь

&•= х0 + 6х' в Bt,(x0).
Следовательно,

W(xB) + 6U(x')\\<B,
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а потому

W (*')fl = ||P(bOKj [W(x0) + 8U {х'Ц + || U (х0Ц] <^
откуда и вытекает, что ПСЛ1 < 2В/6. \

Переходим к доказательству теоремы. Предположим, что

последовательность {II Z7„H> неограннчепа. Введем функционал

p(a;) = sup|C/„(a;)||.
п

Оп неограничен в каждом шаре, так как если бы р(х) < В и

В6(х0), то, как было отмечено, оказалось бы \\Uj\*S,2B/6 при
любом п = 1, 2, ...

Отсюда следует, что множество йц = ЬеХ: р(х)>к} плотно

в X. Далее, множество Eh открыто, так как если xB^Eh, т. е.

р.(хо)>к, то при_н§котором По будет |t7n0(^o)j>^« a тогда по

непрерывности f^ngC^f и ^"„(я)!^ Для х> достаточно

близких к х0.
Множество Eh, как открытое и плотное к X, представляет

собой вычет (см. 1.4.7). Но пересечение счетной системы

вычетов также является вычетом и, следовательно, непусто. Если

ж0е П Ен, то

sup!|Z7n(a:0)B = oo

п

вопреки предположению.
Замечание. Условие теоремы может быть ослаблено тем,

что выполнения (1) достаточно требовать на множестве второй
категории, а не на всем X (не предполагая полноты X).

Доказанную теорему можно сформулировать еще и так

(принцип фиксации особенности): если

sup|t/nl= оо,
п

то найдется такой элемент xe e X, что

sup Ц СМ*0) || =оо. (2)
п

При этом множество элементов, удовлетворяющих (2), является

вычетом.

Последняя формулировка позволяет несколько обобщить
высказанное предложение. Пусть [Un ) (к,п ■» 1, 2t .,.) —

непрерывные линейные операторы из X в Y, причем

sup|C4ft)!=oo,, ft = l,2, ...

n

Тогда существует такой элемент xt, чте

sup|tf«nw(*0)j=oo, ^=1,2,... (3)
п
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Действительно, множество Ah тех х^Х, для которых

8np|^f(*)|=0O,
п

то

является вычетом; следовательно, пересечение -40= П -4* непусто.
ft=i

Ясно, что в качестве х0 можно взять любой элемент из А0.
Доказанное предложение называют иногда принципом

сгущения особенвостей.
1.2. Применение теоремы 1 в случае, когда

последовательность-операторов Wn) сходится на X, т. е. при каждом х^Х

существует

U (х) = Km Un (ж), (4)
п-*оо

приводит к важному результату-о сходящихся
последовательностях линейных операторов. Именно, при сделанных выше

предположениях о пространствах X и Y имеет место

Теорема 2. Если последовательность непрерывных
линейных операторов Wn} сходится на X к оператору V, то

U—непрерывный линейный оператор, причем

|СГКИш|Ря|.
*

(5)
и-*оо

Доказательство. Линейность оператора U очевидна.

Далее, поскольку lim || U„ (х) || = || U (х) \\ < сю, то sup \\ U„ (х) || < со

71** 00 П

и по теореме 1 последовательность порм {Hf/JI} ограничена.
А тогда

| U (х) | = lim | Un (х) || < lim || Un |||| х Ц,
п-»оо

„_„„,

откуда и вытекает непрерывность оператора U и неравенство (5).

Замечание. Подчеркнем, что сходимости U„ к U по норме
в пространстве В(Х, Y) может и не быть, в чем легко убедиться
на примере: X^V, F-=R', Z7„ = /„, где

/.C*)-U * = <Ь»е-?; »-1, 2, ...

Хотя /„(ж) — 0, но II/J = 1 (п= 1, 2, ...).

Ограниченность последовательности порм является в

известном смысле в достаточным условием сходимости

последовательности линейных операторов. Точнее говоря, справедлива (см.

Банах, Штейнгауз [1])
Теорема 3 (Банах — Штейнгауз). Для того чтобы

последовательность непрерывных линейных операторов Wn},
отображающих В-пространство X в В-пространство Y, сходилась на X к

непрерывному линейному оператору, необходимо и достаточно,
чтобы
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1) нормы операторов Un были ограничены в совокупностш

WJKM, п-1, 2, ...;

2) последовательность Wn(x')} сходилась в себе, каков бы ни

был элемент х' из некоторого плотного в X множества D.

Доказательство. Необходимость первого условия
вытекает из теоремы 2. Необходимость второго очевидна.

Достаточпость. Возьмем произвольное хеX и найдем
x'^D такое, что

На; - х'\\ < е.

При достаточно больших иг, n

ЮЛх') - UJx')W < е.

Следовательно,

Шт(х) - Un(x)W < WJ.x') - Un{x')\\ + WMix) - UJx'n +

+ Ш„Ы - ип{х'П < е + (Ht/JI + WJ)Wx- x'W < (2M + l)e.

■

Таким образом, ввиду полноты пространства У существует
U (х) = lim Un {x), а тогда по теореме 2 V — непрерывный линей'

П-»оо

ный оператор.
Замечание 1. Теорема (в части достаточности) остается

верной, если сходимость в себе последовательности W„{x')}
d'ei)) заменить сходимостью к U(x'), где U — данный
непрерывный линейный оператор. Полнота пространства У при этом

не нужна.

Замечание 2. Условие 2) можно заменить требованием
сходимости на фундаментальном в X множестве D. В самом деле,

сходимость на D влечет сходимость па 3?(D), которое уже будет
плотным в X. ,

Замечание 3. Первое условие теоремы 3 может быть
заменено согласно теореме 1 условием (1).

Следствие. Множество точек сходимости

последовательности непрерывных линейных операторов или первой категории
или все пространство.

Действительно, если множество точек сходимости второй
категории, то по замечанию к теореме 1 последовательность норм

ограничена. С другой стороны, множество точек сходимости,

будучи множеством второй категории, плотно в некотором шаре,
а так как оно, очевидно, линейное, то и во всем пространстве X.

Применима теорема 3.

Замечание 4. Теоремы 1—2 и теорема 3 ( в части

достаточности) остаются верными, если в них вместо

последовательности операторов рассматривать направление операторов,
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§ 2. Некоторые приложения к теории функций

Теоремы предыдущего параграфа имеют многообразные
применения. Остановимся на некоторых из них.

2.1. Первым рассмотрим вопрос о сходимости формул
механических квадратур.

- При приближенном вычислении интегралов обычпо
пользуются формулами механических квадратур, имеющими вид

ь •

^

Таковы, например, формулы прямоугольников, трапеций, Симп-
сона. К этому же типу относятся более сложпые формулы
Ньютона г—Котеса и Гаусса. Общая теория кубатурных формул
разработана С. Л. Соболевым (см. С. Л. Соболев— II). •

Поскольку одна формула не может обеспечить сколь угодно

высокой точности, естественно рассмотреть последовательность

формул

в<4п)<4п)<...<4п)<ь; n = o,i,...t (i)

и поставить вопрос об условиях, при которых погрешность при
вычислении интегралов по этим формулам стремится к нулю при
п -*■ °о. Если для данной функции х это обстоятельство имеет

место, мы будем говорить, что формулы механических квадратур

(1) сходятся для функции х.

Ответ на поставленный вопрос о сходимости формул
механических квадратур дает

Теорема 1 (Сёге). Для того чтобы формулы механических

■квадратур (1) сходились для любой непрерывной функции,
необходимо и достаточно, чтобы

4) 2|4n)|<^i " = 0,1,,..;

2) сходимость втих формул имела место для каждого

полинома.

Доказательство. В пространстве Cla, Ы рассмотрим
функционалы

U {х) = £ А^х (*<Д п -'ОИ,

ь

f(x) = $x(t)dt.
' а .
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Как было установлено в V.2.1,
'

i/n«= S14n)L: » = o,i,...
"

fc=0

Таким образом, условие 1) означает ограниченность в

совокупности норм функционалов /„, а условие 2), что /„(а:) -*■ fix) для

х, принадлежащих плотпому в С[а, Ь] множеству всех полиномов.

Поэтому сформулированный результат есть частный случай
теоремы Банаха — Штейпгауза (с учетом замечания 1 к ней).

Замечание 1. Если коэффициенты 4™' положительны при

любых к и п, то первое условие является следствием второго.

Действительно, при x(t) ^ 1 согласно второму условию имеет

место сходимость формул, т. е.

Ъ - а = j dt = lim S Af\
„

n-»oo ft=0

71 П

откуда и следует ограниченность сумм

Замечание 2. Во втором условии множество всех

полиномов может быть заменено другим плотным в С[а, Ы множеством,

например, множеством всех кусочно-линейных функций, или

даже множеством, полным в С[а, Ы, например, степенями
независимой переменной (см. замечание 2 кг теореме Банаха — Штейн-

гауза).
Замечание 3. Сказанное выше по поводу формул (1) без

каких-либо изменений переносится на более общий "случай
формул

U (*)*(*)<й~2 4п)*(Л • (2)

.a<«f°<'il)<... <4П)<Ь; п = 0,1

где pit) — фиксированная суммируемая функция, называемая

весовой.

Одним из основных путей получения формул механических

квадратур является следующий процесс. При каждом л*=0,1,...
произвольным образом зададим в промежутке [а, Ь] значения

*о™\ 4П)» • • •
i *пП> и построим по функции xit) ее

интерполяционный полином Лаграпжа P„ix; t), совпадающий с xit) в точках

4n)i *Т\ . • »i 'n • Как известно,

Pn(*;t)= £ &n)(*)*(4n)),
ft=o
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где

©„(*)_ (t-C)(t- С). • • ('- t(n}),к - 0, 1, ...,п, п =» 0,1, ...

ь

Заменяя в иптеграле ) р (t) х (t) dt функцию xit) ее иптерпо-
о

ляционным полипомом, приходим к формуле механических

квадратур
' {pWxMdt^^APxit™), A™ = $p(t)l™(t)dt. (3>

а к=0 а

Формулы, полученные описанным способом, называют

интерполяционными (см. Натансон — I, с. 590).
Если функция x(t) является полиномом степени пе выше nt

то ее интерполяционный полином совпадает с ней самой, поэтому

формула (3) в этом случае будет точной. Итак, если xit) —

произвольный полином, то для достаточпо больших п погрешность

формулы равна пулю, т. е. интерполяциопные формулы
механических квадратур "всегда сходятся на множестве, всех полипомов.

Таким образом, необходимым и достаточным условием
сходимости таких формул для любой непрерывной функции является

лишь одно первое условие теоремы 1. В частпости, согласно

замечанию 1 сходимость будет обеспечена, если все коэффициенты

Последнее обстоятельство имеет место, например, в случае,.
v i(n) .(П) .(П>

когда весовая функция положительна, а точки t0 , t1 ,...,»„'
выбраны так, что полипомы ы„Ш образуют ортогональную по

весу pit) систему. Получающиеся при этом квадратурные
формулы называются формулами типа Гаусса." Они отличаются от

остальных интерполяционных формул механических квадратур
тем, что точны для полиномов степени 2п +1 (см. Натапсон-4-

I, с. 601).
2.2. Рассмотрим пространство С, элементами которого

являются периодические, с одним и тем же периодом (для
определенности равным 2л) непрерывные функции, заданные па всей

вещественной прямой. Каждую такую функцию можно, очевидно,,
трактовать кап фупкцию, определенную на некотором
промежутке [а,а + 2л\ длиной 2я. и удовлетворяющую условию ж(а + 2л)=»
•=xia). Это позволяет отождествить С с замкнутым

подпространством в Cla, а+2л].
Отсюда следует, что оператор у о» Uix)i

а+йп

y(s)~ j K(s, t)x(t)dtt «ele,e + 2nl, (4)
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с непрерывным ядром K(s, t) будет линейным оператором из С
в С. Предоставляем читателю проверить, что выражение для

нормы оператора U будет
«+2П

||С/||=тах \ \K(s,t)\dt (5)
«

а

<ср. V.2.4).

Оператор (4) переводит, вообще говоря, периодические
функции в непериодические. Чтобы U была оператором из С в С,
очевидно, необходимо и достаточно, чтобы ядро K(s, t) было

2я-иериодическим по первому аргументу, т. е. чтобы K(s + 2я, t) =
■= K(s, t). Если, наконец, ядро K(s, t) определено на всей

плоскости и 2зт-периодичпо и по второму аргументу, то

интегрирование в (4) и (5) можно производить по любому промежутку
дошлой 2л.

Образуем ряд Фурье непрерывной 2я-периодической
функции xlt)i

со

X(t) «f + j}* (ак COS& + &h SiQ Щг

2П 2П

ah —
—

] x (t) cos kt. dt, bh = — J x (t) sin kt dt,
в о

К == U, 1, • 4 •

Сопоставляя каждой функции x(t) из С частную сумму S„(x)
«е ряда Фурье, мы получим некоторый оператор £„,
переводящий С в С. Как Известно, эта сумма выражается интегралом

Дирихле:
t — s

sin (2n + 1) —jj—
= Sn(x), у (s) == gj-1 x(t) T~j

i sin -it-

dt,

т. е. оператор Sn имеет вид (4), причем вследствие
непрерывности ядра Sn — непрерывный линейный оператор. Покажем, что

1|5„| *°°-
'
п-*оо

Действительно, согласно (5) и в силу периодичности ядра

|5„|=
ил

2HTJ

t—i
sin (2n + 1)

—грет
-

dt

2Л

0

2re + l
sin » *

t

sin-2"

d* J_C\ sinmM
л J| sint 1dtt
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где m*=>2n+l. Используя известные из анализа неравенства

|sm*l«Sl*l; sms>2s/n, 0«£в«£я/2,

получим далее

.я „,_! (2й+1)л/(2го)

О.
к~~1 Ья/т

т-х я/(гт) -I п/(2т) _2_

ь-1

»_! я/(2т) _2_

h=1 • ' + ^Г

я
щ_1 "Л?"Ч _£__,, т-1_^_„,_^_ "t-1

^1Г^ J Ля ^IT^ я Йл4я»=^8л -£ к ==*/от 4я» -""^
8л

nt-i k+1

^8л« J I 8я 2 ^8я
fe=2 ь

Таким образом,

||Sn||>^lnn,
откуда и вытекает требуемый результат.

На основании теоремы 1.3 заключаем, что существует

непрерывная периодическая функция, ряд Фурье которой не сходится

равномерно ни к какой функции.
Приведенные рассуждения позволяют установить такзке

существование непрерывной периодической функции, ряд Фурье
которой расходится в произвольной наперед заданной точке.

Для втого рассмотрим в пространстве С последовательность

функционалов /„:

. С sin(2n-f-1)*—ST?2
и (*) - sn (x) (g =-£ j ,_,

х (t) at.
t — *.

sm -

Так же, как и в V.2.2, норма функционала fn определяется
равенством

«л
I —f

ein(2n+l)—g-
t — t.

sin-

dt

2Л

,-Lf
2n J

an (2л -f- 1) ~2

81Й-

<й = 8£я[|

а, следовательно, Ц/«I »-oo. Поэтому по теореме 1.1 существует
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елемент х»^С, для которого sup|/»(a:0)|= оо.что и требовалось.
»»

доказать.
-- Возьмем теперь произвольное счетное множество е = {/»} на

числовой прямой и образуем функционалы /2»:
№(x) = Sn(x)(th), А, и =1,2,...

Применяя к ним принцип сгущепия особенпостейг, пайдем такой

элемент х„^С, для которого

sup|/nh)(a;0)|=oo, к =1,2, ...,

п

т. е. такую фупкцию xB(t), ряд Фурье которой расходится в

каждой точке множества е.
.

Пример непрерывной функции, ряд Фурье которой не всюду

сходится, впервые указан Дю-буа-Реймоном (см. Зигмунд).
Если рассматривать Sn как линейный оператор из V в ISr

то вследствие симметрии ядра И5ЯП сохранит прежпее значение,,
и поэтому па основании теоремы 1.3 можпо заключить о

существовании суммируемой функции, ряд Фурье которой не сходится

в среднем в U.
2.3. Широкое обобщение предыдущих результатов может быть

получено, если ввести понятие полиномиального оператора.

Рассмотрим опять пространство С периодических (с периодом
2л) непрерывных функций и обозначим' через #„ его

подпространство, состоящее из всех тригонометрических полиномов

порядка не выше п.

Линейный непрерывный оператор U в пространстве С
называется полиномиальным (тригонометрическим) оператором
порядка п, если: -

1) U(.х) ^Йп, каков бы ни был элемент х&С;
2) если х е Я», то U(xY= х.

Иначе говоря, полиномиальный оператор сопоставляет

каждой 2п-периодической функции тригонометрический полином

порядка не выше п, причем сами ати полиномы оставляет без
изменения.

Простейшим примером полиномиального оператора является

оператор Sn, изученный в 2.2. Другим примером может служить

оператор, сопоставляющий функции ее интерполяционный*
(тригонометрический) полином, построенный по фиксированной
системе узлов.

Введем следующие обозначения. Если у = U(x), то значение

функции у при данном s будем обозначать U(x; s). Так,
например, Sn(x; s)=Sn(x)(s). Далее, если xit) — некоторая функция
из С, то через xhU) будет обозначаться функция, получающаяся
из x(t) сдвигом аргумента:

xh(t) = x(t + h).

18 Л. В. Кантмеввч,. Г. П. Акилов
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Яспо, что г"еС при любом h. Отметим еще, что ввиду равно-

.мерной непрерывности функции х е С

lxh — xt = max\xh(t)-x{t)\-+0 при h-+0. (6)

Относительно полипомиальпых операторов и пх последова-i

тельностей могут быть установлены весьма важные общие
факты. Все они опираются на следующую лемму, связывающую

произвольный полиномиальпый оператор с гГростейшим — Sn.
Лемма 1. Если U есть полиномиальный оператор порядка п,

то справедливо тождество

2^ | U(xT; s — x)dx = Sn(x\s), геС, (7)
о

•{тождество Зигмунда — Марцинкевича — Бермана).
Доказательство. Пусть сначала хеЙп, тогда хте Йп.

•Следовательно,

U(xx; s — т) = x4.s — т) = x(.s).

А так как S„ — полиномиальный оператор порядка п, то

Sn(x; s) =■ x(s),

что и доказывает тождество в этом случае.

Пусть теперь x(i) => cos mt или xti) = sin mt, где го > га. Огра-»
яичиваясь для определенности первым случаем, будем иметь

jcxU) = cos m(t + г) = cos mt cos гот — sin mt sin гот =»

= xAt) cos гот + x2U) sin гот.

Поэтому, если положить

yl
= U(xl), ■y:i = U(x2)

(j/i» V*
— элементы из #„), то

U(xx; s — т) = j/i(s — т) cos гот + y2(s — т) sin гот.

Но уlis — т) и j/.(s — т) представляют собой тригонометрические
полиномы относительно т, порядок которых не превышает и,
вследствие чего они ортогональны функциям cos гот и sin гот.
Таким образом,

о

Очевидно, нулю равна и правая часть (7).

Итак, тождество (7) доказано в этом случае, а поскольку обе

•части его аддитивны относительно х, то тем самым (7)
установлено для произвольного тригонометрического полинома.
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Рассмотрим теперь левую часть тождества (7) и докажем, что

при фиксированном s она представляет собой линейный

непрерывный функционал в пространстве С. Обозначим левую часть •

(7) через f,(x) и проверим, что функционал /, имеет смысл, каков

бы ни был элемент х^С. Для этого покажем, что под знаком;

интеграла стоит непрерывная функция от х. Имеем

|£/(жт+"; s-x-h)-U(x*; s - х)\ ^

^\U(x*+h; s-x-h)-VW; s-x-h)\ +

+ |[/Ь1;«-т-А)-[/(ж';«-т)|<

s£ W(xr*h - жт)11 + I U(xz; s-x-h)- U(xx\ s - x) I s£

^ llf/HIb^-"-x4 + |U(xx; s-x-h)- £/(ж'; s-t)IL

При достаточно .
малых h первое слагаемое здесь сколь угодно»

мало вследствие (6), второе
—

ввиду непрерывности функции.
Шх\ t).

Функционал /„ очевидно, аддитивен, а поскольку

2Я 2Я

l/«HK^Jl^(^;*-T)ldT<^Jit/l!l^HT-iH7i||ia;ii,
о о

то /, — ограниченный функциопал.
Если, наконец, обозначить gAx) = Sn(x; s), то тождество (7)'

будет озпачать совпадение функционалов /, и ?,. По ранее было

доказано, что зти функционалы совпадают па плотном в С

множестве всех тригонометрических полиномов. Поскольку /, и g. —

непрерывные функционалы, из этого вытекает их совпадение на

всем пространстве С, что и требовалось доказать.

Теорема 2. Среди всех тригономических полиномиальных-

операторов порядка п наименьшую норму ,имеет оператор, Snt.
т. е. всегда

Ш11>И5п11>Л1пп.

Действительно, в силу тождества (7)

8Sn(х)| = шах|Sn(х; s)|<^j шах|U (хх; s~х) \dx<||U||хЦ,
о

откуда П5„Н =£ IIШ.

Теорема 3 (Лозипский — Харшиладзе). Если W„} —
последовательность тригонометрических полиномиальных операторовг.

причем Un — оператор порядка п, то нормы их стремятся к

бесконечности. В частности, такая последовательность не может-

оказаться сходящейся на всем пространстве С.

18*
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Первое утверждение непосредственно следует из предыдущей
теоремы.-Второе получается с помощью теоремы 1.1.

Как частный случай сформулированной теоремы отметим

•следующий важный факт. Каковы бы пи были узлы
интерполяции, существует такая непрерывная 2я-периодическая фупкция,
что построенная для нее последовательность интерполяционных
полиномов не сходится равномерно (теорема Фабера).

Отметим без доказательства, что утверждения теорем 2 и 3

переносятся на случай пространства U.
В пространстве СЮ, 1] можно аналогичным образом

рассматривать полиномиальные операторы (алгебраические), попимая

под атим такие непрерывные линейные операторы, которые
переводят СЮ, 1] в подпространство //„ всех алгебраических
полиномов степени не выше п, а элементы из //„ не изменяют. Однако
удобнее провести исследование алгебраического случая путем
сведения его к тригонометрическому (см. Натансоп — I,
с. 672).

Рассмотрим полиномиальный (алгебраический) оператор J7„,
сопоставляющий непрерывной функции »-ю частную сумму ряда

-Фурье этой функции по заданной системе ортогональных

полиномов. Применяя к последовательности операторов аналог

теоремы 3 для алгебраического случая, приходим к такому

результату (Николаев Ш): какова бы ни была ортгональная система

■полиномов, существует такая непрерывная функция, ряд Фурье
которой по этой системе полиномов не сходится равномерно.

Теоремы 2 и 3 установлены С. М. Лозинским и Ф. И. Харшиладзе (см.
-Лозинский [1, 2]). С. М. Лозинским осуществлено далеко идущее развитие
этих идей.

2.4. Рассмотрим вопрос о представлении функций
сингулярными интегралами.

Пусть в квадрате [а, Ъ; а, Ь] задана последовательность

суммируемых функций {Kn(s, ш. Говорят, что функция xis) пред-
ставима сингулярным интегралом, если последовательность

b

Zn(s) = §Kn(s,t)x{t)dt, "11=1,2,..., (8)
а

-сходится к x(s) в том или ином смысле. Сингулярные интегралы
систематически встречаются в различных вопросах анализа.

Назовем для примера интегралы Дирихле, Фейера, Валле —

Пуссена, Гильберта и др.
Ограничиваясь непрерывными ядрами, докажем теорему .о

>ч;ходимости сингулярных интегралов в среднем в пространстве

ЬЧа, Ь).
Теорема 4. Для того чтобы последовательность (8)

сходилась к х в пространстве L1, какова бы ни была суммируемая
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функция х, необходимо и достаточно, чтобы
-ь ь

1) f \КП{8, t)x(t)dt — x(s) ds *0 (9)
а а

•для всякого х из полного в пространстве L1 множества D;
ь

2) §\Kn{s,t))ds^Mr te[a,b]; n-it2,... (10)
а

Действительно, если обозначить через £/„ оператор в

пространстве Z/, порожденный ядром Kn(s, t):
ь

'

у = Un(х), у (s) . j Kn(s, t) x (t) dts
a

то первое условие означает, что Un(x).-*-x для x&D, а второе
согласно V.2.5, что Ш„Н =C M. Таким образом,
сформулированный результат есть частный случай теоремы Банаха — Штейн-
гауза (точнее говоря, замечания 2 к ней; см. 1.2).
. Замечание 1. В части достаточности условие 1) можно

■заменить двумя белее простыми:

Р

\Kn(s,t)dt *it. se=(«,P)c:K&h (")
a

b
"

.

§\Kn(s,t)\dt^Mt Jefei);- п = 1,2,... (12)

Легко проверить, что в этом случае в качестве D можно взять

совокупность характеристических функций всевозможных

промежутков, содержащихся в [а, Ь].
Действительно, если х — характеристическая функция

промежутка [а, р], то при «efa, p)
в

Жп (s) =\Кп (s, t) dt >-1 = х (s);
a

если же s Ф [а, р] и, например, a «S s < a, to

PP. a

xn(s)~ [Kn(s,t)dt= \Kn(s,t)dt- \Kn(s,t)dt *1-1_
a a a

= 0 = it(s).
Таким образом, xn(s) -*■ x(s) при всех $Фа, Р, т. е. почти везде.

Условие (12) обеспечивает возможность предельного перехода
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под знаком интеграла в интеграле J j,JCn (*, t)z (t) dt — x (s) ds+
a a

вследствие чего устанавливается, что он имеет пределом пуль..
Замечание 2. Если ядра K„(s, t) симметричны, то

условие (12) совпадает с условием 2) теоремы, и цртому условия (11)
и (12) в атом случае необходимы и достаточны.

Если рассматривать операторы £/„, порожденные ядрами
Kn(s, t), как операторы в пространстве Cla, 6], то аналогичпым

образом мы получим условия равномерной сходимости

последовательности (8) к непрерывной функции x(s).

Более подробные сведения о сингулярных интегралах читатель может

получить "в монографии Данфорд, Шварц— II и статье И. П.
Натансона [1].

2.5. Рассмотрим в заключение вопрос об обобщенном сумми*
ровапии рядов (см. Зигмунд).

Пусть имеется числовой ряд

ai + ua + ... + «„ + ... (13>

и пусть {sft} — последовательность его частпых сумм. Введем

бесконечную матрицу

Х21 И22 * *' a2h
(14)

а,nft

и образуем выражения
со

On = 2 UnkSkf n = 1, 2, ... t (15)
h=l

предполагая, что все ряды в правой части сходятся.

Говорят, что ряд (13) обобщенно суммируем матрицей (14),
если существует конечный предел последовательности- {о,;}.

Величину втого предела

о — lim On
П-»оо

называют обобщенной суммой ряда (13). Так, например, метод

суммирования Чезаро, когда

о-п- — 2 >kf
k=*l
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характеризуется матрицей
1

1

2

1

п

1 ..

1

2
•

1

п
'

. 0 ...]

. 0 ...

1

п
'"

Вместо того чтобы говорить об обобщенном суммировании
рядов, можно рассматривать вопрос об определении обобщенного
предела последовательности, соотнося данной числовой
последовательности х = {£»} последовательность

оо

0„ (X) = S «nftlft,; П = 1, 2, . .
.,

h=l

•и исследуя ее поведение при п -*- «>. Ясно, что одна постановка

■задачи легко сводится к другой. Поскольку точка зрения
последовательности оказывается удобнее, мы и остановимся на ней,
сохраняя, однако, прежний термин «метод суммирования».

Естественно рассматривать только такие методы

суммирования, которые применимы ко всякой сходящейся в обычпом
смысле слова последовательности и дают для нее в качестве

обобщенного предела обычный предел. Метод суммирования, обладающий

указанным свойством, называется перманентным, или

регулярным. Условия перманентности метода суммирования,
определяемого матрицей (14), сформулированы в следующей теореме.

Теорема 5 (Теплиц). Для того чтобы метод суммирования,
определяемый матрицей (14), был перманентным, необходимо и

достаточно, чтобы:
1) lim a„ft = 0 (к = lt 2, ,...);

П-»оо

оо

2) lim S «пь = 1;
П-froo fe—1

3) SKftK^ (» = i, 2,...).

Доказательство. В пространстве с сходящихся

последовательностей рассмотрим функционалы

С„ (Х)

а(х)

В VI.2.2 было указано, что

fc-м»

п *1 2» •••!

Ki=2kL » = i, 2X
h=l
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поэтому условие 3) означает ограниченность норм функцина*
лов о*,

Далее, введем последовательности

хв = (1, 1, ..., 1, ...), хк = (0, "...., 0, 1, 0, ...)

(единица на к-м месте). Так как

00

On (Ze) =■ 2 anht On (Xh) ~ CLnh, П, к = 1, 2, . ..,

то условия 1) и 2) могут быть записаны в виде

On(xh)-^0 = a(xh), on(xj-^l = o(x0).

Поскольку совокупность элементов х0, х,, ..., хк, ... полна

в с, условия теоремы совпадают с условиями теоремы Банаха —

Штейнгауза (с учетом замечаний 1 и 2). Таким образом,
условия 1)—3) необходимы и достаточны для того, чтобы

о„ (х) j- а (ж),
П-»оо

а зто и означает перманентность метода суммирования. Матрица,.
отвечающая методу Чезаро, очевидно, удовлетворяет условиям

теоремы. Отсюда следует известный факт перманентности
метода средних арифметических (Чезаро).



Глава VIII

СЛАБАЯ ТОПОЛОГИЯ В БАНАХОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ

В главах III и V мы уже имели дело с изучением

простейших свойств слабой топологии. В этой главе рассмотрим более

глубокие свойства этой топологии. В § 4 изучается одна задача
математической экономики, при решении которой используются
свойства слабой топологии и теорема об общем виде
непрерывного линейного функционала в пространстве непрерывных
функций.

§ 1. Слабо ограниченные множества

1.1. Начнем с формулировки важных следствий теоремы
Банаха— Штейнгауза для слабой и (»)-слабой топологий. Прежде
всего рассмотрим критерии слабой и (»)-слабой сходимости
последовательностей.

Пусть имеется последовательность лилейных непрерывных
функционалов {/„}, заданных на /^-пространстве X. Если при
каждом х е X существует конечный предел

-

Km/„(*) = /(*), (1)
П-»оа

то согласно теореме VII.1.2- функционал / также будет
линейным и непрерывным. При этом /„ -*■ /(оЧХ*, X)).

Теорема Банаха — Штейнгауза приводит к следующему

критерию (»)-слабой сходимости.

Теорема 1. Пусть X— В-пространство. Для того чтобы было

справедливо соотношение

/П-/ЫХ*, X)), (2)

необходимо и достаточно, чтобы были выполнены условия:

1) последовательность норм {И/„И} ограничена;
2) соотношение (1) имеет место для всех х из плотного в X

множества D.
'

-

Замечание. В условии 2) можно ограничиться

требованием, чтобы D было фундаментальным в X (ср. замечание 2 к

теореме Банаха — Штейнгауза),
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Непрерывность нормы по отношению к слабой, сходимости

поимеет места, т. е. из (2) не следует, что И/„И -»- И/И. Можно лишь

утвергкдать, что

|/l<Iim|/n|
n-mo

(см. теорему VII.1.2).
Рассмотрим теперь слабую сходимость в X. Прежде всего

отметим, что каноническое вложение я нормированного
пространства X в X** есть линейный изоморфизм ЛВП (X, а(Х, X*)}
на ЛВП л(Х), рассматриваемое как подпространство ЛВП

(X**, оСХ**, X*)) — ведь и в том и другом пространстве
сходимость направления элементов означает сходимость на всех / е X*.

Это простое замечание позволяет в ряде случаев сводить
исследование слабой топологии в X к рассмотрению (*)-слабой
топологии в X**. Например, учитывая изометричность
отображения я, из замечания к теореме 1 получаем, что если хп -*•

-*-х(о(Х, X*)), то й х || ^ lira Д хп |. Из аналогичных соображений,
П-»оо

используя -теорему 1, получаем

Теорема 2. Для того чтобы в нормированном
пространстве X последовательность х„-*~ х(а(Х, X*)), необходимо и

достаточно, чтобы:

1) sup|:rn|<oo; -

п -

2) ](х„) -*■ fix) для плотного (фундаментального) в простран*
стве X* множества функционалов f.

1.2. Рассмотрим теперь сла'бо ограниченные множества.

Множество Е в нормированном пространстве X называется слабо

ограниченным, если для любого /sX* имеем sup{|/(a;)l: x,^E)<
< °°. Множество Е в X* называется (*)-слабо ограниченным,
если для любого х^Х имеем sup{|/(x)l: f^E)<<*>. Очевидно,
что слабая ограниченность множества Е сг X эквивалентна его

ограниченности в ЛВП (X, о(Х, X*)), а (*)-слабая
ограниченность Е<=Х* эквивалентна ограниченности его в ЛВГЕ

(X*. о(Х*, X)).
Теорема 3. Если X— В-пространство, то множество Е<=Х*

(*)-слабо ограничено тогда и только тогда, когда оно ограничено

по норме в X*.

Доказательство. В доказательстве нуждается лишь

утверждение, что (*)-слабо ограниченное множество Е

ограничено по норме. Допустим противное. Тогда из Е можно выделить

последовательность {/„} такую, что 11/»Я 5* пг (и <= N). Так как

|-^Ы*>|<-Ь8ирШ(;с)1: f^E}-*Ot *<=X,

то (1/и)/„-»-0(о(Х*, X)), что несовместимо с условием 1) теоре*
мы 1, поскольку 4i/n)fJ\>n (neN),
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Точно так же, как мы из теоремы 1 вывели теорему 3, из

теоремы 2 выводится

Теорема 4. Если X — нормированное пространство, то

множество £сХ слабо ограничено тогда и только тогда, когда оно

ограничено по норме в X.

Доказательство этой теоремы мы обещали дать еще в главе

III (см. теорему III.3.3), но только теперь теорема Банаха —

Штейнгауза позволила нам это сделать. Так как слабо

компактные множества слабо ограничепы, то из теоремы 4 вытекает, что

любое слабо компактное множество ограничено по норме.
Напомним также, что слабая замкнутость и замкнутость по

лорме совпадают для выпуклых подмножеств нормированного
пространства X (см. теорему III.3.2). Ниже мы покажем, что,

несмотря на это свойство, в бесконечномерном ^-пространстве
слабая и нормированная топологии различны.

Рассуждение, приведенное в пачале п. 1.1, показывает, что

•если X — fi-пространство, то пространство X* (»)-слабо

секвенциально полно, т. е. если "для любого х^Х существует предел
■числовой последовательности {/„(#)} (/,еХ*), то существует /s
бХ*,/„-/(о(Х*,Х)).

Само пространство X не всегда обладает аналогичным

свойством, /^-пространство X пазывается слабо секвенциально полным,

если секвенциально полно ЛВП (X, а(Х, X*)), т е. выполнено

следующее свойство: если для любого feX* существует предел
числовой последовательности {/(#„)} (х„^Х), то существует х&

еХ, хп -*■ xia(X, X*)). Из (*)-слабой секвепциальпой полпотыХ*
вытекает, что рефлексивпое В-прострапство X слабо
секвенциально полпо. В главе X мы увидим, что пространство с0 не
является слабо секвенциально полным, а псрефлексивпое
пространство /ДО, 1] слабо секвенциально полпо (см. теорему Х.4.9).

Существенное различие между слабой и сильной топологиями

показывает

Теорема 5. Для того чтобы в нормированном
пространстве X слабая топология совпадала с нормированной, необходимо
и достаточно, чтобы X было конечномерным.

Доказательство. Достаточность вытекает из теоремы

IV.1.2. Докажем необходимость. Из II1.3.3 вытекает, что в этом

случае шар сопряженного пространства Вх* содержится в

абсолютно выпуклой оболочке конечного числа функционалов, откуда

X*, а тогда и X, конечномерно.

§ 2. Теория Эберлейна — Шмульяна

Если Е — подмножество топологического пространства X, то

оно может обладать тремя свойствами, близкими к свойству
компактности (см. 1.2.7). Напомним их:

1) Е относительно компактно, т. е. замыкание Е компактно!
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2) Е относительно секвенциально компактно, т. е. любая
последовательность в Е содержит подпоследовательность,
сходящуюся к точке ив X;

3) Е относительно счетно компактно, т. е. любая
последовательность в Е имеет предельную точку из X.

В общем случае справедливы импликации 1)=*-3) и 2) => 3).
В 1.5Л мы доказали что в случае метрического пространства X

свойства 1)—3) эквивалентны. Здесь мы установим, что

аналогичная картина имеет место, если X— ^-пространство, паделен-
ное слабой топологией. Сразу отметим, что слабо компактное

множество не обязано быть метризуемым. Действительно,
рассмотрим любое рефлексивное песепарабеяьвое ^-пространство X
(например, гильбертово пространство с несчетным базисом). Его

шар Вх слабо компактен, но если бы он был метризуем в слабо»

топологии, то по следствию 1 теоремы 1.5.2 множество Вх было
бы слабо сепарабельвым, а тогда, так как Вх выпукло, и сильно

сепарабельным. Отсюда вытекает, что X сепарабельно, что

противоречит его выбору.
Эквивалентность 1)—3) для слабой топологии была доказана

в результате многолетних усилий ряда математиков (1940-е

годы). Этот важный раздел теории /^-пространств принято
называть теорией Эберлейна — Шмульяна. В 1940 г. советский

математик Шмульян доказал 3)=*-2). К доказательству 2)=*-1)

вплотную подошел в 1941 г. ленинградский математик Ю. Ф. Сир-
винт (см. посмертную работу [2], представленную в редакцию в

1941 г.)*), но окончательно она была установлена в работе
Эберлейна 1947 г. В нашем изложении мы следуем Р. Уитли к

X. Козну.
Лемма 1. Пусть X — В-пространство, Y — конечномерное

подпространство в X**. Тогда найдется конечный, набор |/т).т=ь
"/mil = 1 (го —1, 2, ..., п) элементов X* такой, что для любого
F&Y имеем

max{|F(/m)|: l<m<n}>-|-||F||. (1)

Доказательство. Так как единичная сфера
пространства Y компактна, то найдется копечная 1/4-сеть {Fm}m=i для
этой сферы (liFJI = 1, го — 1, 2, ..., п). Выберем элементы fm ез

еХ*. I/.0 —1 в X* такие, что lF„(/J|>3/4 (го = 1, 2, ..., к).
Возьмем Fey и докажем (1). Можно считать, что F^O. Тогда
для функционала F/IIFH найдется Fm такой, что IIF/liFll — FJi <
<: 1/4. Имеем | F (/m) ЩFfl \Fn (/m)|-|F111 Fm (fm)-{F/lFЦ) (fm) |>

>lFl\Fm(fm)\-\FnFm-Fml>^m--TWl = -TlFlr
откуда получаем (1).

*) В. Л. Шмульяп и ТО. Ф. Сирвипт погибли на фронте в годы Великой
Отечественной войны.
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Лемма 2. Пусть Е — относительно слабо счетно компактное-

подмножество В-пространства X. Обозначим через Ei о(Х**, Х*)~
замыкание множества п(Е), где п: Х-»-Х**— каноническое

вложение. Тогда JE\ о(Х**, Х*)-компактно и для любой точки Fe£,

существует последовательность {хп}<=Е такая, что n(x)=F для
любой слабой предельной точки ieX этвй последовательности^

Замечание. Очевидно, что последовательность {а;„} из

формулировки леммы 2 имеет единственную предельпую точку.

Доказательство. Так как Е относительно счетно

компактно, то для каждого /еХ* множество f(E) есть относительно-

компактное множество скаляров. Отсюда Е слабо ограничено,,
а тогда и сильно ограпичепо (теорема 1.4).-Следовательно,
множество Ei о(Х**, Х*)-компактно по теореме Алаоглу — Бурбаки.

Пусть Ре£,, Построим по ипдукцпи искомую
последовательность {xj. Выберем ft^X*, И/,Н = 1. Так как F^EU то

найдется ж, е/J, для которого \(F — jiGrjK/,)! < 1.

Пространство У2, порожденное фупкционалами F и F — п(х,),.
конечномерно. В силу леммы 1 найдутся векторы /2, ..., /ft(2).
нормы 1 в X* такие, что

■ ^

max{|G(/m)|: 2<m<£(2)}>-|-[|Gi
для любого G ё у2. Опять, используя тот факт, что F <= Еи ник

мо"жем найти хг^Е такое, что

max {I (F - я(*,))(/J 1: 1 < и» < Ш)> < 1/2.

Используя лемму 1 для У3 = S'iF — л(ж2), F — n(xt), F), находим^
точки /Л(2)+1, ...., /«а) нормы 1 в X* такие, что

max{|G(/m)|: A(2)<m<A;(3)}>4iG|j
для любого G^Y3. В силу того, что F ^ Elt мы можем пайт»

Хг^Е такое, что

•

. max{|(F-ji(a:s))(/m)|: 1 < m *S Ш)> < 1/3.

Продолжая этот процесс, получаем последовательность
{х„) I <=Е, удовлетворяющую соотношениям

max{|G(/m)|: k{n- 1)<т^к(п)}^-±-Щ (2)

для любого G^/Y„ = S'(J!' — п(хп), F — nixn-J, ..., F), где fm e

еХ*. У/J-t, и

max{|(F-n(x,.))(/»)l: i < m <Л(и)} < 1/и, • (3>

Пусть jeX —"предельная точка последовательности {#„} в

слабой топологии (такие существуют в силу относительной слабой

счетной компактности СЕ). Так как замкнутая по (норме) линейная5
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оболочка £?({х„}) слабо замкнута, то ге^Цг,}). Отсюда

/-я(1)е/?-^(Ы1п)})с^({Р, F-nixJ, ..., F-n(x„), ...}),

где замыкание берется по норме в X**.
В силу 2) для любого G^9?{{F, F — n(.Xi),...,F — n(xn),...))'

имеем

sup|G(/m)|^-!-llGI-
т

Следовательно, то же верно для любого G из замыкапия этого

подпространства, в частности, для F — л(х). В силу (3) для

фиксированного т имеем

I (F- nixJHfm) I < 1/р для п > Up) > т.

Тогда

I(F^ji(z))(/JI < \(F-n(xH))(fm)\ + \fm(xn~x)\ <

^l/p+\fm(xn-x)\

для п > kip) > т. Так как х — слабая предельная точка для {#„},
то для любого N~>m существует такой номер п, что

\fm(xn-x)\<l/N, п>к(Ю>т.

Для такого хп имеем (так как k(N) S3» т, то мы можем

принять выше р =Ю

l(F-ji(a:„))(/JI + \fm(x„-x)\<2/N.

Следовательно, в силу произвольности N, получаем, что

<F— я(:г))(/т) = 0 при всех т <= N. Так как

4-|F - я (х)|]< sup | (F - л{х)) (fm) | = О,.
*

т

то F=*n(x), что и требовалось доказать.

Теорема 1. Пусть Е — подмножество В-пространства X.
'Следующие утверждении эквивалентны:

1) Е относительно слабо компактно;
2) Е относительно слабо секвенциально компактно;
3) Е относительно слабо счетно компактно.

Д о кя в а т е л ь с т в о. 1)=*- 2). Если {хп} — последовательность
элементов Е, то обозначим через .У замкнутую линейную
оболочку множества {ж„}. В силу следствия 3 теоремы Ш.3.2 получаем,
что множество Е Л У отпосительпо компактно в слабой топологии

сепарабельпого пространства У. В силу следствия леммы V.7.1
слабое замыкание множества Е Л У слабо метризуемо. Тогда по

теореме 1.5.2 найдется подпоследовательность хПь
-*■ х (о (Yx Y*))%

-а следовательно, и Xnh -*• % (о* {Хх X*)).
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2) =»- 3) очевидно.
3) => 1). Обозначим через Ей о(Х**, Х*)-замыкание множества)

я(£), а через Ег — о(Х, Х*)-замыкание множества Е. В силу
леммы 2 Ei содержится в я(Х) и о(Х**, Х*)-компактно. Так
как я — гомеоморфизм в слабой и (*)-слабой топологиях (см. 1.1),.
то п(Е2) = Ei и, следовательно, Ег слабо компактно.

Замечание. Если Е относительно слабо счетно компактно,,
то для любого х из слабого замыкания Е существует

последовательность {х„) <= Е такая, что а:„ -*• х(а(Х,Х*)).
Действительно, по лемме 2 существует последовательность

{хп} с= Е, для которой х — единственная предельная точка. По

теореме 1 множество Е2 слабо компактпо, а последовательность,

с единственной предельной точкой в компактном пространстве
сходится к этой точке (следствие леммы 1.2.2). Следовательно,,
аг„-а;(о(Х,Х*))..

Следствие. Пусть Е — подмножество В-пространства Х„
Следующие утверждения эквивалентны:

1) Е слабо компактно;
2У Е. слабо секвенциально компактно;
3) Е слабо счетно компактно.

Доказательство. 1)=*-2) в силу теоремы 1, а 2) =*-З)1
очевидно.

3) =»- 1). Так как сходящаяся последовательность имеет

единственную предельную точку (а именно: свой предел), то в силу

замечания к теореме 1 Е слабо замкнуто. Теперь по теореме 1

получаем, что Е слабо компактно.

§ 3. Слабая сходимость в конкретных пространствах

В этом параграфе мы выясним, что означает слабая сходимость-
последовательности элементов в /^-пространствах LV(T, 2, ц)
и С(К).

3.1. Докажем сначала лемму.

Лемма 1. Пусть 1 < р ^ 2. Существует такая положителъ*

ная постоянная с, что для всех вещественных и

|1 + и|»>1 + ри + св(и),
где

e(w) = W, M>f.
(2>

Доказательство. Введем функцию

%(u) = \l + uf-l-pUi !,(B)e.|lg-.
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Поскольку

hm 1]з (и) = lim '

а
— =

..о >
u-»0 u-»o u

limя]ф) = Ню (l + tt)"-l-PH
= t

u-»oo tt-»oo l"lp

то существуют б >_0, Д>0 и с > О такие, что

$(u)>c при |u|sS6 или \u\>&. (3)

Далее, имеем

x'M^pll + MlP-'signa-fa)-/?, X"C")=P(P-1)I1 + "IP-*,
иФ-l.

Так как х"(и)>0, а %'(0)=0, то при и = 0 функция %(и) имеет

•«дипственный мипимум. Но %(0) •= 0, так что при 6«^Ы1«^А
будет х(и)>0 и» следовательно, 1р(и)>0 для указанных и.

-Уменьшая, если нужпо, найденное выше с, можно считать, что

${и)>с, 6sSM<A.

•Сочетая это с (3), приходим к требуемому результату.
3.2. В некоторых пространствах слабая сходимость

последовательности {х„} к х вместе со' сходимостью последовательности

норм Иа;„11 -*- Ы обеспечивает сходимость по норме

последовательности ix„) к Ху.

Теорема 1. Для того чтобы последовательность {х„}
сходилась по норме к х в вещественном пространстве LP{T, 2, \i)
(1<р<°°), необходимо и достаточно, чтобы

1) х„-*-х -слабо;
2) l*J — l*ll.

Доказательство. Необходимость обоих условий очевидна.
Докажем достаточность. Напомним, что так как (V)* *= L4 (1/р -Ь

+ l/q"=" 1), то слабая сходимость ж„ -*- х означает, что для любого

ye=Lq

J xn (0 У (t) йц -v J x (t) у (t) dp.

Положим Ao = {t^T: x(t)=0). Предполагая l<psS2,
воспользуемся неравенством (1) леммы 1. Заменив в этом неравен-

xn(t)-x(t)
<стве и на ^-т^ при ЬЧЁАа, получаем /

\-7Qr-l>i + P Щ +с81 W) >
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Умножим полученное неравенство па |:г(£)|р и

проинтегрируем:

П*»(')|РФ> f |*„(t)|pdn+ \\x(t)fdn +
Т А„ Т

+ Р ,f I * С) |P_1 sign х (t) (xn (t) - х (t)) djt- +

T\A0

Обозначая через у элемент Ья:

y(t) =*\хШр-* sign x(t),
и через f соответствующий ему липейный функционал па Lp,
перепишем неравенство (4) в виде

Т^А, Ао

<

<[.Ы1Р-|М1Р + pU(*) -/(*»))]«
откуда, учитывая условия теоремы, видим, что выражение в

правой части, а значит, и оба интеграла в левой части последнего

неравенства стремятся к пулю.
Если Ап ={* е= Т\А0: | х„ («)-* (*) | >| я: (t) |}, X={f <= Г\Л0:

|ar„(f)—;r(f)|<;|;r (f) |}, то, имея в виду определение функции 6
(см. (2)), можем записать

= J | хп (I) - x (t) \p dp + J I x (t) f-21 *„ (t) - x (t) |«'d|i. (5)

Т\Л

Как уже было отмечено, левая часть (5) стремится к пулю

при п -> оо. Следовательно, оба интеграла в правой части (5)

стремятся к пулю.

С другой стороны, принимая во внимание, что на множестве

Ап имеет место неравенство \xn(t)— x(t)\ <\x(t)\, получаем,

используя неравенство Гёльдера,

Г \Zn(t)-x(t)\PdH^ J \x(t)f-1\xn(t) - X(t)\dli^
n a

An An

= J [|*(*)|РЛ"1|*»(*)-*(')|]|*(*)|РЛФ<
tt

An

19 Л. В. Канторович, Г. П, Акилов
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т. е. ввиду стремления к нулю первого множителя и

ограниченности второго

^\xn{t)~x{t)\pdn^0.
Ап

Следовательно,

f \xn{t)-x{t)\vdp~ f + f | *»(«)-* (91* «***—" 0.
ткл ' » n~*oa

T4A0 An An
Окончательно имеем

[|х„(*)-х(01рф- f \xn(t)-x(t)\pdn+ \\xn{t)fdii-*da

й сходимость последовательности {х„} к ж доказана.

Если p > 2, то вместо неравенства (1) надо воспользоваться

неравенством

|1 + и|»>1 + ри + с|и|», (!')

доказательство которого может быть скопировано с

доказательства неравенства (1). Подставляя в неравенство (1') при t<£.Aa

и = _ , умножая на |жш1р и иптегрируя, получим

\\xn(t)\Vdp> f |х„(0|Рф+ \\x(t)\p'dn +
Т А0 Т

+ p\\x(t)\p-1sigax{t){xn(t)-x{t))dn + c J \xn(t)-x(t)fdn.
Т Т\А0

Понимая под х и / то же, что и выше, и обозначая с' —

=l/min(l, с), найдем

J | хп (0 - х (*) |р dp< с' [|| хп f -1 xf + р (7(х) - J(xn))]t
т

откуда следует, что хп -»■ х по норме в L".
3.3. Выясним смысл слабой сходимости в LP(T, 2, ц>

(1^р<оо).
Теорема 2. Для того чтобы последовательность ixn) слаба

сходилась к х в пространстве L"{T, 2, ц) (1 «S р < со), необходима
и достаточно, чтобы

1) supH;rnll < °°;
п

2) | хп(t)dp-*~ \ х(t)d\i для любого 4е2(и).
А А

Доказательство. Так как множество {^а: 4е2(ц)}
фундаментально в Lp (см. IV. 3.4), то теорема 2 есть частный

случай теоремы 1.2.
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Как видно иа доказательства, условие 2) можно проверять
не для всех А е 2(ц), а для некоторой совокупности множеств,

характеристические функции которых образуют фундаментальное
подмножество в Lp. В частности, в случае L"{a, b) достаточно

рассмотреть совокупность множеств A=ia, si, где a<s^b, a

в случае lv взять совокупность всех одноточечных множеств А,
т. е. в этом случае условие 2) превращается в покоординатную
сходимость.

3.4. Рассмотрим теперь слабую сходимость в пространстве
аю.

Теорема 3. Для того чтобы последовательность {хп) слабо
сходилась к х„ в пространстве С(К), необходимо и достаточно,
чтобы

1) \хпШ\ «SM для всех t^K (beN);
2) x„(t)-*■ х0Ш при каждом t^K.

Доказательство. Необходимость обоих условий почти

очевидпа. Действительно, по теореме 1.2 sup Паг„Н = М < оо, а тогда

и |х„Ш1 <М.
Необходимость второго условия обосновывается так: для

фиксированного t ^ К рассмотрим функционал ft в пространстве
С(К), определяемый формулой

/Дх) =x(.t).

Ввиду наличия слабой сходимости хп -*■ х0 должно быть

ftUJ -*■ /tU„),

а это п есть условие 2).
Достаточность. Воспользуемся теоремой VI.3.1 о

строении пространства С(Ю*. В силу этой теоремы требуется доказать,
что для любой функции ф = гса (К) имеем

\xn(t)dq>-+\x0it)d<p. (6)
к к

Проверим выполнение соотношения (6). Справедлива оценка

хп(t)d<p — J"x0{t)d<p <J|x„ (t)—£e(t)Wl<p|« (7)IIк к

где, |ф1 —полная вариация ф, являющаяся мерой на К. Так как

эта мера конечна, то функция, тождественно равная М,
суммируема относительно нее. По теореме Лебега правая часть в (7)

стремится к пулю, откуда получаем (6).

Из теорем III. 3.2 и 3 вытекает

Следствие. Пусть последовательность {х,ШУ непрерывных
функций ограничена и сходится в каждой точке компакта К

к непрерывной функции x0(t). Тогда существуют такие выпуклые

19*
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п

комбинации уп (0 = 2 ^* *л (')> что последовательность {y„(t)}
сходится к х0Ш равномерно.

3.5. Как мы показали выше (см. теорему 1.5), если слабая
топология совпадает с нормированной, то /^-пространство
конечномерно. Приведем пример бесконечномерного пространства, в

котором из слабой сходимости последовательности вытекает

сильная сходимость. Это показывает, что рассмотрения
последовательностей недостаточно для изучения слабой топологии.

Теорема 4 (Шур). Для последовательностей слабая
сходимость в пространстве I1 совпадает со сходимостью по норме.

Доказательство. Пусть хп -*■ х0 слабо. Заменяя х„ па

Хп
~

Хо, можно считать, что хп -»■ 0 слабо. Нужно доказать тогда,
что и HxJI -»- 0. Предположим противное. Пусть существует такая

подпоследовательность {#nm}, что

lim|*„m|=Z>0. (8)

При переходе к подпоследовательности слабая сходимость не

нарушается; далее, заменяя, если нужно, хПт на ^nm/|xnm|, мы

получим последовательность, по-прежнему слабо сходящуюся
к нулевому элементу, причем нормы всех элементов этой

последовательности равны единице.

Итак, можно считать, что данная последовательность {ж,}
удовлетворяет следующим условиям:

хп -*■ 0 слабо в I1, (9>

Нх„И = 1, и «1,2,... (10>

Пусть хп = Шп), Ег0. •••! !)Г\ •••)• Введем функционалы /ft:

/»(*) = &, * = (Ы; Л = 1,2,...

Вследствие (9) должно быть fk (жп) —*■ 0, т. е.

ЙП)^-0Я Л =1,2,... (11)
■ П->оо

Положим теперь щ = 1. Имеем

|lii"''!=Ki='-
Следовательно, найдется такой номер pt > 0, что

5и!П1)|>з/4.
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Пусть уже выбрапы целые числа 1 *=Ri <r2<....щ и О
•= Ро < Pi < •.. < Pi, так что

Р«-1.

2 l*in,) <l/4, « = 1,2,...,/,

Ps

2 иГ^З/4, s = l,2 /.

Тогда вследствие (11) найдется такой номер nj+l>nh что

"'Н<1/4.

(12)

(13)

Используя это неравенство, а также (10), получим

лпш) (nj+l) I s a1e(ni+i) >3/42 UP+i;l=2Ul
h=Pj+l fc=l ft=l

и, следовательно, можно указать такой номер р^ > ps, что

Pj+i

2 Uinj+l)|>3/4.
h=Pj+l

Проведенное рассуждение показывает, что существуют две такие

последовательности 1 = п, < п2 < ... и 0 = р0< pt< ... целых

чисел, что неравенства (12) и (13) справедливы при каждом s =

= 1,2,...
Обозначим теперь

%
= signЦ *', ps_1</c<j9s; к, s = I, 2, ...

Последовательность {щ} е Z°°, поэтому в прострапстве I1 можно

рассматривать линейный функционал /0:

/о (*) = 2 4h£k> х = {5J.
fe=l

Оцепим снизу величину /0(#п4). Учитывая, что |т)л| «Si, получаем

|/.Ю1 = |2л»й
(»«)

ifc=i
Ps

>

2 ч*ь™
p*-i.

2kii"s)|- 2 Wts)\>
P* Ps—1 ,

oo

> 2 Ulne)|-2ULne)|- 2 liH =

P« .

-2 2 кГ} -|KI-
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Поэтому, вследствие (10) и (13), /0 (#ns) > 1/2, что

противоречит (9).
3.6. Рассмотрим теперь слабую сходимость в гильбертовом

пространстве //.

Так как каждый лииейпый функционал / в Н имеет вид

/Ы = (х, у), хе=Н

(см. V.3.2), то слабая сходимость х„ -»- х0 означает, что для

любого у еЯ

{х„, у) —*■ (х0, у).
П-»со

Далее, в гильбертовом пространстве доказаппый выше для

пространств Lp факт, что слабая сходимость вместе со

сходимостью норм влечет сходимость по норме, устанавливается просто.

Действительно, пусть х„ -*- х„ слабо и, кроме того, Иж„11 -»- Наг011. Но

"Хп Xq" === \Хп Xqi Ха Хц) === {Хп, Хп/ "Т" \Xoi Х$) \ХП) Хй) \&п\ *^о)

и (х„, х0) -*■ (х„, xQ), (хп, хп) -+■ (а;0, Хо). Поэтому \\хп —х0\\ -*■ 0.

По поводу содержания этого параграфа см. в основном Банах.

Слабая сходимость в L2 рассматривалась еще Гильбертом. Теорема 3 о слабой

сходимости в пространстве С [а, Ь] имеется у Ф. Рисса [2].

§ 4. Задача перемещения массы

и порождаемое ею нормированное пространство

4.1. В связи с анализом некоторых вопросов организации и

планирования производства в работе Канторовича [5] был изучен важный класс

конечномерных экстремальных задач, в применении к которым методы

классического математического анализа оказались малоэффективными. Эти
исследования привели в копечном счете к возникновению новой

математической дисциплины, получившей наименование линейного

программирования.

Интересующая нас задача перемещения массы непосредственно

связана со следующей простейшей задачей линейного программирования,
которая широко используется в настоящее время в практике планирования

железнодорожных, автомобильных, воздушных и водных перевозок.

Транспортная задача. Компоненты заданного вектора

ф = (ф1, ••-, фт) (1)

(точнее, их абсолютные величины) характеризуют объемы производства
(при ф* ^ 0) или потребления (при щ > 0) некоторого однородного
продукта в имеющихся т пунктах с номерами к из К = {1, 2, ..., т}. При
этом предполагается, что суммарный объем потребления совпадает с

суммарным объемом -производства, т. е.

~2<Р*=°- (2)
fiSK

План перевозок определяется выбором матрицы

* = №j]usK. %j>0, 'sK, ]<sK, (3)
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элементы которой указывают намечаемые объемы перевозок из каждого
пункта i в каждый пункт /. При реализации таких перевозок в каждый

пункт к е К, очевидно, будет ввезено 2 tyft и вывезено из него 2 ^ftj
1ек Зек

едипиц рассматриваемого продукта. А это означает, что матрица (3)
определяет допустимый план перевозок, если выполнены следующие
балансовые соотношения:

S*«- S^=

«Pfc. ke=K. (4)
isK jsK

Что касается суммарпых затрат, связанных с реализацией каждого плана

перевозок (3), та они в рассматриваемой модели определяются по формуле

где Гц
— задапные неотрицательные величины, характеризующие затраты

по перемещению едвпицы продукта из пункта i в пункт ].
Таким образом, совокупность допустимых планов перевозок

определяется множеством 4% неотрицательных решений (3) системы линейпых

уравнений (4). А искомый наиболее экономный, так называемый
оптимальный план перевозок -ф е Ч^,, характеризуется тем, что для него достигают

минимума суммарные затраты (5).
С помощью общих результатов теории липейпого программирования

(или непосредственным рассуждением) легко проверяется, что

поставленная экстремальная задача всегда разрешима. При этом допустимый план

перевозок (3) в том и только в том случае является оптимальным, если

найдется такой вектор и — (щ, щ, ..., ит), что

и5
— к, ^ г0, ieK, /еХ, (6)

причем tpfjfuj — щ— т-jj) =0, I s К, j^K. Последнее означает, что если

в рассматриваемом допустимом плане из пункта t в пункт / намечаются

ненулевые перевозки tyu, то соответствующее неравенство (6) должно
выполняться, как равепство. Важно отметить, что приведеппый признак
оптимальности позволяет построить эффективные алгоритмы*), с помощью

которых на совремеппых ЭВМ могут решаться транспортные задачи с
несколькими тысячами пунктов производства и потребления.

В заключение этого вводного пункта сделаем пекоторые замечания

относительно рассмотренной транспортной задачи и докажем-одно

предложение, которое нам потребуется ниже при исследовании задачи

перемещения массы.

Компоненты заданного вектора (1), очевидно, можпо представить в
.

виде 4>h
= 4>h

— <PJT. he К, где

Ф+ = max {0, <pfc}, q>^ = — min (0,. <pft}, <p+ + ф^ =| <ph |.

Тогда величипы ф+ (К) = 2 Фь"> Ф~ № =* 2 Ф/Г» в СИЛУ условия (2),
fcSK ftSK

совпадают и равны половине суммы абсолютных величин компонент

вектора (1).
Рассмотрим теперь функцию

»(*)= 2 2*и (7)
тк зек

*) Впервые такого рода алгоритмы были предложены в работе
Канторовича и Гавурина [1] (эта работа написана в 1940 г. и цитируется в статье

Канторовича [6]),
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н покажем, что для любой матрицы t|) e Ч1^ имеет место перавепство

»(*)>«Р+(К), (8)

которое превращается в равепство в том и только в том случае, если

Действительно, из (4) и неотрицательности элементов вытекает, что

2*»>ч>*' 2,%}>%> keK- (10)
isK зек

Суммируя первые или вторые из этих неравенств но всем k s К, получаем
требуемое неравенство (8). При этом ясно, что равенство достигается в том

и только том случае, когда выполнены соотношения (9). »

Заметим еще, что приведенная нижняя оценка (8) для функции (7) па

множества Ч11,, достигается, т. е. множество матриц (3), удовлетворяющих
условиям (9), не пусто. Этим условиям удовлетворяет, например, матрица

** = [*«W. ^=^T)' ieK' leK- (11)

Лемма 1. Если заданные неотрицательные величины г,-;- в рассмотрен'

ной транспортной задаче удовлетворяют условию треугольника

гц^Пн + г,,,, t^K, je=K, ke=K, (12)

то существует оптимальный план перевозок (3), для которого условие (8)
выполняется как равенство.

Доказательство. Рассмотрим непустые ограиичепные замкнутые
множества

Ч>1 = {tp (= Vv| v ДО < v}, ve [Ф+ (К), -|-оо).

Ввиду непрерывности функций (5) и (7) для каждого v ^ <р+ (К) пайдется
такая матрица t|)v e= ¥*, что

т(л|д = тш{т(г|)): *sT»),

v (t|g = min{v (\p)i ф c= TJ, т (ф) = т (t|)v)}.

Требуется показать, что при выполнении условия (12) для всех ука-

яаппых матриц t|)v e \FJ! имеют место равенства

v&,) =Ф+(ЙГ). (13)

Допустим, что для некоторой матрицы ty = tj)v в (8) имеет место

строгое перавепство. Тогда при пекотором fc0 е= К должны выполняться строгие

неравенства в (10). Но тогда пайдутся такие i0^K и /oeA", что

e=min{*w*Vol>0-
Рассмотрим матрицу tj/ e Ч1^, которая получается из исходной

матрицы -ф = t|)v путем следующей замены трех ее элементов:-

Для этой матрицы имеем

4f)-4D+«(ry1-r!A-rlA)<t(tl,
Р (t|/) = V (ф) - 8,
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а ото противоречит выбору матриц ^v e Ч1^. Полученное противоречие
показывает, что длл всех ve[<p+(.K), + °°) имеют место требуемые
равенства (13) и лемма доказапа.

Замечание. Из приведенной леммы следует, что если исходные ве-
чипы rti удовлетворяют соотношениям (12), то условие (4) можно заменить
более жестким требованием (9)..

4.2. Приводимый ниже бескопечномерпый аналог транспортной задачи
был рассмотрен впервые в работе Капторовича [6] (см. также Канторович
[8], Канторович, Рубинштейн [1], [2]).

Задача перемещения массы. Копечпое множество пунктов

здесь заменяется произвольным метрическим компактом К с метрикой
r(t, s), характеризующей затраты, связанные с перемещением едипицы
массы из любой точки tsKn любую точку s s К. Аналогом вектора (1),
удовлетворяющего условию (2), является заданная па системе Ш борелев-
ских мпожеств компакта К счетпо.аддитивпая функция <р, положительная

вариация которой <р+(й) совпадает с ое отрицательной вариацией <р_ (К),
т. е. такая, что

Ф (К) = Ф+ (К)
-

Ф_ (К) = 0.
-

(14)-
Напомним (см. 1.6.3), что для е е^

<р+ (е) = sup {ф (е')-' е' €^, е' се),
ф-(е) = sup{—ф(е'): е'ей, е'сге}.

Для каждого е s Я величины ф+ (е) и ф_ (е) интерпретируются,
соответственно, как требуемое и имеющееся количества массы на е. Поэтому
условие (14) имеет такой же смысл, как условие (2) в случае копечного

числа пунктов.

План перемещения массы па К определяется выбором конечной

меры tp, заданной на о-алгебре Ш борелевских мпожеств компакта л =

— К\К. При этом мера множества еХЛ где с, е'ей, обозначаемая
далее через -ф (е, е'), показывает; какое количество массы планируется

переместить с е на е'. Такой план является допустимым, если on

удовлетворяет балансовым соотношениям

\|з(£, с) — я|)(е, К) =ф(е), еег&, (15)

апалогпчным соотношениям (4) в транспортной задаче.

Совокупность допустимых перемещений tp, как и выше, будет
обозначаться через 4V При этом суммарные затряты, связанные с реализацией
каждого такого перемещения, здесь уже, естественно, вычисляются с

помощью двойного интеграла

T(if)= fr(f, s)A|)(t, *)• (1С>
К

Поэтому искомое оптнмалытое перемещение характеризуется функцией
•ф е Ч^, для которой достигает минимума соответствующая величипа (10).

Ниже будет показано, что поставленная экстремальная задача

всегда разрешима.-*При этом признак оптимального перемещения здесь, по

существу, мало чем отличается от- приведенного в предыдущем пункте для

случая транспортной задачи. Оказывается, что допустимое перемещение

ip s 4% в том и только том случае является оптимальным, если найдется
такая функция и: К -*■ R, что

m(s)— u(l) *Zr(t, s), te=K, s^K, (17)

причем k(s) — u(t) = r(t, s), если (t, s) принадлежит посителю supp я])
меры гр *), т. е. если для любых окрестностей et н е„ точек t и s имеют

место строгие неравенства tp(ei, е$) > 0. •

'

*) Определение носителя борелевской меры см. в X а л м о ш.
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Остановимся на одном вопросе, имеющем почти 200-летнюю историю
(см. Канторович [8]).

Еще в 1781 году выдающийся французский математик Г. Мопж в связи

с вопросом о наиболее рациональном перемещении земли из насыпи в

выемку поставил следующую задачу: разбить два равновеликих объема на
бесконечно малые частицы и сопоставить их между собой так, чтобы сумма
произведений длин путей па объемы перемещаемых частиц была
наименьшей.

В связи с исследованием этой задачи Г. Монжем была разработана
геометрическая теория конгруэнции. Что же касается самой задачи, то им
была высказана гипотеза о том, что искомые . пути перемещения массы
являются нормалями к некоторому однопараметрическому семейству

поверхностей.
Задачей Г. Мопжа занимались впоследствии также другие известные

математики и механики. Однако строгое доказательство справедливости
высказанной гипотезы было дано лишь через сто лет в 200-страпичвом
мемуаре П. Аппеля 1884 года. Хотя автору удалось затем несколько

упростить свое доказательство, но оно оставалось весьма пространным и сложпым

и базировалось на использовании тонких теорем уже развитого к тому

времени -вариационного исчисления.

Вместе с тем доказательство гипотезы Г. Мопжа, причем для
существенно более широкого класса задач перемещения массы, может быть по-

лучепо как простое следствие приведеппого выше призпака оптимальпого

перемещения. Предварительно докажем одно вспомогательное утверждение.
Лемма 2. Пусть функция и: K-+-R удовлетворяет условию (17), а

точки t0, s0 и zo из К таковы, что

и(«о) — u(t0) = r(t0, so) = r(tB, z0) + r(z0, s0). (18)
Тогда множество

UZo = {ze=K\u(z) = u(zo)} (19)

расположено между двумя сферами, проходящими через Zo и имеющими
своими центрами точки to и s0. Другими словами, для любой точки ze£/'

имеют место неравенства

r(t0, z) > r(t0, z0), r(z, s0) > r(z0, s0).

Доказательство. Согласно (17) имеем

it(zo) — u(t0) ^ r(t0l. zo), и {so) — w(z0) ^ r(z0, So).

Отсюда и из (18) получаем

m(z0) — u(t„) <= г (to, zo), u(s0) — u(z0) = r(zo, so).

Но тогда для любой точки z e UZQ на основании условия (17) имеем

r(f0, z) > u(z) — u(tB) = m(z0) — u(t0) — r(t0, Zo),

r(z, so) > u(s0) — u(z) = u(sv) — m(z0) = r(z0, So),
что в требовалось показать.

Учитывая теперь'приведенный признак оптимальности, можно

утверждать, что теорема Монжа — Аппеля справедлива для любой задачи

перемещения массы на выпуклом компакте в произвольном евклидовом или

гвдьбертовом пространстве. При этом," если определяемое мерой t|) e Ч*1,,
допустимое перемещение является оптимальным, то в качестве требуемого
может быть принято однопараметрическое семейство поверхностей м(г) =
я« const, отвечающее функции и: К -*■ R из признака оптимальности.

Действительно, если ив точки t0 совершается перевозка в точку s0, т. е. (to, s0) q
a supp t|>, то открытый отрезок (t0, s0) при любом z0 q (to, so) в силу
леммы 2 совпадает с нормалью к соответствующей поверхности (19),
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Другой особенностью рассмотренной Г. Монжем задачи перемещения
массы является то, что в ней в качестве исходной счетно-аддитивной
функции ф: &-+-11, удовлетворяющей условию (14), принимается

Ф(е) =|1(еПЛГ)— ц(еПМ), ее&,

где |i
—

некоторая фиксированная мера (лебегова мера), а М и N —

заданные измеримые мпожества, для которых u.(/V) <= \i(M). Однако эта

особенность, как мы видели, в приведенном доказательстве теоремы Мошка — Ап-
пеля не использовалась.

4.3. Для доказательства приведенных утверждений относительно

рассмотренной задачи перемещения массы, следуя работам Капторовича,
Рубинштейна [1, 2], мы предварительно изучим порождаемое этой задачей
линейное нормированное пространство, которое представляет также

самостоятельный интерес. В частности, попутно будет получена важная

характеристика («)-слабой сходимости лилейных функционалов в пространстве

непрерывных функций йа метрическом компакте.

Рассмотрим произвольный метрический компакт К с метрикой r(t, «)
и систему SS его борелевских множеств. В В-прострапстве гса.(Я) всех счет--

но аддитивных, -функций ф: SS -*■ R *) выделим более узкое множество

Фй(Ш), состоящее из функций, удовлетворяющих условию (14). Каждой
конечной борелевской мере -ф на R (= К X К) сопоставим функцию

Ф(е) = У(К, е)— tf(e, К), ее«, (20)

которая, очевидно, удовлетворяет условию (14) и, следовательно,
принадлежит множеству Ф0(&). С другой стороны, каково бы ни было фгФд(Я),
для функции **)

ф_(фф+(е')
** («.«') = ф~~(Я) ' ees®' e'^SS, (21)

имеем

$*(К, е) -if*(e, К) =• ф+(е) —ф_(е) = ф(е), ееЛ,

т. е. множество 4% мер if e ^(^S), удовлетворяющих условию (20), не

пусто.

Нетрудно проверить, что для указанных множеств Ч*-, справедливы
следующие соотношения:

4+% =

|*i + +.l+ieV %е\1С\^ (22)

0eV0, Wf = {l*H6Tt} =\, X>0. (23)

Кроме того, для получепия множества -V-, достаточно в множестве V,
каждую функцию if замепить «транспонированной» мерой i|)T, где >J)T(E) =
= if (ET), Ет={((, s):(s, 1)еЕ), для любого берелевскего множества

£с£ В частности,

ifT(e, e') = if(e', е), ее#, е'е=#.

Таким образом,

V_, = W|if е= 4%} = (4%)*. (24)

*) Отметим, что любая конечная счетно-аддитивная функция
множества, заданная на о-алгебре <й борелевских множеств метрического
компакта К, регулярна (см. X а л м о ш).

**) Эта функция строится по тому же принципу, что и допустимая

матрица (И) в транспортной задаче. Она отвечает перемещению, при котором
имеющаяся на каждом борелевском множестве е масса Ф-(е)
распределяется нроиорционально потребностям ф+ (с') на всех е' е 9S.
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Теперь уже легко показать, что определенная на Ф0(&)
неотрицательная функция

И ЧРПТ = inf T(ip)= inf f r(t, *)<ty(f, «) (25)

удовлетворяет аксиомам полунормы:

ЦЯф|]г = иН1ф||т.
•

(26)

|4>i + 4>»fc<|4>i|. + |4>»k (27)

Действительно, неравенство (27) является следствием включения (22)
и аддитивности функции (16). А равенство (26) при Х^О следует из (23)
и однородности функции (16), а при к < 0 оно вытекает из (24), если

учесть, что

т 0l>T) = | г (t, s) <йр (*, t) = yr (s, i) Ap.(s, t) = т (tp).

Ниже будет показано (см. замечание 1 поело теоремы 1), что

функция (25) удовлетворяет также условию

ИфИт = 0 =>- ф = 0, (28)

т. е. является пормой в Ф0(^). Однако этот факт пая будет удобней
проверить после установления некоторых свойств полученного пространства

Ф^С^Ь рассматриваемого пока как топологическое пространство с

топологией, порожденной полуметрикой*) рт(ф1, фг) = 11ф1 — фг11т**). Хбтя пи-

же будет доказало, что при этом получится топология нормированного
пространства, но формально мы пока пс можем считать его таковым. Поэтому
мы должны договориться о терминологии в нашем случае.

Будем говорить, что последовательность {ф„} енльпо сходится к ф

(и писать Фп —> ф), если ||ф„—ф||т—»-0. Обозначим через (ф£ (.#))*
множество всех липейпых фупкциопалов па Ф0(^), непрертлвпых
относительно сильной сходимости. Будем говорить, что последовательность {ф„}
слабо сходится к ф (и писать ф„ >-ф), если £(ф„)->-Л(ф) для любого

4Л. В этом пункте доказывается песколько вспомогательных ут-.

верждепий.
Напомним, что поситель suppjj) меры ф состоит из таких (<, s) e

^ К X К, что ■ф (е,, ё8) > 0 для любых окрестностей е, и es

соответствующих точек. Л носители supp ф функций ф е гса (К) состоят из таких точек

teK, для любых.окрестностей е< которых тах{'ф+(е<), ф-(е,)}>0. Это

означает, что

виррф
= (Биррф+) U (эиррф-)

и совпадает с наименьшим замкпутым множеством F cz К,
удовлетворяющим условию ф(е) = ф(е (] F), eel,

.Лемма 3. Для любой функции феФ^(^) справедливы следующие

оценки:
Нф11х г^ф+(А:)-тах{г(<, s): t еБиррф-, «еБирр'ф.,-},
ИфН* ^ ф+(Х)Шат(8ирр ср),

где diam(supp ф) означает диаметр множества supp ф в К.

*) Полуметрика удовлетворяет всем аксиомам метрики, кроме р(х, г/) =
= 0 влечет х =^у. Топология, порожденная полуметрикой, определяется
так же, как топология, порожденная метрикой.

**) Эту метрику часто называют метрикой Канторовича
—

Рубинштейна. (Прим. ред.).
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Доказательство. Достаточпо заметить, что для меры ф*еТф,
которая определяется согласно (21), имеем

у* (К, К)=ф_(й:)=ф+(К),

supp^* = (supp ф_) X (supp ф+).
Поэтому

Jcp||t= inf т(Ч))<т(ф*)= f [г(t, s)dty*(t, *)<

< Ф+ (К) -max {г (t, s): t e supp ф_, s e supp ф+} < ф+ {К) diam (supp ф),

что и требовалось показать.

используя приведенные оценки, мы установим теперь важные

свойства множеств

S£ = {Ve=a>0(#):?+(/0 + V_(/0<v}, (29)

объедипение.которых по всем v^O, очевидно, совпадает с Фа(&). Для
этого в гса(ЛГ) выделим множество Ф(Щ всех функций с конечными

носителями, т. е. линейную оболочку иростейших функций

при fee,

при t ф. е,
<PtM = {J

носителями которых являются одноточечные множества.

Рассмотрим затем множества

. $0(#) = a>ownu(^). 5£ = sj;n$w.

Простейшими в Фо(0!) являются уже фупкции

Ф(« = ф8 —Ф(, (30)

для которых при t Ф s имеем 8иррф(8 = {', «}, (ф») + — Ф«> (фи)- ■= Ф« и1
следовательно, в силу леммы 3

№<«IUs£ (ф,в) + (^) diam (supp ф,8) = r(t, s). (31)

Бри этом линейная оболочка указанных простейших функций (30),

очевидно, совпадает со всем Ф0(^).
Л е и м а 4. Каковы бы ни были v>0 и е>0, в5! существует

конечная е-сеть относительно полунормы (25) *) в SY.
m

Доказательство. Представим исходпый компакт в виде К = (J е.,
»=1

*

где непустые борелевские множества е* таковы, что е,- П е, = 0 при i =^ /,
max (diam e,) < e/(2v). В каждом е,- зафиксируем некоторую точку *,-.
Кроме того, зафиксируем произвольно еще одпу точку t0 e К и натуральное
число

2т
,

q> ~r~ diam К.

Рассмотрим теперь множество Р целочислеппых векторов

р
= (pi, .'.., pm), (32)

лосителыю метрики.
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удовлетворяющих условию 2 | Рг 1 +
»=1

чающие им функции

2 Pi I ^ 9V' и покажем, что отве»

i=i

(33)
1=1

которые, очевидно, принадлежат SJJ, образуют требуемую е-сеть.

Вначале каждой функции Ф е 5„ сопоставим в S* функцию

Ф = 2ф(е0Ф<{=2 V(ei)4>i04
i=l i=l

и проверим, что

(34)

(35)Пф — фН* ^ е/2.

Для этого рассмотрим в Фо(^) функции

Ф{(«) = ф(«П*{) — Ф(е{)4>4. («)i *е=Я, i = l,...,m.

Их носители содержатся в замыканиях, соответствующих е.*, следовательно,

е
diam (supp ф.) < diam ei < -к—.

Кроме того, (q>t)+(K) = (ф*)+(е4) ^Ф+(е4) +ф_(е4), и потому в силу

леммы имеем

1|ф{||т<^Г1Ф+(е1) + Ф-(ег)]-
Но тогда

|9-H-|S»,
U=i

<21ф{||х<
X 1=1

<i2 [<р+ (•«)+<р- (*i)i=-h [»+ <*>+<р- wi <-г»
1=1

т. в. имеет место указанная оценка (35).
Остается указать теперь для функции (34) такой вектор р ef, что от»

вечающая ему функция (33) удовлетворяет условию

ПФ —фИ,<е/2. (36)

Положим pt = *iCt (i = 1, 2, ..., m), где s« = sign <р{е{), а а — целые
части неотрицательных величин <?|ф(е<) |. Тогда

2«t+ 2[94>M-*iJ
m

21*1 +
i=i

2 i».
i=l 1=1 I 4=1.

<2fi+2|w(«i)-Pil=2ci+2[9H(ei)l-ci] =
i=i i=i i«=l 1=1

m

= </2 |ф(е01<92 [f+w+»-Wi<«*.
»=i i=i
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т. е. соответствующий вектор (32) принадлежит множеству Р. Покажем,
что отвечающая этому вектору функция (33) удовлетворяет требуемому
условию (36). Действительно,

i=lL ч J k i=i

<— diam Я^ [д | Ф (е4) |
— cj] <

— diam X <-2".
i=i

Это завершает доказательство леммы.

Следствие 1. Линейное множество Фо(^) всюду плотно в

пространстве Q>1 (38).
Следствие 2. Для совпадения двух линейных непрерывных

функционалов в пространстве Ф^(^) достаточно, чтобы они принимали равные

значения на всех функциях (30).
Лемма 5. Для функций us SY сильная и слабая сходимость в

<E>J (&) совпадают. Точнее, если {ф„}п=1 с "^о* mo Фп —> Фп тогда и только

тогда, когда <р„ >-(р0.
Доказательство. Из сильной сходимости слабая сходимость

вытекает, очевидно, без каких-либо дополнительных предположений.
Предположим теперь, что qr„ —*■ ф0, причем <рп е Sjj. Если бы при этом функции

<р„ пе сходились сильно к ф0, то для пекоторого е > 0 нашлась бы такая
. подпоследовательность фп , что

1Ч-фо|т>2е' *=1.2, ...

Учитывая лемму 4, эту подпоследовательность можно считать, пе
уменьшая общности, сходящейся в себе. Следовательно, найдется такое ко, что

«Рпй-Фпь.||_<е«011т

для всех к Гз* к0 *). В силу теоремы Хана —.Банаха существует функционал
L е= (Ф^ (&))*, для которого

Тогда при всех к ^ кв имеем

L («Ч
-

V)
= L

(%," Ф0) + L (Фпь
-

Фпй()) > 28 - 8 - 8,

что противоречит слабой сходимости ф„ к ф0. Полученное противоречие
завершает доказательство леммы.

Лемма 6. Для любых. феФо(^) и греЧ'» имеет место неравенство

которое выполняется как равенство'в том и только том случае, если

У(К, е) =ф+(е), ф(е, К) = ф_(е), esi

•) Это может быть доказано совершенно так же, как в случае

метрического пространства.
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ll"lbp=SUp r{ts)
<оо.

Доказательство. Для транспортной вадачи аналогичный факт
доказан в 4.1. Повторяя эти рассуждения с заменой отдельных пунктов
множествами е еЗВ я конечных сумм интегралами, получаем требуемый
результат.

4.5. Установим теперь общую форму лилейного функционала в Ф* (<%).
С этой целью рассмотрим пространство Lip1 (К), состоящее из функций
и; K-+-R, удовлетворяющих условию Липшица, т. е. таких, что

и {«) — и (t)

Это пространство, очевидно, является полунормировапным, причем

1М1ыР = 0 <=> u(t) — const, xeK. (37}

Для нолучелия нормированного пространства его следует факторизовать
по подпространству постоянных фупкций или же ограничиться
рассмотрением некоторого линейного подмножества, например,

Lip1 (К, tD) -= {и<= Lip1 (К) \u(t0) = 0}.

Следующая теорема показывает, что пормироваппое пространство

Lip1 (ЯГ, t0) линейно изометричпо пространству (Ф^(^)) линейпых

непрерывных функционалов в Ф^(Щ.
Теорема 1. Отвечающий каждой функции ue Lip1 (ЯГ) аддитивный

и однородный функционал

Lu{y)=\u(t)d<?(t), среФ£(<0), (38)
к

является непрерывным, причем

ll£ull = IMkip*). (39)

Обратно, каков бы ни был линейный непрерывный функционал L в

Фд(&)> найдется такая функция u^Lipl(K), что L = Lu. При этом

указанная функция определяется с точностью до постоянного слагаемого.

Доказательство. При любых u e Lip1 (АС), феФ^(^), ip е 4V

имеем

К (Ф) ^ f и (t) йф = f и (t) dtp (К, t) — [ и (t) dtp (t, К) =

к к к

= f и (s) dtp (t, s) — ^ и (t) dtp (t, s) = f (и (s) — и («)) dtp (t, s) ■■

IIB Blip J r (f • s) dV (f ■ s) = I" lup T №•

к к к

"

)<

к к К

<

к

Поэтому

£„ (Ф) < II «llLip .iff т (яр) = || к ||Lip || Ф ||т. (40)

Следовательно, функционал (38) является линейным и при этом

|£«Н < lullup. (■">

*) ||i„|| = sup {]^„(ф)| :||ф|1х^1}.
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Для получения противоположного неравенства достаточно рассмотреть,
простейшие функции (30), для которых

Lu (Ф<«) = J " (2) d<Pts (z) = и (*) — и (*).
к

При этом, учитывая (31), получаем

Из (41) и (42) следует-требуемое равенство (39).
Для доказательства второй части теоремы зафиксируем некоторую

точку tee К и каждому функционалу £е(-Ф^(,й?)) сопоставим -функцию-
и (t) = L (ф1()1), (ей

При этом для любых t и s из К имеем

L (<Pfc) = L (4V
-

4V)
= "(*)- « (Of

u(s) - u(t) = £(ф,„) < Ш||ф(в||, ^ ||L||r(t, s).

Следовательно, u e Lip1 (X) и при этом

£(фк) = Lu{(ft,) = u(s) — u(i), «ей, s e Я.

Но тогда функционалы £ и L„ совпадают в силу следствия 2 из леммы. 3..

Последнее утверждение об имеющемся произволе в выборе функции и

следует из (37) и (39).
Замечал и е 1. Используя неравенство (40), мы можем показать

теперь, что полунорма (25) является нормой.
Для этого рассмотрим произвольную пепулевую функцию феФо(^)

и отвечающее ей разложение компакта К па такие непересекающиеся бр-

релевские мпожества К+ и К~, что

Ф+И = ф('ПЯ£). Ф_(е)=-ф(еП^). ее®*).

Поскольку фупкция ф ненулевая, ф+ (К) = ф+(/£+)> 0. Ввиду

регулярности ф+ тогда найдется такое замкнутое множество Р с К^, что

<p+(F) > 0. Возьмем О < е < 1/2<f+ {F) и, иснользуя равенство ф_(/?) = О

и регулярность фупкций ф+ и ф-, найдем такое б = 6 (е) > 0, что для

6-окрестпости мпожества F

F* =5
= |fs& г (t, F) = min r (t, s) < б|

имеют место неравенства

. ф_(^6) <е, «p+(F«\<F) <е.

Легко видеть, что функция

f 6
— г {t, F) при t e F.,

и (/) = {v '

|0 при t <=£ F6

*) См. теорему 1.6.2.

20 Л. В. Канторович, Г. П. Акилов
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.удовлетворист условию Липшица и || к II Lip ^ 1. Тогда на основании (40)
имеем:

■11ф!1т^УиИир»,Р11т>£и(Ф) =

«= 1 и (() dtp — \ и (t) d<p =• 1 и (t) dq>, — I « (t) d<p_.

Далее, поскольку r(t, F) = 0 при teF и r(t, Б) <fi при teF6\F,
получаем

j u (f) dep = бФ+ (F6) - j г (f, F) dq>+ >

f " (0 <*ф_ < 6ф_ (F6) < бе.

'в

Мт>в[Ф+(Рв)-2е] >0,
Следовательно,

что и требовалось показать.

Замечание 2. Каково бы ни было Мс К, каждая функция us
е Lip' (М) является сужением на М некоторой функции и е Lip1 (К) с той

же нормой.
Действительно, на замыкание И множества М функция К

распространяется по непрерывности. Затем определяемый полученной функцией
лилейный функционал на

Е = {ф е= Ф£ ($): supp ф с:Ш]

распространяется с сохрапепием пормы на все пространство Ф£ (3$). В

результате получаем некоторую функцию из Lip1 (К), которая может

отличаться от требуемой лишь постоянным слагаемым.
■

Замечание 3. Наряду с метрическим компактом К с метрикой r(f,s)
рассмотрим метрический компакт К' = К с метрикой r'(t, s) = [r(t, s)]a,
где as (0, 1]. Соответствующее нормированное пространство Lip1 (Я', t0),
очевидно, совпадает с пространством Lip™ (/Г, to), в котором

„ „ u(s) — u (t)
" „

— sup —.' "LiPa 1Ф* [r(t,s)]a

Следовательно, последнее линейно изометричпо пространству (Фо(^К'))*
лпнейиых функционалов в Ф^(^к')-

Докажем теперь приведенный в 4.2 призпак оптималыгого перемещения.-
Теорема 2. Для меры фе Vv в том и только том случае достигается

равенство

т(я!>) = |Ф1« (43)

если найдется такая функция и: K-*-R, что

u(s) — u(t)^r(t,s), t<=K, sseK, (44).

u(s) —u(t) = r{t, s) при (t, s) e suppip. (45)
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Доказательство.' Для любой меры -ф е V„ и любой функции
и е Lip'(K') с нормой ||и|1иР «S 1 имеем

*№)= f r(t, s)d^(t, s)> f(u(s) —ы(*))Лр (*,«) =

= [«(«) Ар (Я, s) - J" и (f) A)> (i, Я) = f и (0 Ар = Lu (ф), (46>
к к к

Допустим теперь, что для меры tp.e Ч*,, нашлась функция и: К -* R,
удовлетворяющая условиям (44) и (45). Тогда для этой функции и

неравенство в (46) выполняется как равенство. Отсюда и из (47) следует, что

имеет место (43).
Обратно, пусть для меры феЧ', выполняется условие (43). Из

теоремы 1 и теоремы Хана — Банаха следует существование функции ие Lip1 (К)
с нормой ||u||lip = 1, для которой й„(ф) = ИфНт- Другими словами, функция
и удовлетворяет (44) и для нее левое неравенство в (47) выполняется как-

равенство. Тогда оба неравенства в (47) выполняются как равенства;

следовательно, неравенство в (46) тоже вынолняется как равенство. Но это

вначит, что функпия и удовлетворяет условию (45). Теорема доказана.
Из этой теоремы следует, в частности, что т-нормы простейших

функций q>t ge<l)Jj(.$) совпадают с расстояниями r(t, s) между
соответствующими точками. Действительно, Ори любых t0 и s0 из К для функции

4>V0 («' е') = % W %0 (е'Ь ее#' е'е#»

лежащей в V , имеем

v'oso

SUPP %fr
= {('0. *„)}•

'

т(Vo) = J J Г (*' S) *****(U s) = r Co' so)'
KK

в условиям доказанной теоремы удовлетворяет функция

u(t) = r(to, t), t<=K.

Однако более важными являются приводимые ниже следствия, которые-
проверяются с учетом замечания 2 и леммы 1 из 4.1.

"

Следствие 1. Пусть К с: К— некоторое аамкнутое множество и для-

функции ф е (^q(^k') нашлась такая мера tpe ¥~f что

Т (*} = 11-Г ('* S) d* № Я) = " ^ "*'
кк

Тогда для функции ф(е) = ф(е Л *)» (бйк, из ФдС^к) и леры

tp(e, е') =ф(еП^, е'П^), «<=#*, е'е=&к,

из Yv u-weer леесго аналогичное равенство

(яр) = | |-г(«,*) Ар («,*)= Иф^,т...

причем ||ф||г = ||ф|1т.
2С*
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Следствие 2. Если функция феФ^(^) имеет конечный носитель,

то в множестве Ч?9 всегда существует такая мера г]>, что т(г))) = ||cp||t,
причем

г1>(Я,Я)=Ф+(К)=Ф_(Я),

т. е. г|>(К, е) = ф+(е), ф(е, К) = ф_(е), еей.
Последнее утверждение в действительности справедливо также для

•функций ф е Фд (&) с бесконечными носителями. Однако для

доказательства этого факта нам потребуется предварительно установить связь

т-яормы со (*)-слабой сходимостью линейных функционалов в_
пространстве С (К),

4.6. Мы уже внаем (см. теорему VI.3.J), что пространство (С(К))*
лилейных непрерывных функционалов в С (К) линейно изометричпо В-прост-
ранству гса (К). Если последовательпость ф„ в гса (К) (*)-слабо сходится

(*)
it Фо, то мы будем записывать это так: ф„—»Ф0. Заметим, что из (*)-сла-
бой сходимости ср„ к фо, очевидно, следует сходимость <рп(К) ->-<р0(К).
Далее норма ф в гса (К) обозначается ||ф||, т. е. ||ф|| = q>+(K) + w-(K). Из тео-

(*)
ремы 1.1 вытекает, что если фп —» ф_, то

||фо11 < Ит ||ф„|| < Шп ||ф„|| < оо. (48)

Далее, каждое (*)-слабо замкпутос множество М с гса (К) является

(»)-слабо секвенциально полным (см. 1.2), т.е. если функции ф„еМ
таковы, что для любого х^С(К) сходятся интегралы j x dq>n, то эти фупк-

k
ции («)-слабо сходятся к некоторой функции фо е М. В частности, это

относится к множеству гса+ (К) всех мер фегса(АТ), к подпространству

Фо(^) с:гса (К), а также и замкнутым шарам

Sv = {ф <= гса (К): ||ф|| < v}

произвольного радиуса v e [0, +оо) и к замкнутым шарам

^--={феФ0(Л):|ф|<у}

в Фо(^), с которыми мы уже встречались в 4.4. При этом, так как

пространство С{К) сепарабельпое (см. теорему 1V.4.3), то указанные шары S* и S*

еще и (»)-слабо секвенциально компактны (см. теорему 1.7.6).

Пространство гса (К) широко используется к теории вероятностей,
геометрии и других математических дисциплинах. При этом (*)-слабая
сходимость в этом пространстве часто играет значительно большую роль, чем

сильная сходимость. Это объясняется, во-первых, указанной (*)-слабой
компактностью шаров Sv, а также тем, что при исследовании многих вопросов
норма в гса (А') окалывается слишком грубой. Эта порма не связана

непосредственно с исходной метрикой r(t, s) и порождаемой ею топологией в К.

15виду этого определяемая этой нормой мора близости для функций из
гса (К) не всегда согласуется с естественными представлениями о таковой.

Например, при t Ф t0 у-нормп разности <pt
—

ф( равна двум, вне

зависимости от расстояния r(l, t0) между соответствующими точками. Вместе
с тем в приложениях не всегда удобно работать со (*)-слабой топологией
в гса (К), так как она не мстрнзуема. В таких случаях может оказаться
полезной т-норма.

'

v

Для функций феФо(ж) помимо сильной сходимости —* и (*)-слабой
(*)

сходимости —> в пространстве гса (А") имеются еще сильная сходимость
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—» и слабая сходимость *■ в пространстве Ф%(£%1). Последняя слабее,
чем (»)-слабая сходимость, так как не всякая непрерывная функции
удовлетворяет условию Липшица. Поэтому для функций из ФоС#) с учетом (48)
имеем

Кроме того, в силу леммы 5 ив 4.4, имеем

{Фп}<=^, Фп---*Ф0^{Фп}с5о- Фп-^Фо- (5°)

Лемма 7. Если последовательность функций <pn e S^ сходится в

себе по х-норме, то вта последовательность (#)-слабо сходится к некоторой

функции ф0
е= S*.

Доказательство. Так как мпожество SJ является (»)-слабо
секвенциально компактным, то для доказательства леммы достаточно

проверить, что рассматриваемая последовательность {<pn} cr S* не может иметь

€олее одной (*)-слабой предельной точки. Из (49) и (50) следует, что

каждая (»)-слабая предельная точка последовательности {ф„} является для пее

также т-предельной. Л так как эта последовательность сходится в себе по

т-порме, то опа не может иметь более одной т-пределыюй точки, и лемма

доказана.

Теорема 3. Каково бы ни было ve [0, +оо), множество Sjj
является х-компактным. При атом для функций из S^ фигурирующие в- (49)
и (50) три вида сходимости совпадают, т. е.

_

Фп -*- Ф0 ^ Фп - -

-Ф0 <""> Фг. -^* Ф0-

Доказательство. Утверждения теоремы непосредственно следуют
из леммы 7 и соотношений (49) и (50).

Следствие. Последовательность функций срТ1 е гса (К) в том и

только в том случае (»)-слвбо сходится к функции ц>з, если sup||<p„|| < оо,

<р„(ЛГ) -»-фо(ЛТ) и для некоторой (а тогда и для любой) точки toe К

функции фп
= фп—фп (К) ф( х-сходятся к функции из Фо(-$) ф0

—

Ф0
—

-Ф„-(*)Ф,0-
Замечание. В силу леммы 3, доказанной в 4.4, для любой функции

(реФо(Я) имеем »

- 0«p_|T<4"diamAr|^3-
'

В то же время нормы ||ф|| и ||ф||т, очевидно, эквивалентны лить для

конечных компактов К. Отсюда следует, что если компакт К содержит

бесконечное число точек, то нормированное пространство Ф^(^к) не полно. Однако

ввиду т-нолиоты множеств Sn no многих ириложоииях можно обойтись

без пополнения ятого пространства.
-

В приводимом ниже доказательстве разрешимости задачи перемещения
массы нрп любой исходной функции qie Фо(&) существенно используются
указанные свойства (*)-слабой сходимости. Легко видеть, что (*)-слабая

сходимость \|in—>tyn в гса {К), К = К У. К, влечет за собой (*)-слаГ>ую
(*) (*) л

сходимость грп {К, • )—»ty0(/f> •) и 4V("' К) -- ^о ('' ' в гсп W- Далес
через ||i|)|| обозначается норма меры ф в гса {К).



310 СЛАБАЯ ТОПОЛОГИЯ В БАНАХОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ [ГЛ. VIII

Теорема 4. Какова бы ни была функция фгФд(Я), в множестве 4V
найдется такая мера ф, что т(ф) = ||<р||г, причем

-

<р(К,К) = <р+ (К) = ф_ (К) = 4" I] Ф IN (51)

г. е.

ф{К, е) = ф+ (в), ф(е, К) = ф_(е), ееSS. (52)
Доказательство. Рассмотрим произвольную функцию фнФо(Л).

Для нее, в силу леммы 4 можно построить такую последовательность
функций фп е Фо(^) с конечными носителями, что

-|Фп|<1ф1> ф«'-*ф- (53>

Эта последовательность по теореме 3 будет также (»)-слабо сходиться .к

фупкции ф.
Так как функции фп имеют конечные носители, то па основапии

следствия 2 нз теоремы 2 для каждой из них найдется такая мера Ф„ е Ч^ t

что т(ф„) = ПфпИп причем

|*»И = *п (*•*) = (ф»)+ W = (ф„)_ W = 4"1Ф» !• <м>
Т. G*

ф„(Я, е) = (ф„)+(е), ф„(е, Я) = (ф„)_(е), ее Л.

Поскольку .ff — метрический компакт, пространство C(R) сспарабсльно-
(см. теорему IV.4.3). Следовательно, ограниченные множества в гса (R) =
= С(К)* относительпо компактны и метризуемы в (*)-слабой топологии

(см. теорему V.7.6). Тогда ввиду (54) из последовательности {ф„} можно

выделить подпоследовательность (Фпь}' (*)-слабо сходящуюся к

некоторой мере ф, причем

ИЛ<1™|ярПл|<-2-Вф||. (55)
h-»oo

Покажем, что мсраф удовлетворяет утверждению теоремы.
Прежде всего, из (*)-слабой сходимости мер Ф„ к ф, как

отмечалось, следует, что меры tyn (К, •) и 1|з (•, К) (*)-слабо сходятся в гса (К)
(*)

соответственно к ф(Х, •) и ф(-, Ю- Кроме того, Фп ир- Но тогда,

переходя к (»)-слабому пределу в соотношениях

�»»(*. О-Ф,,^-. if) = Ф„М,
вытекающих из определения множеств V , получаем

� (*, •)-�(-. К) = ф,"
т. е. рассматриваемая мера ф принадлежит 4V Выполпснис соотношений

(51) и (52) следует из (55) и леммы 6. Наконец, равенство

ч(Ф) = Щх
получается из равенства т ("Фпь) == В 4>nfe L переходом к пределу с учетом

(53). Теорема полпостъю доказана.
Замсчапис. Из доказанной теоремы следует, в частности, что если

в исходной задаче перемещения массы условие (15) заменить более

жестким требованием (52), т. е. сузить класс допустимых перемещений, то при

втом задача, по существу, не изменится.
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В заключение отметим, что изложенные результаты отпосительпо

задачи перемещепия массы и порождаемого ею нормированного пространства
были получены еще в 50-х годах.

В дальнейшем они многократно использовались, в частности, в теории

информации и эргодической теории, а также дополпялись й расширялись

в различных направлениях многими авторами (см., например, С. Г. Крейн,
Ю. И. Петунии [1], Рубипштейн [1—3], Вершик [1, 2], Фридрих [1], Рва-

"~ч.ев [1]). Иптереспые результаты относительно существования оптимальных

перевозок с плотпостями в задаче перемещепия лебеговой меры получены
Судаковым [1] и Ехлаковым [1]. В работах Левина [1, 3, 4] (см. также

цитированную в них более раппюю статью) рассмотрен случай, когда К —

произвольный компакт, a r(t, s) — неотрицательная непрерывная функция
на К У. К. При этом функционал (25), вообще говоря, уже не является

нормой в Фо(^), тем не мепее, многие результаты остаются верными и в этой

более общей ситуации. Отметим некоторые из них. Рассмотрим наряду с ис-

•ходпой задачей перемещепия массы двойственную задачу, заключающуюся
s максимизации функционала

f и (t) йф (56)
к

при ограничениях (17) на и^С(К). Обозпачпм через А оптимальное

значение задачи перемещепия массы, т. е. нижнюю грань фупкциопала (16) на

множестве мер if, удовлетворяющих (15). Обозначим через В оптимальное

значепие двойственной задачи, т. е. верхнюю грапь фупкциопала (56) при
ограничениях (17). Легко видеть, что содержащийся в теореме 2 (для
случая, когда г — метрика) признак оптимального-перемещения можно

переформулировать как соотношение двойствепности А — В. В общем' случае
■оптимального перемещепия может не существовать, однако указаппое
соотношение двойствепности имеет смысл всегда и, если r(t, t) = 0 (le К), то

оно выполняется. Далее, если r(t, t) = 0 (t e К) иг удовлетворяет
неравенству треугольника, то существует оптимальное перемещение массы ф
и справедлива теорема 4, т. е. можно обойтись без транзитных перевозок.
Изучению последнего случая посвящена также работа: Алсыпбаев, Имом-

вазаров, Рубипштейн [1], где строится вспомогательное пространство с

несимметричной пормой, и с его помощью точно так же, как это делалось

выше для рассмотреппого классического случая, устанавливаются все

требуемые результаты.



Г л а в а IX

КОМПАКТНЫЕ И СОПРЯЖЕННЫЕ ОПЕРАТОРЫ

§ 1. Компактные множества в нормированных пространствах

1.1. В 1.5.2 был указан критерий компактности множества

в пространстве С(К). Выясним условия компактности мпожества

в пространстве LP{D) (1<р<°°, D — измеримое ограниченное
множество евклидова пространства R").

Рассмотрим семейство {(О/,) функций вещественного аргумепта,

зависящих от вещественного положительного параметра и

обладающих свойствами:

1)0^ со„(£) ^ М . (I > 0, h > 0);
2) ю»(6) = 0 для I > h;
3) <аЛ непрерывна для £ < h;
4) если через t обозначить вектор из R", а через III его

длину, то при всех h > 0

j «л (111) dt = vh,

где vh есть объем n-мерного шара радиуса h; вследствие условия
2) интегрирование в написанном интеграле можно производить
но «-мерному шару Gh с центром в начале координат.

Функции из L"(D) распространим на все R", счптая их

равными нулю вне множества D.

Обозначим еще через GiAs) /г-мерпый шар радиуса h с

центром в«е Rn. Положим для х е LP(D)

xh {s)=--— Г to,, (.? - t) x (t) dt - — Г <o„ (s — t)x (t) dt, s <= Rn,
"h J '"ft J

,

(1)
где для простоты обозначено соЛ(« — 1) = со,,(|.<г — t\).

Функция xh называется усреднением по Стеклову функции ж,
или средней функцией (по отношению к х); семейство функций
{coj называется ядром усреднения. Если за юЛ взять функцию

со,. (£)
1, К Л,

5 Л,,Г'
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то xh(s) есть среднее зпачепие фупкции х на шаре Gh(.$) в

обычном понимании этого слова.

Лемма 1". Пусть x^LfiD). Тогда при любом h>0 средняя
функция xh непрерывна. При этом

1ЖИ*)1<7^( J \x(t)\vdt
ы1

ч* м

Ы
1/р \х\, seRn, (2)

Доказательство. Имеем

xh (s)
— xh (s') =

= -f- f юд(в —t)a(«)d* —4- f со» (*' — ')*(')*. в, в'
/i ^ /i v

CAW Gft(«')

Пусть 0 < Я, < 1. Обозпачим

4 = бык (*) П Gift («'), 4 = [Ой (в) U Сл (в')] \К-

Примепяя неравенство Гёльдера, можем паписать

Rn.

И <<-^-Г J \«>h(s-t)-(>>h(s'-t)\\x(t)\dt + 2M J|x(*)
La* a"

<
ч" ff I' ^(s ~f) ~m (s'_ °,? *Y9 f I

L\a'k J \a*

+ 2МП\Х(t) \p dtY/P(mes 4)1/91

<^ j J | ©л (s - t) - сод (s' - <) |« <й 1llq + Ж [mes <]1/q

\i/p

| x (t) \Pdt\ +

<

Если Is' — si-*-0 и %—\, то, очевидно, mes A^ -*■ 0.„ Поэтому
no e>0 можно найти такие б>0 и K0<i, что при Is' —si < б

и Я = Я.0 второе слагаемое и фигурпых скобках будет меньше е.

На множестве С^0л (s) функция m.,(s — I) равномерно

непрерывна как функция от t, следовательно, можно указать такое

Ь0 «S б, что

|toh(s-*)-№h(s'-*)|<e, |s'-s|<60, 1^Л'Ч.
Эти соображения позволяют, продолжив оценку, написать

\xh(s)-xh(s')\^e-^(Vh + l), |s-s'|<«0.

Непрерывность функции xh доказана.

(3)



314 КОМПАКТНЫЕ И СОПРЯЖЕННЫЕ ОПЕРАТОРЫ [ГЛ. IX

Оценка (2) получается из формулы (1) применением
неравенства Гёльдера. »

Замечание. Величииа б0, пайдепная в доказательстве

леммы, пе зависит от функции х.

Лемма 2. Если х — равномерно непрерывная в Rn функция^.
то' при h -*- 0 средние функции xh равномерно в R"
стремятся к х.

Доказательство. Поскольку

x.(s) = — uh(s—t)x(s) dtf
Ь lh J. „

Gftfs)
TO

|afc(s)-a(*)|<-f- f <*h{s-t)\x{t)-x(s)\dt.
Ch(s)

Так как при достаточно малом h будет ]xii) — x(s)\ < е, то

| Xh (S) — X (S)К-~ J (Oft (S — t) dt = 8

h
Gft(s)

одповремепно для всех seR",
Сопоставляя элементу x^Lp{D) среднюю фупкцию xh, мы

получим линейный оператор, определенный в LP(D). Обозначим
его Uh: Uhix) = xh. Нетрудно видеть, что Uh является

непрерывным оператором из LPW) в C(.Q), где Q — любое замкпутое
ограниченное множество, содержащее D. Действительно, по лемме 1

функция xh непрерывна в R" и тем более непрерывна в Q, а из

(2) паходим

м
II *л l!c(Q) = max | xh (s) | <——; [ х \LVr,

откуда

vh

Если рассматривать Uh как линейный оператор в

пространстве LV(D), то оцепка его нормы может быть существенно
улучшена.

Лемма 3. Если Uh рассматривать как оператор в

пространстве LP(D), то
—

Wh\l<M, A>0. (4)

Доказательство." Из неравенства (2) получаем

B^Lp(D) = [Jl^(*)lp^T/J><j^jr J |*(9|*я"Ы1/Р
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Мепяя порядок интегрирования, найдем

l**W)<fi£jT J 1*(01р*|лр = ^Г||*(01,,л1
что и означает (4).

Лемма 4. При h->~0 имеет место xh->- x в пространстве
LP(D).

Доказательство. Пусть DB — замкпутый куб в R",
содержащий D и пастолько большой, что существует замкпутый куб
Di, также содержащий D и в свою очередь содержащийся внутри

о

куба DB. Докажем, что множество C(D0) непрерывных па D,
фупкций, обращающихся в пуль на границе куба D0, плотпо

в LP(D). Пусть x^Lp(D0). Поскольку множество почти везде

•ограниченных фупкций плотно в LP(D0), можно считать, что

функциям ограничена на D0.Предположим, например, что |а:Ш1 «С

< К для t e D„. Возьмем произвольное е > 0. На основании

теоремы Лузина существует непрерывная на D„ функция ф,
совпадающая с х всюду, кроме множества AczD0 такого, что mesvl^e;
при этом |фШ| *£/£ для t^D0. Выбирая куб А, так, чтобы было

mes (D0\Di) < е, построим, пользуясь теоремой о распространении
непрерывных функций (Натансон — II), "непрерывную па D„
функцию x-j, совпадающую с ф на Dt и равпую нулю па границе

куба Do. Согласно цитированной теореме ату функцию можно

выбрать так, что |ж0(£)1 ^/£ для t^D0. Оцепим порму (в LP(D0))
разности х — х0. Имеем

\\х — ж,1! s; lb — фН + 11<р — х0\\.
Но

\x~^\^U\x{t)-if{t)\PdtV'v^U\x{t)-^{t)\Pdt 1/Р^2Кеиг>ж

1/V<2KeVp.
1ф —*J-

- Г f I ф (*) - ч(01р ^11/Р= Г I IФ (9 - *„ (0 lpdt]
IA J L^ov»! J

о

откуда ll# — #0И < 4/£е1/р. Остается заметить, что x0^C(D0).
о

Если х'— функция из СШ0), то, считая ее равной нулю впе Д,,
мы на основании леммы 2 можем заключить, что xh -»- х

равномерно в R" и, следовательно, в Д. Тем более xh-+x в LP(D0).
Согласно лемме 3 нормы операторов Uh ограпичепы в совокуп-

О

ности, а так как по доказанному С(Д) плотпо в £Р(Д), то

применима теорема Бапаха — Штейнгауза (VII.1.2), сходимость xh -+-

-*■ х имеет место па всем LP(,D0). Но функция пз LHD),
продолженная пулем вне D, есть элемент из LP(D0), тем самым

сходимость имеет место и на LV(D). Лемма доказана.
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1.2. Укажем теперь критерий компактности мпожества в про^

странстве LPW).
Теорема 1 (Колмогоров). Для того чтобы множество 2?с:

с: LP(D) было относительно компактно, необходимо и достаточно,,
чтобы

1) Е было ограниченным;
2) средние функции сходились (в LP(.D)) к порождающим

функциям равномерно на Е, т. е. xh-*-x равномерно на Е.

Доказательство. Необходимость первого условия
очевидна. Докажем необходимость второго условия. Так как Е отпо-

сительпо компактпо, для него имеется Аонечная 8-сеть. Пусть это

будет x(i), х(2), ..., ж(т). Для достаточно малых h(h ^ ht) по

лемме 4 Ia4ft) - ж№)|<е (к = 1, 2, ..., тп).
Для любого х е Е найдем x(h) так, что

Пж-а^Н^е.
А тогда

|]a:h
— x\ = \Uh(x) — a: |K

< I Uh (x - x(h)) J + || 4W - *m l + \\x~ *№) ||< 2e + Me.

Достаточность. Обозначим через Eh множество элемептов

вида Uhix), где х^Е. По лемме 1 EhczC{D). Докажем, что Eh
относительно компактпо в C(D). Первое условие компактности

множества в пространстве C{D) — ограниченность
— выполнено

вследствие неравенства (2). Равностепенная непрерывность
функций из Eh следует из перавепства (3).

_

Итак, Eh при любом h относительно компактно в C(D) и тем

более относительно в ЬРШ). По условию 2) найдется столь ма4-
лое hB, что |х — хн0\ = \х — U\x\ < е Для произвольного х^Е.

Таки.м образом, Eh является относительно компактной <«-сетьк>

для Е. По теореме Хаусдорфа (см. 1.5.1) множество Е

относительно компактно.

Теорема доказапа.
Замечание. Указапный в теореме признак компактности

имеет место и в пространстве Ll(D) (см. Тулайков Ш).
1.3. Укажем еще один призпак компактности мпожества в

пространстве LP(D). При атом для простоты, формулировок
ограничимся случаем, когда D есть промежуток [а, Ы.

Теорема 2 (М. Рисе). Для того чтобы множество Ее

<=:Lp(a,b) il<p<<x>) было относительно компактным,
необходимо и достаточно, чтобы

1) Е было ограничено;
2) сдвинутые функции сходились к данной равномерно отно-

ь

сителъно х^Е, т. е. ]\x(t + т) — x(t)\vdt^> 0равномерно отно*

а

сителъно х^Е,
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Доказательство. Необходимость. Введем в Lf(a, Ь>
оператор Vx — оператор сдвига аргумепта

—

у = Vx(x), y(t) = x(t + т).

Очевидно, Vx — линейпый оператор в Lp(.a, b) и

WJ\ ^ 1. (5>
Докажем, что

M*)£S* (*L*{ab)). (6>

Действительно, если х— непрерывная функция, то

ь ь

\\x{t + т) — ж(01р< §EPdt = eP(b — a), -t^<te,
а а

и, следовательно, (6) выполнено. Поскольку множество пепре-

рывпых функций плотно в Lp(o, Ь), то ввиду (5) примепима

теорема Банаха — Штейигауза, так что (6) имеет место для любого-

х^Ьр(а,Ъ).
Дальнейшие рассуждепия полностью совпадают с приведен-^

ными в доказательстве теоремы 1.

Достаточность. Докажем, что если выполнены условия

настоящей теоремы, то соблюдены и условия теоремы 1, если

в качестве ядра усреднения принять

©А (6)
1, 6<а,

1о,
h>0.

Сохрапяя прежние обозначения, можем написать

ь h

\Vh(*)-*lT = j£p$ §lx(t + x)-x(t)]dT dt.

Применяя неравенство Гёльдера к впутренпему иптегралу и

меняя вслед за тем порядок интегрирования, получим

Л=-^Uh(x)-xf^^U J l'drl I )\x(t + T)-x(t)\Pdr

h Ь h

= ± J dx J|* (« + x)-x{t)\vdt =± J lVx(x)-xf dr.
—ft о —ft

Если второе условие теоремы выполнепо, то по произвольному
е > 0 найдется такое h0 > 0, что при |т1 ^ h0 будет WVx(x) — х\\р <
;<е для любого же£, но тогда вследствие установленного выпи*
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неравенства

1-ЕМж) —aJK^-j edt = e.

• -л

Таким образом, второе условие теоремы 1 выполнено.

Поскольку первые условия в обеих теоремах совпадают, к

множеству Е применима теорема \1, на основании которой оно

относительно компактно.

1.4. Выскажем, паконец, одип общий признак компактности

множества в нормированном пространстве (см. Гельфанд [1]).

Теорема 3 (Гельфанд). Для того чтобы множество Е в

В-пространстве X было относительно компактно, необходимо,
а если X сепарабелъно, то и достаточно, чтобы для любой

(^-слабо сходящейся к нулю последовательности функционалов {/„}
предельное соотношение

М*)—0 (7)

выполнялось бы равномерно на Е, т. е. чтобы каждому е > О
можно было соотнести такой номер пЕ, что при и > и, для любого
х^Е

1/„Ы1<е.

Доказательство. Достаточность. Докажем сначала,
"что множество Е ограничено. В самом деле, в противпом случае
можно было бы указать такую последовательность элементов

Хп^Е (п = 1, 2, ...), что 1#п1 = Тп—*■ оо. По теореме о достаточ-

ном числе функциопалов нашлись бы функционалы/п с |)/п|| = 1
' 1 '

и /п (хп) ~\хп ||. Полагая /„ = — /„, мы получили бы посяедова-
Vn

тельпость {/„}, которая сходится к пулю, по при атом

fn(xn) = Т"—*" °°-
П-»оо

Следовательно, /„(ж) -*- 0 перавномерпо на Е.
' Обозначим через В замкпутый единичный шар пространства
X*, паделенный (*)-слабой топологией. Мы уже зпаем (III.3.1),
что каждый элемент х^Х мы можем рассматривать как непре-

рывпую функцию па (X*, о(Х*, X)) и, следовательно, на В.

Обозначим через ф соответствующее вложение X в С(В). Докажем,
что множество <p(Z?) относительно компактпо в В-пространстве
■С(В). Так как легко видеть, что отображение ф

— линейная изо-

метрия, то этим мы докажем и относительную компактпость Е.
В силу теоремы V.7.6. В — метрический компакт (с метрикой г).

Проверим, что для множества ф(Е) выполняются условия

теоремы Арцела — Асколи (см. теорему 1.5.4). Так как нами доказано,

*что множество Е ограпичепо, то осталось убедиться, что оно
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равностепенно непрерывно. Предположим противное. Это
означает существование такого е>0, что, какое бы_6>0 пи взять,,

найдутся такие ж» е Е и /„, /n s 5, что

Беря последовательно 6 = 1, 1/2, ..., 1/и, ..., мы найдем
последовательность х„ элементов из Е и две последовательности,

функциопалов {/п}, 1/п) <= В такие, что г(/п, /п) < 1/и и

I/п (жп) —/п (ж„) J > e, beN. (8>.

Так как В — метрический компакт, то (переходя, если падо,.,

к подпоследовательности) можно считать, что /„->-/0(о(Х*, X)),
/,еВ. Так как r(/n, f'n) < 1/и, то и /п-*-/0(о(Х*, X)). Так как;

/п — /п-»-0 в (*)-слабой топологии, то в силу (7) /„(#) —

— in (х) —> 0 равномерно на Е, что противоречит (8).
П-»оо

Необходимость. Докажем, что если последовательность

Wn} непрерывных липейных операторов, переводящих данпое

пространство X в нормированное пространство Y, такова, что

для х^Х .

i/n(a:)_->0, (9>
П-»оо

то в случае относительной компактности Е (9) имеет место

равномерно на Е.
Так как X есть ^-пространство, то из (9) вытекает

ограниченность порм операторов U„ (см. VII.1.1): 11£/„Н*£Л/. Поскольку

Ь компактно, для него существует копечпая т^-сеть: хи хг, ...

..., хт. Для достаточпо больших п имеем

11^пЫ||<-|-, * = 1,2 т. (10)

Далее, для произвольного х^Е пайдем элемепт хь такой, что-

Тогда для тех же п будем иметь

|^(*)|<|Р.Ы| + \Un(x-xh)\ < -|- + \Un\\x - *h||< e,

т. е. иЛх) -*■ 0 равпомерно па Е.

Замечание. Теорема 3 в части достаточности, вообще
говоря, неверна, если X не сепарабельно. Предоставляем читателю

доказать, что если Х = 1°° и Е — {xm)Z=i, где хт — орты в Г°, то-

множество Е не компактпо в Г°, но удовлетворяет (7). Первый
факт очевиден, а для доказательства второго падо воспользоваться:

теоремами Х.3.3 и Х.3.6.
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§ 2. Компактные операторы

2.1. Как было указапо в главе V, всякий линейный оператор
■из одного конечномерного пространства в другое — также копеч-

померное пространство — определяется некоторой прямоугольной
матрицей. Изучение такого рода операторов представляет поэтому

-сравпителыго легкую задачу, так как свойства конечных матриц

хорошо известны из алгебры. Если же рассмотреть оператор в

произвольном нормированном пространстве, то далеко не всегда

удается устанодить у него паличие всех свойств, аналогичных

свойствам «конечпомерных» операторов. В этом отношении ближе
всего подходят к последним так называемые компактные

операторы. Основные свойства компактных операторов, сближающие
их с «копечпомерными», устанавливаются лишь в главе XIII.

Здесь же мы дадим лишь определение, укажем па простейшие
следствия, вытекающие из пего, и более подробпо рассмотрим
только компактные операторы в гильбертовом пространстве.

Произвольный оператор U, отображающий одпо

нормированное пространство X в другое нормированное пространство Г,
называется компактным, если он преобразует каждое множество,

oipamraennoe в X, в множество, относительно компактное в Г.
Если при этом U непрерывен, то он называется вполне

непрерывным.
В дальнейшем мы будем использовать это определение почти

исключительно для случая, когда U — линейный оператор. Как

петрудпо показать, каждый комнактпый липейный оператор
вполне непрерывен. Действительпо, единичный шар пространства X

переводится оператором в относительно компактное и тем более

ограниченное множество пространства Г, так что sup \ U {х) || <

< оо, т. е. U— ограниченный оператор.

Отметим, наконец, что-для указанного случая в определении
можно ограничиться требованием, чтобы едипичный шар (или

шар любого другого радиуса) переводился оператором U в

относительно компактпое множество. Далее, если пе оговорено

противное, компактный оператор
— это компактный линейный

оператор.

Оирелелепие компактного оператора и простейшие свойства этого

класса операторов, рассмотрсипые в настоящем параграфе, были высказаны

Гильбертом (см. Гильберт) для пространства L2. В общем случае см.
Б а и а х.

Упоминавшиеся выше конечномерные операторы будут,
разумеется, компактными. Другой тривиальный пример компактного

оператора представляет непрерывный линейпый функционал в

пространстве X, если его рассматривать как оператор из X в

пространство скаляров.
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Более иитереспым примером компактного оператора является

введенный в § 1 оператор Uh (см. 1.1). Действительно, как

нетрудно проверить, компактность множества Uh(E) есть следствие

только ограниченности множества Е.

Рассмотрим, наконец, интегральный оператор U с

непрерывным ядром

ь

y
= U(x), y{s) = $K{s,t)x{t)dt.

о

Будем считать U оператором из Cla, Ы в Cla, Ы. Покажем,
что U компактен. Действительно, если Е — ограниченное
множество в Cla,b] (Ы=СЛ/ для х^Е), то U(E) также, очевидно,
ограничено (llj/H < Л/НШ для y^UiE)). Далее, если i^X, то

(» = £/(«))
ь

\-У (*') -У (*)l<\\K(s\ t)-K(s,t)\\x (t)| dt<
a

Ь

<M j \K(s', t) — К(s, t)\dt.
a

Если s и s' достаточно близки, то правая часть сколь угодпо

мала независимо от а;е£ Это показывает, что функции
множества U(E) равпостепеппо непрерывны. Таким образом, U(.E)
относительно компактно в Cla, Ы.

Используя теорему IX.1.2, можпо показать, что U будет
компактным, если его рассматривать и как оператор из Lp(a, b)
в Lr(a, b) (1<р, r<oo).

Все указаппые факты вместе с доказательствами переносятся

на прострапства С(К) и LV(D).
2.2. Докажем три простые теоремы о компактных операторах.

Пусть X и Y— нормированные пространства.
Теорема 1. Если U— компактный оператор из X в Y, то

область значений У0 = Ли оператора U сепарабелъна.
Доказательство. Обозначим через Бп шар в

пространстве X с центром в точке 0 и радиусом п, а через Qn —
множество U(Bn) пространства Y, т. е множество элементов вида у=*

= Шх) (жеВ„). Так какХ= U Вп, то У0 = (J Qn. Но Qn ком-
71=1 П=1

пактпо и поэтому сепарабельно (1.5.1). А тогда сепарабельно и YB.
Теорема 2. а) Линейная комбинация U = aUi+ $U2

компактных операторов Ui и С/2, переводящих X в Y, есть

компактный оператор.
Ь) Если U^B(X,Y), V^B(.Y,Z) и один из этих операторов

компактен, то и произведение VU также компактно.

*l Я. В. Канторович, Г. П. Акилов
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Доказательство, а) Пусть Е^Х— ограниченное
множество и пусть {уп) <= С/СЕ). Имеем

yn = aUi(xn) + $U2(xn), x„^E, neN,

Из последовательности Wi{xn)} можно, вследствие
компактности оператора U„ выбрать сходящуюся подпоследовательность

{E^i(#nk))« На том же основании можно извлечь сходящуюся

подпоследовательность из последовательности 1^г(жпй)}- Пусть эта

будет Д72 (*"*■))• Очевидно, последовательность U (хПк \ сходится,.

т. е. С/СЮ относительно компактно.

Ь) Это предложение следует непосредственно из того, что

непрерывный линейный оператор переводит ограниченное
множество в ограниченное, а компактное — в компактное.

.Теорема 3. Пусть {[/„} — последовательность непрерывные
линейных операторов из X в В-пространство Y, сходящаяся к

оператору U (в пространстве B{X,Y)). Тогда, если Un (и =
= 1, 2, ...) компактны, то и U компактен.

Доказательство. Пусть В — едипичный шар
пространства X. Покажем, что U(B) относительно компактно. Возьмем
Un так, что

(7п.-17|<в.
Множество Un (В) компактно, а так как для у е U{B)

\у - у% II=IIи <ж) - *чw II < IIи - и-0\ы < е,

Упе
= Une (ж), у = U (ж), же£,

то Un (В) представляет собой е-сеть для U(B). По замечанию

к теореме Хаусдорфа U(B) относительно компактно, а это и

означает компактность оператора U.

Замечание. В условиях теоремы нельзя заменить

сходимость в пространстве операторов, т. е. по норме, сходимостью
на X. Действительно, как было указано выше, операторы СА.
(см. IX.1.1) компактны и

Uh(x) -*■ х в Lv для всех х е Lv.

Но тождественный оператор в Lv не является компактным.

Действительно, теорему IV.1.3 можно переформулировать так: для

того чтобы тождественный оператор в нормированном
пространстве X был компактным, необходимо и достаточно, чтобы X было

конечномерно.
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§ 3. Сопряженные операторы

3.1. Пусть имеется непрерывный линейный -оператор U,
переводящий нормированное пространство X в нормированное
пространство У. Пусть g

— непрерывный линейный функционал в

пространстве F, иначе говоря,— элемент сопряженного
пространства Г*. Для произвольного х^Х положим

/ы=#(с/ы). (1)

Функционал / есть, таким образом, произведение
функционала g, .рассматриваемого как линейный оператор из Y в

пространство вещественных (или комплексных) чисел, и оператора
U: / = gU. Поэтому / — непрерывный линейный функционал,
причем

1/11 < WMgl (2)

Итак, формула (1) соотносит,-каждому функционалу g^Y*
некоторый функционал /еХ*. Оператор, осуществляющий это

■соответствие, называется сопряженным по отношению к данному

•оператору U и обозначается V*, т. е. f = U*g означает (1), иначе

говоря, U*(g) = gU.
Таким образом, каждому U^B(X, Y) соответствует сопря-

экеппый оператор [/*, переводящий Y* в X*. Мы докажем, что

С/*<=Я(Г*,Х*).
Теорема 1. Сопряженный оператор U* является

непрерывным линейным оператором, переводящим пространство Y* в X*;
при этом

W*W - IIШ. (3)

Доказательство. Проверим.линейность оператора U*.
Если g = Kgi+ \igi и f=U*(g), то

/ы - g(mx))^'ig1{mx))+^gz(mx))^~w4giHx)+'iiUHgiHx).
Отсюда

U4g) = %U*{gx) + »U*(gt).
-

Ограниченность U* вытекает из неравенства (2), на основании

которого
Ш*П<11Ш.

Возьмем далее произвольный х^Х, и пусть у = Шх).
Построим функционал g e Y* такой, что

. *(у> = пд ¥1 = 1.

Тогда

ИС/ЫИ = Hvl = g{y) = igUHx) = UHg)(x) < W*{g)Mx\\ < №Ш.
откуда яспо, что

21*
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Отметим еще, что если Ut и U2 — два непрерывных линейных

оператора из пространства X в У и

U = W1,+ \iU2,
то

U* = W* + pUt.

Действительно (g e У*, ж е X),
'

С/* (g)(х) = %\g<Рг(х))] + \x[g(Ut (x))] = (Ig) {иг(х)) +

+ Ы {Ut (x)) = Ut (%g) (*) + tf,* (jlg)(s) = [ Wt (g) + vUl ig)] '(*).

Пусть У, С/ — непрерывные линейпые операторы из

пространства X в У и соответственно из пространства У в Z. Если JF=
= UV, то TF* = F*C7*. Действительно, обозначая f=W*(g), /, =
= U*(g) (g^Z*), можем написать

fix) = ?(Мж)) = gWVix)) = /,(ГЫ) = У*^/*(^)(ж), х s X

3.2. Рассмотрим веществеппые копечпомерпые прострапства
X и У, размерность которых соответствеппо равна тга и и, и

линейный оператор U из X в У. Оператор С/ определяется матрицей

Л

с помощью формул
т

f\i:-- 2 ajftSb, j = 1,2, ...,п, (4)
fe=i

где
'

х = (£„ |2,..., gj е= X, у = (т]„ т]2,..., Tjn) e У.

Пусть g
= (ifi, я]52,..., яря) — фупкционал в пространстве У:

п

g (у) = 2 *iii-

Функционал / = £/*g будет иметь вид

п т т / п \

t (х) -= g (и (х)) = 2 Фз 2 «jfeSfe "--2(2 wfa 1ь>

т. e. / = (<p„ <p2,.., фт), где

n n ,

Фь = 2 fljfe^j = 2 atj^h
3=1 j^l

o*j — ajh, / = 1, 2, ..., /г, /г = 1, 2, ..., 7М.
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Таким образом, оператор U* определяется матрицей

«и «12 ■••

1 «ml «m2

которая получается из А заменой строк столбцами.

Пусть теперь U — интегральный оператор с пенрерывпым

ядром
ь

y=U(z), y(s) = $K(s,t)x{f)dt.
а

Будем считать U оператором ;в Lp(a,b) (К р<°°). Беря
функционал g e (Lp)*:

ь

g(.y) = §q(s)y{s)ds,. yf=Lp, ^Gi5,y +
Y

= l,
в

будем иметь

g(U{pc))^j^{s)\lK{stt)x{t)dt\ds =
а \_а J

ь г ь •

1 ь

== И j\ff(s, t)y(s)ds \x(t)dt = \<p(t)x(t)dt.
a Lo J <*

Таким образом, сопряженный оператор U* также является iiu-

тегральпым с ядром K*(.s, t) —K(.t,s):
ь ь

f = U*g, Ф (t) = J К* (*, s) ф (s) <fe = J К (s, i) ф (s) «fa.
a a

Замечание. Если рассматривать комплексные

конечномерные пространства, то сопряженный оператор будет определяться
матрицей

/вц
* = ( а21

\«*1
/ = 1, 2,

•

а12

«22

«7П2

. • ■
,

* • •

...

...

т,

«w\
а* 1 *

—

271 |> Щк
=

«ftj.

атп/
к = 1, 2, ..., п

Чтобы получить этот результат, достаточно вспомнить, что

функционалы / = (<р„ <р2,.., <рт) е- X* и g= (i|)i, г|з2,..., г|)„) е= У*
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определяются формулами
т

1{Х) = 2 Фк1к. * = (ll. £2. • •
ч Sm) S А",

п

£ (у) -= S %%. г/ = Оъ Л2. • •
•. ni«)e у.

h~l

Лпалогично в случае комплексного пространства Lv оператор,

сопряжепный к интегральному, также будет иптегральным с

ядром

K*(s,t)=K(t,s).

3.3. Рассматривая оператор U* как исходный, можно

образовать для него сопряжепный, который будем пазывать вторым

сопряженным к данному оператору U и обозначать U**. Согласно

теореме 1 это будет непрерывный линейный оператор из

пространства X** в пространство У**. Отождествляя пространство X

с подпространством в X** и пространство У с подпространством
в У**, докажем, -что па X оператор U** совладает с U. Цусть
я4 — каноническое вложение из X в X**, а зх2

— из У в У**.

Теорема 2. Для любого х^Х имеем

и**Шх)) = п2ШШ. (5)

Доказательство. Если ge У*, то

lU*4nte))Ug) = liblxMVig)) =
'

= WHg)](x)=g(.U(x)) = [ib(U(x))Ug),
откуда и следует (5).

Следствие. Если пространство X рефлексивно, то U** = U.
(Равенство падо понимать с учетом того, что соответствующие
элемепты пространств X и X**, а также пространств У и У**

предполагаются отождествленными.)
3.4. Свойство компактности сохраняется при переходе от

данного оператора к сопряженному.
Теорема 3. Пусть U — непрерывный линейный оператор,

переводящий нормированное пространство X в В-пространство У.
Тогда, если один из операторов U и U* компактен, то-

компактен и другой.
Доказательство. Предположим сначала, что компактен

оператор U, и возьмем ограниченную последовательность {gn}
функционалов в пространстве У (HgJI «Sil/; n=l, 2, ...).
Докажем, что из. последовательности функционалов W*gn) можно

выделить сходящуюся подпоследовательность. Этим будет
доказана компактность оператора U*l

Обозначим через У0 замыкание множества U(X). По теореме
IX.2.1 У0 — сепарабельное пространство. Будем рассматривать
фупкциопалы gn только на У0. Так как последовательность фупк-
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ционалов ign) ограничена, то по теореме V.7.6 из нее можно

выделить (*)-слабо сходящуюся подпоследовательность. Будем
считать, что это уже сделано, т. е. что

limgn(y) = g(ij), yc=Y0.
.71-» то

При зтом g будет линейным функционалом в Г0. Поскольку его

можно распространить на все У с сохранением нормы, можно

считать, что g
G У*. Отметим, что

П-»оо

Положив f=U*(g), fn = U*(gn), будем иметь для любого #<=Х

/.(*) = *.«7(*)) -* giUOc)) = /(*),

так как РЫеУ,. Таким образом, получаем /„-»-/(оСХ*, X)).
Покажем, что имеет место и сходимость по норме. Допустим
противное. Переходя, если нужно, к подпоследовательности,

можно считать, что

Il/n-/ll3sm>0, n = l, 2, ...

Найдем для каждого п = 1, 2, ... элемент хп так, что

\xn\=U 1/п(ж„)-/Ы|>4-1/п-/11>4",ге' п = 1-2,...,.

т. е., полагая уп
= U(xn),

I gn (Уп) — g (Уп)\ > ~2 т, и = 1, 2, ... (6)

Так кик оператор U компактен, a WxJ\ = 1 (га = 1, 2, ...), то

из последовательности {у„} можно выделить сходящуюся

подпоследовательность {Упк}- Пусть Упк-*-У0- Тогда, учитывая, что"

уо ^ У0, имеем

\gnh(ynh)-g(ynh)\<
< I Snh (Упк) - gnkЫ | + 1 «ЧЫ - в1 (Уо) | + | £ (Уо) - «Г (ft*) | <

<Ш| y„ft — ft I +"1 #«к (»о) - *foo) | ££ 0,

что противоречит (6).

"^Докажем теперь, что если U* компактен, то будет
компактен и U.

Рассмотрим оператор С/**. По доказанному этот оператор

компактеп, а так как согласно теореме 2 его можно трактовать
как распространение оператора U, то и этот оператор оказывается

компактным. Действительно, если Е^Х—*ограниченное
множество, то U(E) относительно компактно в У**. А тогда, поскольку
У (=зх2(У)) замкнуто в У**, ЩЕ) будет относительно компактно

ив У.
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3.5. Понятие сопряженного оператора позволяет высказать

удобный критерий компактности.

Теорема 4. Пусть U — непрерывный линейный оператор,
переводящий нормированное пространство X в сепарабелъиое
Я-прострапство У. Для того чтобы U был компактным,
необходимо и достаточно, чтобы сопряженный оператор U* переводил
всякую (*)-слабо сходящуюся к нулю последовательность {gn}
функционалов в пространстве Y в последовательность {/„}
функционалов в пространстве X, сходящуюся к нулю по норме.

Доказательство. Необходимость. Допустим, что

(/„} не сходится по норме к нулю. Можно считать, что

ll/JI > m > 0, п = 1, 2, ... (7)

По предыдущей теореме U* — компактпый оператор, и, так как

последовательность ign} ограничена, из {/„} можно выделить

сходящуюся подпоследовательность {fnh\- Пусть

hh^f. (8)
Для любого г^Х имеем

/ (ж) = lim fnk (x) -= lim gn]i (U (x)) =- 0,
fc.-»oo fe-*oo

так как gfn,(-> 0 (о* (У*, У)). Следовательно, / = 0, а тогда (8)

противоречит (7).
Достаточность. В силу теоремы 3 достаточно проверить,

что U* — компактный оператор. Пусть В — единичный шар У*,
{#„}<= Я. Так как У сепарабелыю, то по теореме V.7.6 gnh-*-

-+g(o(Y*, У)). Тогда но условию U* (gnh) -*- U* (g) по норме,

что доказывает относительную компактность мпожества U*(B)

и тем самым и оператора U*.
3.6. Для оператора U в гильбертовом пространстве Я

понятие сопряженного оператора уже было определено в V.3.3.

Покажем, что новое определение приводит по существу к тому же

самому.
Пусть g

— линейный функционал в Я. Согласно V.3.2

существует элемент z^H такой, что

g(y) = iy, z), у^Н. (9)

Обозначим далее / = U*g и пусть функционал / определяется
элементом z*:

/(ж) = (ж, z*), геЯ. (10)

Учитывая равенства (9) и (10), перепишем соотпошепие /(ж) =
= g(Ux) в виде

(ж, 2*) = (£/ж, z), же Я. (11)

Оператор U* определен в Я*. Так как Я* линейно изомет-

рично самому Я, то оператор U* можно рассматривать и как one-
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ратор в // (очевидно, также линейный), который мы будем
обозначать тем же символом U*. Так как функционал g

соответствует элементу z, а /—элементу z*, то z*=U*z и (11) можно

переписать так: (Ux, z) = (х, U*z) (х^Ю, что совпадает с

прежним определением сопряженного оператора.

Определепие сонряжеппого оператора для конкретных операторов в L2

даны Гильбертом (см. Гильберт). Для других частных случаев см. Рисе

[3], общее определение — Шаудер [2], Гильдебрандт [1], Балах.

§ 4. Компактные самосопряженные операторы
в гильбертовом пространстве

4.1. В этом параграфе проводится детальный анализ

структуры компактного самосопряженного оператора в гильбертовом
пространстве Н. Оказывается, строепие такого оператора
напоминает структуру симметричной матрицы. Как и в случае

матрицы, основную роль в выяснении свойств компактного

самосопряженного оператора играют собственные значения и связаппые

спили понятия.'

Результаты этого параграфа были установлены для интегральных
операторов в I? Гильбертом и Шмидтом, в общем случае

— Неимапом [1] (для

сепарабельного II) и Раллихом [1] (произвольное И).

Собственным значением оператора U называется такое число %,
что существует элемепт х0 ¥= О, обладающий свойством

UХо ^ КХцш

Элемент х, для которого имеет место равенство Ux = %х,
называется собственным элементом, принадлежащим
(соответствующим) данному собственному значению К. Собственные элементы,
принадлежащие даттпому значению К, образуют отвечающее ему
собственное подпространство Ih. Нетрудно проверить, что Н% дей-
ствите;гьпо-является подпространством пространства Н *).

4.2. Отметим некоторые простейшие факты, касающиеся
собственных значений и элементов самосопряженного оператора U
в гильбертовом пространстве Н.

I..При любом же Я выражение (Ux,x) вещественно (ср. V.6.2).
Это следует нз равенства

(Ux, x) = (х, Ux) = (Ux, x).

II. Имеет место соотношение

\U\=saj>\(Ux,x)\.
N1=1

*) Все высказанные выше определения могут быть отнесены и к
случаю, когда рассматривается произвольное нормированное пространство X
и оператор U в нем. Собственное подпространство мы будем обозначать в

этом случае через Х*.
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Обозначим О = sup \ (Ux, х) |. Так как при 1Ы1 — 1
М=1

I (Ux, x) I ^ WxWWxW ^ ШяА < 11/11,
то <?<И711.

Далее, из легко проверяемого тождества (см. V.4.2)

(Ux,у) - i-{[(£/(х + y),x + y)- (U{х-у), х-у)] +

+ i [{U (х + iy), x + iy)- (U (x-iy),x- iy)]} (1)

вследствие I находим

Re (Ux, y) =4 [(U (x + y),x + y)- (U (x -y),x- y)] <

<4^ЧИ + uf + Wx-vf] = x^ni^ft2 + \\уП

(по поводу последнего равенства см. IV.5.1). Беря здесь х с

1Ы1 = 1 и y=«jj^b получим

Wxl = Re(Ux, y\<Q,
откуда

III. Собственные значения оператора U вещественны.

Действительно, если Я — собственное значение, а х —

соответствующий ему ненулевой собственный элемент, то

. (Ux, х)
\х, х)

Ввиду самосоирязкешюсти U числитель в этом выражении

веществен, а тогда и- Я вещественно.
IV. Собственные подпространства Н^ и Н^отвечающие

различным собственным значениям "Ki и Яг оператора U,
ортогональны.

В самом деле, пусть ж и у
— элементы из Н%^ и H^g

соответственно. Так как Ux = %ix, Uy = %iy, то, предполагая, например,

hi Ф 0, будем иметь

(х, У) = -~ (Ux, у)=-^ (*, Uy) = Ь- (х, у),

что возможно лишь в случае, когда (ж, у) = 0.
4.3. Пусть теперь U означает не только самосопряженный,

но и компактный оператор. Имеет место

Теорема 1. Оператор U имеет по крайней мере одно

собственное значение.

Доказательство. Так как в случае U = 0 утверждение
теоремы очевидно, то будем считать U¥*0.
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Введем в рассмотрение границы оператора

т = inf (Ux, х), М = sup {Ux, x).
M=i M=i

Согласпо II НС/11 =max [\m\, M]. Докажем, что

если |C7fl = |ire|,
если Ц UЦ = М,

является собственным значением оператора С/.

Действительно, рассмотрим, например, случай BC7ll=Af. По

определепиго числа М найдется последовательность
нормированных элементов {хп} такая, что

(Uxn,xn)-+M = l^ (2)
п-»оо

Так как ixn} — ограниченная последовательность, то ввиду

компактности оператора U- из последовательности {Uxn}.можно
выделить сходящуюся подпоследовательность. Будем считать, что это

уже сделано, т. е. что {Uxj сходится. Пусть, например, Uxn-*-ye.
Из соотношения

lUxn-K1xnf = lUxnf-2kl(Uxn, хп) + Kl^\\Uf + ll-2K1[{Uxn,xn),

учитывая, что Я? = || U |2Т получаем в силу (2)

(У Хц КлХц U.
п-»оо

А тогда
т„ -—

имеет продел. Именно, хп->х0
—

-г— у0. Так как Uxn->UxQ
—

y0,
Ai

то у0
= Ux0 = Я,ж0. Поскольку Жо^О (На:0И = 1), то Я,4 является

собственным значением.

Теорема доказана.

Следствие. Если оператор U не имеет отличных от нуля
собственных значений, то Е/ = 0.

Замечание. Найденное в теореме собственное значение

оператора U является наибольшим по абсолютной величине.
В самом деле, если % — некоторое собственное значение, а х—

соответствующий элемент, который можно считать

нормированным, то

|Я| = М(ж, х) = \Шх, х)\ < ШИ = |Я,|.

4.4. Обозначим через Рх проектор (см. V.3.4), проектирующий
на собственное подпространство #х. Следующая теорема
существенно уточняет теорему 1.

1
Хп = "j yJX-ц — \UXn

■

AjXn)\
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Теорема 2. Множество собственных значений компактного

самосопряженного оператора U не более чем счетно.' При этом

tf = 2MV (3)
h

где Ki, %г, ■ ■ ■— различные собственные значения оператора U

(сходимость ряда понимается как сходимость по норме в

пространстве операторов).
Доказательство. Пусть Я — некоторое собственное

значение оператора U. Справедливо соотношение

kPx = UPx = PxU. (4)

Действительно, так как РхХ^Нх при любом х^Н, то UP%x =
= KPt.x. Перестановочность операторов Рх и U следует из того,

что пх произведение UPi — ХРх — самосопряженный оператор
(см. V.6.1).

Пусть Я. = Я.1. Рассмотрим оператор

*72 = *7,-W, £/, = £/. (5)

Ввиду (4) можно записать

Ui = PlUl = UlP1, (6)

где обозначено /\ = / — /V • Отсюда следует, что Uz —

самосопряженный и компактный оператор (последнее на основании теоремы
IX.2.2). Соотношение (6) показывает также, что

Щ2И «£ НДИЩ.Н < IIE/JI.

Применяя к оператору Uz предыдущую теорему, найдем его

собственное значение А2. При этом

так как U, 1=1117,0, |Ь2|=Ш211.
Докажем, что Kt пс является собственным 'значепием

оператора U2. В самом деле, в противном случае нашелся бы элемент

х Ф 0 такой, что /

U2x = %iX
или, в силу (5),

Uxx — hiPiX = KjX. (7)

Применяя к обеим частям этого равенства оператор /\1?
получим вследствие (4)

-kJPbX = UP%x - ЪРъх = 0.

Следовательно, из (7)
U \X =* K\Xj ч

т. е. же Нц, и поэтому х = Р^х =0, что приводит к

противоречию.
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Установим еще, что каждое отличное от нуля собственное

значение оператора U2 является вместе с тем и -собственным
значением оператора £/,, причем соответствующие собственные

подпространства совпадают.

Действительно, пусть К Ф 0 — собственное значение оператора
Uг и х Ф 0 — такой элемент, что U2x = Кх. В силу (6) имеем

U&x^Kx, (8)
откуда

P1UiPlx = hPlx.

С другой стороны,

P1U1Plx = Vj>\x = и&х - kz,

поэтому Ptx = x. Таким образом, из (8) получаем

и^х == Л«£,

т. е. Я — собствеипое значение оператора Uim Если теперь под х

подразумевать собственный элемент оператора Uu
принадлежащий собственному значению К, то, поскольку КФК%,
подпространства Н% и П% ортогональны (см. III из 4.3), поэтомуРк% = 0 и

в соответствии с (5)

U2x = ихх — %ХР% х = Utx = he.

Таким образом, х является собственным элементом оператора Uz.
Если оператор Us отличен от тождественного нуля, то, исходя

из него, построим оператор U3 — Uz — Я2/\2 и т. д. Продолжая
этот процесс, построим компактные самосопряженные операторы
Ui = U, U2, ..., £/„ и собственные числа этих операторов

Я-i, %2, ..., Я» так, что

Uh+1 = Uk-Khl\k - U - £W Л = 1, 2, ...,
п- 1,

3=1

\h\>\K\>..->\Kl WhW^l^A /с = l, 2 п.

При этом согласно Доказанному Kh будут попарно различными
собственными значениями оператора Ui = U.

Предположим, что. Un = 0. Тогда

U = S MV (9)

Если же ипФ0 ни при одном /г = 1, 2, ..., то процесс
приводит к последовательности операторов Uu E/2, ... и собственных
значений Яч, Я2, ... Докажем, что в этом случае Яп -»- 0. В самом

деле, в противном случае для всех п = 1, 2, ...

1Я„|^Я„>0.
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Возьмем в подпространстве Н^ нормированный элемент х„.

Различные элементы ж» попарно ортогональны, поэтому

| Ux» - Uxnf = XUx»— Kxnf = 1 a™ |2 + I Xn |2 > 2Я2, m фщ

вследствие чего ни последовательность {Uxn}, ни какая-либо е&

подпоследовательность не сходятся, а это противоречит
компактности оператора U. Поскольку Н£/„11 = |Я„|, то из доказанного

вытекает, что Un—*■ О и, следовательно,
п-»оо

оо

U = 2j Я*Ль-
ft=l

Таким образом, представление U в форме (3) установлено.
Докажем, что, кроме %i, Кг, ...,%„, ... оператор не имеет

других не равных нулю собственных значений. Действительно, если,

бы % было таким собственным значением, то для некоторого хФ

ф О оказалось бы Их — %х, т. е.

h
n

Элементы Р^х входят в H%h и потому попарно ортогональны.

Следовательно,

KPj,nx = KmP%mxr meN.

Так как Я Ф Km, то Р^х = 0. Таким образом, х = 0.

Теорема доказана.
Замечание 1. Нетрудно проверить, что собственное

подпространство Н%ъ% отвечающее отличному от нуля собственному
значению, конечномерно.

Действительно, всякое ограниченное множество Е в H%h
является образом ограниченного множества Е (Е состоит из всех

элементов z вида z=(l/Kh)x, где х^Е). Поэтому ввиду
компактности оператора U мпожество Е относительно компактно,,
а это возможно лишь в случае, когда Н%к конечномерно (см. -

теорему IV. 1.3).
Замечание 2. Из соотношения (6) вытекает, что

собственное значение Kh можно определить как

К = ± sup | (Ux, x)\, / = 1, 2,,.,.,/г —1.
N1=1

x±HXj

4.5. Обозначим через Н0 собственное подпространство,
отвечающее нулевому собственному значению, и через В его

ортогональное дополнение. Так как для любого isff, у^Нв

(Ux, у)=\х, J7y)-0,



g 4] КОМПАКТНЫЕ САМОСОПРЯЖЕННЫЕ ОПЕРАТОРЫ 335

то Ux -L //„, т. е. U{H) <= й. Наоборот, если у -L U(H), то для

любого x^U
О = Шх, у) = (ж, Uy),

откуда вытекает, что Uy = 0, т. е, у<^Н„. Таким образом, #=
= тт.

Выберем в каждом из подпространств H%.k полную

ортогональную систему. В силу сделанного выше замечания она будет
конечна при любом к = 1, 2, ..-. Объединяя эти системы в одну,

получим ортонормальную систему хи хг, ..., состоящую из
собственных элементов оператора U. Собственное значение, которому
соответствует элемент хк, будем обозначать но-прежнему Kh.
Таким образом, среди собственных значений будут, вообще говоря,
равные*). Из теоремы 2 следует, что построенная ортонормаль-
пая система будет полной в Й и, следовательно, каждый элемент
z ^ H можно представить в виде

z =*.+£, (10)
где

х0<=Н0, а- = .2сАеЯ,
к

с»
= (ж, а:») = (z, xh), fteN,

В частности, если z=Ux, то, как было отмечено вьппе, г.еЯ и

поэтому

z =- 2 chxh, ch = {z, xh) = (Ux, xh) = (x, Uxh) = %K (x, xh).
h

Рассмотрим уравнение

x—pUxr^y, (11)

в котором у
— фиксированный элемент из Н, ц — числовой

параметр.
Представляя у и искомый элемент х в виде (10), придем к

уравнению

х0 + 2 <% — И- 2 ChK^h = У0 + 2 dhxk
h h

"

ft

(ck= (ж, xh), dk= (y, yh)),
откуда

Xo = Уо, ck(l — \ikh) = dk, к = 1, 2, ...,

и, следовательно,

хо~Уо' cft = i _ м^ ' к = 1, 2, ..., (12)

*) Удобство принятого способа обозначений состоит в том, что не

только собственный элемент 'определяет собственное значение, но и, обратно,
-собственное значение однозначно (с точностью до множителя) определяет
■собственный элемент.
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если только ни при одном к = 1, 2, ...

1-11КФ0.
При этом

h
mm l-|iAk f'T
k

и решение существует и единственно. Обозначая через х*

искомое решение, будем иметь в этом случае

Если же ulft = 1, то решение существует лишь тогда, когда

соответствующие коэффициенты dh = 0, т. е. когда правая часть

уравнения (11) — элемент у— ортогональна всем собственным

элементам, принадлежащим собственному значению 1/ц. При
этом, поскольку соответствующие коэффициенты с„ могут быть

выбраны произвольно, решение не единственно: если х* —

некоторое решение, то решением будет и х* + х, где х —

произвольный элемент из Hi/V,.
Зпачепия

u* = 1/л*, к = 1, 2, ...,

мы будем называть характеристическими значениями

.уравнения (11), а собственные элементы, принадлежащие собственному
значению Xh,— характеристическими элементами,
соответствующими характеристическому значению и*.

Если подразумевать под U интегральный оператор в U с

непрерывным . симметричным ядром:
ь

у = Ux, y{s) = j" Я (в, t)x{t) dt,
а

то приведенные выше общие факты обратятся в хорошо
известные результаты теории интегральных уравнений, на

формулировке которых мы не останавливаемся.

Далее, трактуя симметричную матрицу как оператор в

конечномерном гильбертовом пространстве, можно из изложенного

выше получить известные теоремы теории матриц.
4.6. Пусть Н — сепарабельное пространство. Для матричного-

представления (см. V.3.1) компактного самосопряженного
оператора U выберем полную ортонормальную систему следующим

образом: к построенной выше системе в Ш присоединим
ортонормальную в Нй систему. Обозначая получившуюся систему через
ixh), а соответствующие собственные значения через {Я») (такии
образом, Kh может равняться нулю), получим, что представляю-
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щая оператор U матрица есть

А о о
-\

л
/о л2 0 ... | (13)
\о о я,...]

t

Диагональные элементы этой матрицы суть собственные

значения, а все остальные равпы нулю.
Можно показать, что если U допускает матричное

представление матрицей вида (13), где Kh вещественные и Я*-»-0, то U—

компактный самосопряженный оператор.

§ 5. Интегральное представление самосопряженного оператора

В этом параграфе для произвольного самосопряженного

оператора устанавливается представление в. виде некоторого

абстрактного интеграла тина интеграла Стилтьеса, которое, если

рассматриваемый оператор компактен, сводится к формуле (3)
предыдущего параграфа.

Для операторов в конкретных пространствах такое представление было

указано Гильбертом (см. Гильберт), в общем случае — Нейманом [1|.
Идея приводимых ниже рассуждений принадлежит Ф. Риссу. По поводу

материала, изложенного в этом параграфе, см. также Ахиезер, Глазм ап.

Основным средством исследования здесь является попятие-

функции от оператора. С частными случаями этого понятия мы

уже встречались раньше: так, например, для операторов в

нормированием пространстве были определены степени с целыми

показателями, а для положительных операторов в гильбертовом
пространстве — квадратный корень. Ниже соответствие между

функциями вещественного аргумента и операторами
систематически распространяется на все непрерывные функции.

5.1. Пусть U — самосопряженный оператор в гильбертовом
пространстве Н. Как и в предыдущем параграфе, обозпачим
границы оператора

т-— inf (Ux, х), М —

sup (Ux, x).

Пусть далее ф(£) — с0 + cj + с,?+ ... + c„t". Положим по

определению

ф(Ш = СJ + CJJ+ . . . + CnUn.

Оператор q(.U) называется операторным полиномом.
Отметим некоторые свойства операторных полиномов.

I. [ф(£/)Л* = ф(Ш. В частности, если фШ —вещественный
полипом, то ф(£/) — самосопряженный оператор.

II. Если ф(г) = аф,Ш + Рф2Ш, то ф(£/) = аф1(Е/) + Рф2(Е7'Ь
III. Если фШ = ф,Шф2Ш, то ф(Е/) = ф1(£/)ф2(£/).

22 л. В. Канторович, Г. П. Акилов
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IV. Операторный полином перестановочен с любым

оператором, перестановочным с U, т. е. UV— VU влечет q>{U)V= Vq>(£/).
V. Если <рШ 5*0 для t^lm, М\, то оператор <pW)

положителен.

Ввиду очевидности первых четырех свойств остановимся лишь

на доказательстве пятого.

Поскольку полином фШ положителен в промежутке [т, М\.
внутри этого промежутка он не может иметь корней нечетной

кратности, кроме того, так как при переходе через корень
нечетной кратности знак полинома меняется, а знак ф(£) для
достаточно больших t совпадает со знаком старшего коэффициента с„,
то в случае с„ > 0 число корней нечетной кратности,
превосходящих или равных М, будет четным, а если с„ < 0,— нечетным.

Принимая все это во внимание, можно убедиться, что фШ
допускает представление в виде

ф(г) = ф^фгМ...ф.Ш,

где множители q>hW имеют одпу из следующих форм:
а, а > 0,

I (* + «ft)2 + Pft, «ft — вещественное, fJft > 0,

h-t, th^M.

Нетрудно проверить, что во всяком случае ф»(Г0 > 0.

Действительно, если, например, ф„(£) =t—tk (fk<m), то q>hW) —
= U-tJ и

(.q>k(.U)x, х) = Wx, x) — th(x, x)Xm— th)(x, x) >0.
i

В силу III

ф(?7) = ф.(г7)ф2(г7)... ф.(#).

Но операторы (f>k(U) перестановочны между собой (свойство IV),
&. тогда применимо следствие к теореме V.6.2, на основании

которого произведение ф(£7) также является положительным

оператором.

Отметим еще два свойства операторных полиномов,
вытекающие из указанных выше.

VI. Если ф!Ш<ф2Ш в промежутке [т, М\, то ф^Е/)^
<ф2(Е/).

VII. |Ф («7) |< max |Ф(*)|.
t=[m,Ml

Действительно,

= sup (ф (£/) хг ф (U) х) = sup (ф {U) ф (U) х, х) = sup (■ф (U) xt ж)„
N1=1 4*11=1
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где обозначено ib(<) = 1ф(£)12. Если I = max l<p(t)|, то

t=[m,M]

и потому

О «= ^>(«7) «= 14.

Следовательно,

sup (if (Z7) х, х) < Z2.

5.2. Пусть ф(£) — непрерывная в промежутке [т, М] фупкция^
Существует последовательность полиномов {ф„(Ш, равномерно
сходящаяся к фШ в [т, М\. Нетрудно видеть, что

последовательность операторов {ф„Ш)> будет сходиться к некоторому

оператору. В самом деле,

11фп+Л#) — <Pn(tf)|< max 1фп+р(') — «MOIr-!!0-

Если имеется другая последовательность полиномов, также

равномерно сходящаяся к ф(£) (в [т, Ml), то последовательность

соответствующих операторных полиномов будет сходиться к тому
же предельному оператору, что и первоначальная
последовательность. В этом можно убедиться, объединяя обе
последовательности в одну. Высказанные соображения дают основания для

обозначения

ф(£/)-,Итфп(£/).
П-»оо

Оператор ф(Е/) будем называть операторной функцией.
Свойства операторных функций сформулированы в следующей

теореме.
_

Теорема 1. а) [ф(Е/)1* = ф(Е/). В частности, если

функциями) вещественна при te[m, Ml, то <pW)— самосопряженный
оператор.

b) Если ф) = ссфД*) + Рф*(*), то ф(г7) = аф1(г7) + Рф,(г7).
c) Если (pit) =q>i{t)q>2(t), то ф(Е/) = фДЕОфгШ). ■

d) Оператор <p(U) перестановочен с любым оператором,
перестановочным с U.

e) Если ф)>ф) (t^[m, М]), то (p(U)>ty(U).
f)ll<P(EOII< max |ф(*)|*).

*etm,M]

g) Если последовательность {ф„(Ш непрерывных функций
равномерно сходится в промежутке lm, M] к функции q>(t), то

Цдо-фссло-о.
h) Если Р — проектор, перестановочный с U, то

Pv(U)=Pq>(PU).

•)■ Ниже (в 5.3) будет установлено точное выражение для Ц<р(С0П..
22*
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Доказательство. Справедливость утверждений а)—g)
без труда устанавливается с помощью свойств операторных
полиномов.

Что касается пункта h), то, если фШ — полином,
доказываемое соотношение легко проверяется, если учесть, что Р2 = Р и,

следовательно, Ph = P (ft = l, 2, ...). В случае, когда ф(£)—
произвольная непрерывная фупкция, надо использовать

предельный переход.
5.3. Для того чтобы однозначно определить оператор срШ),

нет необходимости знать значения функции (fit) на всем

промежутке Im, Mi. Оказывается, достаточно задать фШ лишь на

некотором замкнутом множестве Su^lm, M], называемом

спектром оператора U.

Будем говорить, что число К является точкой спектра

самосопряженного оператора U, если существует последовательность

{хп} такая, что

1^11=1, п = 1,2,..., Uxn — kxn-^0. (1).

Иначе говоря, К есть точка спектра, если

inf \Ux — ла:||-=0. (2)

Совокупность всех точек спектра называется спектром онера-
тора U*) и обозначается Sv.

Ясно, что каждое собственное значение входит в спектр,

который, однако, может содержать точки, не являющиеся

собственными значениями. Так, в случае, когда оператор U

компактен, а пространство Н бесконечномерно, Я = 0 будет точкой
-спектра, хотя, как легко видеть^ не всегда есть собственное
значение.

Пусть Я — точка спектра. Из (1) получаем

"k = lim(Uxn, xn).
П-*оо

Отсюда вытекает, что спектр оператора U расположен на
вещественной прямой и заключен в промежутке [тп, М\. Покажем,
что границы оператора U являются точками спектра.

Будем считать, что О^пг^М**), и рассмотрим точку К — М.

Учитывая, что IIШ =К, будем иметь для НжИ = 1

Wx - kx\\2 = WxW2 - ZkWx, х) + К2 *£ 2К[К- (Ux, х)1,

*) Это определение формально имеет смысл и в случае, когда

V—произвольный линейный оператор в произвольном нормированном

пространстве. Однако для общего случаи будет дано иное определение спектра,

эквивалентное данному лишь в случае, если U —самосопряженный оператор в

гильбертовом пространстве.
**) Выполнения этого условия всегда можно добиться, прибавив к

оператору U оператор вида ц1; при этом спектр и границы оператора V

переместятся по вещественной оси на ц вправо.
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откуда

inf (I Ux — Кх I2 < 2К П — sup (Cfx, x) 1 = О,
imi=i L м-1 J

.а это вследствие (2) означает, что Я ^ Sv.
Можно доказать, что Sv — замкнутое множество. В самом

деле, если kB&Su, то из (2)

inf ЦС/ж —Я0я;|-=й>0.
M=i

"Тогда, если \К — К0\ <d/2, то

inf I Ux — hc\\> inf || Vx
— K0x || — sup || Я0.г — Kx \ >

4l*|l=i W=i Nt=i

>d-4=i>0
и, следовательно, дополнение множества Sw открыто.

Прежде чем формулировать основной результат, докажем -два

вспомогательных предложения.
Л е мм а 1. Пусть <р(£) — вещественный полином. Тогда 5«и> =

= ф(5'и), т. е. спектр оператора ф(ЕО состоит иг всех ц, предста-
вимых в виде ix

= q>(k) (.h^Su).
Доказательство. Пусть ц. — некоторое вещественное

число и 11, tz, ..., ts — все корни уравнения

фШ = (Л.

Очевидно, оператор ф(Ш — ц/ допускает представление в виде

произведения

ф(С/) - ixI = c{U-tJ)(U-t2I)... W-tJ). (3)

Возьмем Яе Su. Найдется носледовательность {хп}
нормированных элементов такая, что Uxn — %Хп —*■ 0. Положим в раз-

-ложешш (3) ц = ф(Я), ts = К. Тогда

ф (С/) Яп — Vxn ^= с (U — tj) (U — tj) ... (Uxn — %хп) ^^ 0,

т. е. [х е S,t(u).
Наоборот, если ни одно из tk не принадлежит спектру

оператора U, то

inf || Ux — tsx\ = ps > 0,
Il*il=i

inf 1 {U - «s-i/) {Ux - tjc) I > inf 1| Uy - ts-d |1 = ps_! > 0

vJi, продолжая так дальше, найдем

inf |ф (U) x — цх\ = pi > 0.
IWl=i

Следовательно, м- = ф(^й) (ft = l, 2, ..., s) не входит в SV(U).
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Лемма 2. Если (pit) — полином, го

|ф(С01==тах|Ф(«)|.
■ШВц

В самом деле,

Нф (СО f = sup (ф (и) *, ф (и) х) =

= sup (ф (U) ф (U) х, ж) •-= sup (ф (£/) ж, х), (4>
1М1=1 И=1

где положено ф<£) = 1фШ12.
Таким образом, 11ф(С/)Н2 есть верхняя граница оператора фШ).

Но верхняя граница положительного оператора ф(?7) совпадает

с точной верхней границей спектра этого оператора:

Мщщ = sup 5,(U). (5>

В соответствии с результатом леммы 1

sup SMm = sup ф (S^) = sup ф (f) -- Г sup | ф (f) П2..
t<=sv bssv J

При этом ввиду замкнутости множества Sv supremum можно

заменить на maximum. Сопоставляя последнее равенство с

соотношениями (4) и (5), получим требуемый результат.
Основная теорема теперь без труда может быть доказана.

Теорема. 2. Если (pit) — непрерывная в [то, М] функция, тс-

| Ф (£/)( = max |<р(«)|. (6>
t<=sv

Действительно, пусть {ф„(Ш — последовательность полиномов,

равномерно сходящаяся к (pit). По лемме 2

II фп (U) !| = max | ф„ {t) | = |1 ф„ ||с.
tesv

Переходя здесь к пределу при п -*■ °°, получим (6).

Следствие. Если ф! и ф2
— непрерывные в [то, М]

функции, совпадающие на спектре оператора Sv, то (ptiU) = ф2(С/).
Пусть (pit) задана и непрерывна на спектре оператора U.

Распространив ее с сохранением непрерывности на весь

промежуток Lto, M], получим непрерывную в [то, М] функцию (pit).
По определению полагаем

ф(£/)=*ф(£7)".
В силу установленного выше' оператор ф(£7) не зависит от

способа распространения функции (pit) и определяется только
значениями функции ф на Sv. Ясно, что свойства операторных
функций, сформулированные в теореме 1, переносятся на

функции, только что определенные (в формулировке теоремы 1

следует всюду заменить промежуток [то, Ml множеством Sv).
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Расширение понятия операторной функции позволяет доказать

важную теорему, характеризующую спектр самосопряженного

оператора.

Будем говорить, что комплексное число К есть регулярное
значение оператора V, если оно пе принадлежит спектру этого

оператора.
Теорема 3. Для того чтобы К было регулярным значением

^оператора U, необходимо и достаточно, чтобы в Н существовал
.линейный обратный оператор

Доказательство. Необходимость. Пусть К —

регулярное значение. Зададим на S„ функцию

и положим Rb = РкШ). Так как

(f - й.)р».(*) = 1, t^Su,
то по теореме 1

Ш-M)Ri = R*.W- M) = 1,
откуда

Я* = [£/-ЯЛ-\

Достаточность. Если существует лилейный обратный
(хотя бы левый) оператор

Rt,=w-Kn-i,
то при \\хй = 1

Ш*Ш-Я/)л;11=1Ы=*1.
Следовательно,

inf\\Ux-Щ^г±->0.
Доказанная теорема позволяет распространить результат лемг

мы 1 1пгпроизвольные вещестпеппые непрерывные функции.
Теорема 4. Пусть <p(i) — непрерывная на Sv вещественная

■функция. Тогда
Sqiu) = фСии).

Доказательство. Пусть и.Ф(p(Sv). Функция

непрерывна на Su, поэтому имеет смысл оператор ф(£/).
Очевидно,

^U/) = [q>(£/)-u7]-\
Следовательно, по теореме 3 n&Sv(U).

*) Именно эта теорема служит основанием для определения спектра
в общем случае произвольного линейного оператора в произвольном
нормированном пространстве (см. гл. XIII).
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Предположим теперь, что (л
= ф(Я), где AsSu. Пусть {ф„Ш} —

последовательность полиномов, равпомерпо. сходящаяся па Sv к

фШ. Имеем

^ цяш)х - <р„(а,)*а + 1«р(Ш - ф„(с/)ИЫ1 +1 ц
- ф„м I ы.

А так как в силу леммы 1

inf || ф„ (U) х — ф„ (X) ж | ■-- О,

то

inf \<p(U)x- ixx|| <||Ф (СО - Ф» (U)I + | р - ф„(А,) |.

Устремляя здесь п --
°°, найдем

inf ||ф(£/)а;— цхЦ -О,
|iX||=l

т. е. n^S<r(u).
5.4. С каждым самосопряженным оператором U можно

связать семейство проекторов, которое позволяет построить
представление как самого оператора U, так и операторных функций
в форме интеграла тина интеграла Стилтьеса.

Пусть U — самосопряженный оператор. Рассмотрим функцию

О, £<Д,
Ф?.гф£(*)-{,

и введем обозначение

Пусть далее HJ означает множество всех элементов х, для

которых. U.%х — О, т. е.,; иначе говоря, #х есть собственное

подпространство оператора U%, отвечающее пулевому собственному
значению. Обозначим, наконец, проектор, проектирующий на

подпространство Н%, через h.

Свойства проекторов h, как показывает приведенная ниже

теорема, тесно связаны со спектром оператора U, вследствие чего-.

семейство проекторов /», называется спектральной функцией
оператора U.

Теорема 5. а) Если А < пг, то h — 0; если Я > М, то h = I..
b) Если K^ix, то 1к^/„.
c) Спектральная функция как функция от Я непрерывна

справа в том смысле, что Д = Д+0 -~ lim Ip, на Н.
ц-»Я+о

d) Проектор' 1х (—°°<А.<°°) перестановочен с каждым

оператором, перестановочным с U.
e) Каждое вещественное регулярное значение Я, оператора U

есть точка постоянства спектральной функции, т. е. существует
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■б > 0 такое, что h-t = h+r,- И наоборот, точки постоянства

спектральной функции суть регулярные значения оператора U.
f) Вещественное К тогда и только тогда является

собственным значением оператора U, когда h = /M.0 Ф h-o, где Д_0 =

— Нш 7М на II. При этом оператор 1\ = lk — h-o является про-
1Х-*К—О

ектором на собственное подпространство, соответствующее
собственному значению К.

g) Если (p(f)SsO в промежутке [К, uJ, то [/,. — IJ<pW) ^0*).

Доказательство, а) Если К<т, то U%— U — hi.

Поэтому для х Ф 0

(и£х, х) -■- (Ux, х) — К (х, х) ^ (т — h) (x,x)> О,

•так что 11% состоит только из нулевого элемента.

В случае К > М имеем U% ■--■ 0 и Н% =■■ Н.

Ь) Если Ж и, то ц>% (*)^=ф£(*) и, следовательно, U^^jj+
тго теореме 1. Кроме того, Uu^0. 1Гоэтому

0< (U£x, x) < (U$x, х), х(=Н.

Если х е //}., то Ufcx -- 0 и, следовательно,

(U+x, х) -= 0.

Отсюда вытекает, что U^x --0**), т.е. же//^". Таким образом,
Их cz ИJ, что соответствует требуемому соотношению между

проекторами: Д^/ц (V.6.7, лемма).
с.) Поскольку 1К убывает с убыванием К, то но теореме V.6.7

/х+0
— lira /u па Н существует и представляет собой проектор.

Обозначим через 11%+о соответствующее ему поднрострапство.

Так как h *£ h+o, то Н£ cz H%+o- Пусть х е Ift+o> Поскольку,
■очевидно, х^Н^ (ц.>А,), то Iv.x = x. Следовательно, U^x — 0, но

\U+-Ut\ --тах|Ф+(«)-ф5!-(«)|<ц-^
tesv

так что

tf£r--= lim U+x = 0,

откуда jeffi, Таким образом, H£+0<zzHx, что вместе с

предыдущим дает равенство #jh-o —- П% или, иначе, /*.+о = Д.

*) Очевидно, достаточно требовать выполнения неравенства <p(t) ^ 0

лишь в точках спектра, 'Входящих в промежуток [Я, |i].
**) Если для положительного оператора V и некоторого iefi имеет

место (Vx, х) = 0, то Vx = 0. В самом деле, 0_= JFa:, a:) = ([УУ]2а;, г) =
= (|/Каг, }'Vx), т. е. УК* = 0, а тогда и Fa; = У^(уУж) = 0.
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' d) Пусть V—оператор, перестановочный с U. По теореме 1

оператор V перестановочен и с U%. Используя это, будем иметь

для х^Н%

Tj£Vx - VU%x = О,

т. е. Vx е Н%. Если х — произвольный элемент из Я, то по

доказанному VI%x e Ну,; следовательпо,

Vh = hVh. (7>

Оператор V* также перестановочен с U, поэтому в (7) можно

заменить V на V*:

V*h=hV*h.

Переходя в обеих частях последнего равенства к сопряженным
операторам, будем иметь

hV= hVh.

Сравнивая это с (7),.получим
hV=Vh.

е) Введем оператор

#х =ФГ(#),
где

If—К, *<*,,
фГ(*) = 10, t>K,

и докажем справедливость соотношения

Щ-=1х(и-Ы). (8>

Действительно, так как

U-U = U£ + Ub, (9>
то для х е Н£

Ux — Кх = U\x. «

Если же а; — произвольный элемент из Н, то можно написать

h {Ux -Щ = (U- KI) hx --= UlKx = /,№. (10>

Но так как U£U% =±= 0,т. е. С/^(С/&>)= О, то

U%xe#jj",^следовательно, IyJJyTx == ET^a:, что и приводит к формуле (8).
Предположим теперь, что Кв есть точка постоянства

спектральной функции, т. е. существует промежуток (К, ц),
содержащий Т.о. такой, Что /». == /„. Рассмотрим оператор

U7 — и~
Р = * >*
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Используя формулу (8), будем иметь

F

^=1
- '*■'

•г. е. Р — проектор. Вместо с тем

Р = о(Ш,

яде аШ — функция, равная единице для t^k, нулю для t^\i
ш линейная в промежутке [К, [х\.

Допустим, что в промежутке (К, ц) имеются точки спектра

«оператора U; пусть например, К—одна из таких точек. Тогда

Q = p-p* = 0.

Между тем, согласно теореме 2,

.

'

l<?U = max|0(f)-02(*)|>o-(£)-o-2(£)>O.
tesv

Таким образом, Х0 как точка промежутка (Я,, ц) представляет
«обой регулярное значение.

Предположим теперь, что К — точка роста спектральной
функции. Это означает, что при любом б > О

Д+е — Д-е т^* 0.

Рассмотрим х е Я^+б © Я^_б. Поскольку х <= Н£+6\ то

U^+6x = 0. Но так как

то
-

1№1<8|И.

Далее, х J_ Нк-ъ, т. е. 1%-ьХ = 0. Следовательно,

Д_вС/Г-бЯ -=Щ-ъ1%-ъх = 0,

откуда получаем U^-rfc J_ Н^-б- Но, как уже отмечалось выше,

всегда 'U^^x^. Я^_е. Таким образом, для рассматриваемого

случая U%-ip = 0. Аналогично предыдущему имеем

откуда

\Ulx\^b\\x\.
Ввиду (9) получаем

|ff*-te|^|ff?4+ltfx*l<26|*I- С11)
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Беря последовательность .б„ -»- 0 и соответствующую

последовательность нормированных элементов Хп е 7/х+бп©^гГ-еп> найдем:

\Uxn — %xn\—>■ О,
. 71-эоо

а это означает, что К принадлежит спектру оператора U.

f) Отметим прежде всего, что вследствие мопотопности

спектральной функции существует

Д_0 = lim /p, на Н,
&->%—о

причем /j._0 является проектором. Очевидно, также Д_0 *£ h-

Предположим теперь, что в точке К

Обозначая через Нь-0 подпространство, соответствующее

проектору /»._<„ возьмем х е Н^ © Я^_0. Очевидно, х е Н%+ъ 0 Н£-ъ
при любом б >0. Поскольку неравенство (11) выполняется "при
любом б > 0, а левая его часть от б не зависит, то

\Шх-Кх\\ = 0,

т» е. К является собственным значением оператора U, а х есть

соответствующий собственный элемент. Если обозначить, кате

обычно, через Ну собственное подпространство п через Р\

проектор па Нг., то из доказанного вытекает, что

Нг. гз Ht G Ht-0,. P£zh - h-0. -

Рассмотрим, далее, проектор

1» = Р\— /цР?., — оо < ц< оо,

и докажем, что 1цХ = 0 равпосильпо равенству PtJU^x •— 0. В

самом деле, если 1'^х = 0, то Р^х = /„Р*д;, откуда PtJJtx ~ U^,P\X —
— 0. Если, наоборот, PfU^x — 0, то Р^х <= Н'£ и 1^Ркх = Рхх, т. е.

Ilx = 0.

Пользуясь пунктом h) теоремы 1, будем иметь

i\ut = рмк (i\u).
Но

PiU^kPb

так что непосредственно из определения операторной функции
получаем

D тт+
1(^ - V) рь Р<Ъ

Отсюда следует, что при [х < К .равенство Тпх = 0 равносильно

тому, что Р%.х = 0, т. е. при ц, < К будет /ц = Р%. Если же ц ^= К,
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10, ix

то Ip, = 0. Таким образом,

|0, и. < К

.Ж.
Но

Следовательно,

/^0= lim /^/^„(/-/Л).
и-*}.—о

Вычитая это из равенства

h= IJ>i + hU-P0 = Px + W-P0,
получим

h - h-o = Рх+ (Л - Д-.)(/ - Рх) > Л-

Так как Рк =f= 0, то тем более h ~ Л-о ^ 0, т. е.' спектральная
функция имеет скачок в точке %. Кроме того, учитывай
полученное ранее соотношение, найдем

Рх = 1% — Д-о-

g) Предположим сначала, что ф(£) = 0 в промежутке [К, uJT
и докажем, что [/ц — IJtpW) = 0. С этой целью рассмотрим фупк-
цию (pit), совпадающую в точках hi, "кг, ■

■., Кг Скь^к, КГ = К) и

#i, Иг, •

•., И» ^М*^Ш Hi= И) с функцией ф(£) и линейную в

промежутках между этими точками. Ясно, что

Г - S

ф (*) = 2 <ад5;(*) + 2 pWft(*)
и, следовательно,

$(с/)= 2окЕ7г„+ 2 Pftc/Jfe.
fc=l

в
в=1

Проверим, что

Uv-IJ<p(U) = 0. (12>
В сумме f

S

[/ц - h] ф (с/) - 2 ofc [/,, - Д] с/я, + 2 Pft [/»- 41 tf&
"

рассмотрим по отдельности каждое слагаемое. Используя
формулу (8), получим

I/» - Д] ^ = [/ц - h] hk (и - Ki) = [1„1Ч - hhk] (и -V)-

Но /хЛ</х</ц, поэтому Iv.hh^- I}J}.k = 4ft> откуда следует,

что [^-/dff^O. Далее [/„- /Х] *7+ft = 1„ [7- J*] C/+ft =
= I/ — /xl ^Jfe^n = 0. Итак, (12) доказано.



4$50 КОМПАКТНЫЕ И СОПРЯЖЕННЫЕ ОПЕРАТОРЫ 1ГЛ. IX

Функция фШ может быть представлена как предел

равномерно сходящейся на промежутке [т, М] последовательности

кусочно-линейных функций рассмотренного вида. Поскольку
соотношение вида (12) выполнено для каждой функции после-

,дователыюсти, то переход к пределу, возможный па основании

лункта g) теоремы 1, приводит к требуемому соотношению И» —

-/Jq>(E/) = 0.

Будем теперь считать, что срШ удовлетворяет условиям

теоремы, т. е. что q>(t) > 0 для t^iK, pi. Рассмотрим наряду с

функцией (pit) функцию я|)Ш:

(ф (Я), t < К,

+ (*)=-ф(«), Ь<*<р,
Ф (И). * < И-

Поскольку г|)Ш ^ 0 для всех t, то г|)(Е/) ^Ои поэтому тем более

l/„ — /Jt|)(E7) 5=0. Но в промежутке [Я,, р] функции ц>Ш и фШ
совпадают, следовательно, по доказанному выше

[7„-/J[q>(C)-�(!/)]= О,
■откуда получаем

, [7м-Д]ф(Е/) = [/м-/*]г|)(Е/)3*0.

Доказательство теоремы закопчено.

5.5. Перейдем теперь к интегральному представлению
операторных функций. Пусть ф(£) — вещественная непрерывная огра^
ничейная функция, заданная на (—°°, +«>)*). Рассмотрим
разбиение числовойлрямой точками —°° = Хе < ht < ... < Кп < Кп+1 =
= то (Xi <т, %п>М) и образуем суммы

s = nik[r4+1-hh], S^Lk[I4+i-I4], (13)

тде

lk = inf ф (t), Lfe = sup ф (t).
te[hk,hk+1] *s[V-ft+i]

Поскольку в промежутке [Kk, Kk+i] функция (pit)
удовлетворяет условию lk < (pit) < Lh, то по пункту g) теоремы 5

h [hh+1 - hh] < [hh+1 - hh] Ф (V)< Lh [hk+1 - hk].
Складывая все эти соотношения, получим

* *£ q>«7) < & (14)

По, с другой стороны,

*) Можно считать, что <p(f) первоначально задана на спектре
оператора U, а затем распространена на всю числовую прямую с сохранением
укаааппых свойств.
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где через б обозначеп max (Xk+i — К)- Поэтому, если б -*■

ft= 1,2...,71—1
■*■ 0, то 05— $№-*-0. А вследствие того, что 0^5 — ф(Ш ^5— sr

-будем иметь S—>w(U) и, аналогично, s—>- ф (U).
6-»0 в-*0

Образуем теперь «интегральную» сумму

<т = ^Ф(Ьк)[/»М-1-/ч]' 4<U<K+i. (15>

Без труда проверяем, что

ssgosSS

и, следовательно,
lim о = lim S = ф (U).
8^»о 6-»о

Но lim о можно рассматривать как интеграл:
б-»о

+оо

lim о = J ф (*) dlt. (16)

Таким образом, получаем формулу

ф(С7)= j <p(t)dlt. (17>
—оо

В частности, если (pit) = t, формула (17) дает интегральное
представление оператора U-

+оо

j7=-_ j tdlt. (18>
—оо

Свойства операторных функций, приведенные в теореме 1 и

в 5.3, могут быть сформулированы в терминах операторного

интеграла (16). Укажем еще на формулу, связывающую понятие?

операторной функции с обычным интегралом Стилтьеса:

(ф (U) х, у) = J" ф (*) d (Itx, у),

и вытекающее отсюда соотношение

+оо

>(#)|2- 1 \<p(t)\*d(Itx,z).

Несложпый вывод этого предоставляем читателю.

Интеграл вида (16) можно рассматривать и по промежутку
IX, ц]. Нетрудно проверить, что

J<p(*№=--[/|i-WjJ<p(l7).
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В частности, если К<т, \x~5zМг то

и

fq>(*)d/f-q>(tf).
\

5.6. Для построения иптеграла тина (16) нет необходимости

предполагать, что семейство проекторов h является
спектральной функцией самосопряженного оператора. Достаточно, если

семейство проекторов удовлетворяет условиям,
сформулированным в пунктах а) и Ь) теоремы 5.

Пусть {EJ — семейство проекторов, зависящих от

вещественного параметра и удовлетворяющих условиям:
1) Еь «S Ем если К «S ц;
2) существуют числа т и М такие, что Е% — 0 для К < т и

Ег. — / для К > М.

Семейство {EJ мы будем па.зывать в этом случае

разложением единицы.
При сделанных предположениях комплексная фупкция

(Etx, у) вещественного аргумента будет функцией ограниченной
вариации, каковы бы пи были элементы .г, у

^ //. Это
непосредственно вытекает из формулы

{Etx, у) =--

-£■ {\(Et (х + y),x + y) — (Et (х — у), х — у)] +

-f i [(Et (x + yi), x + yi) — (Et (x — yi), x — yi)]}.
Таким образом, если фМ — непрерывная ограпичепная

фупкция, то имеет смысл интеграл

/ (ф; х, у) = J ф (t) d (Etx, у), х,уе=Н.

Нетрудно видеть, что функциопал Дф; х, у) аддитивен и

однороден по х и по у*). Кроме того, поскольку

U(<р; *,*/)!<sup|Ф(*)| V[(£tz,i/)]<
—оо

<81.р|ф(0|-4-[И* + у\* + И*-г/Г + II* + yif + i!*-i/*li2J =

^sup|cp(0|[lixf + ||yl2], (19)
то функционал Аф; х, у) непрерывеп по х, у.

Фиксируя х, рассмотрим линейпый функционал от у:

/*(*/) = Дф; х, у).

Учитывая общую форму линейного функциопала в гильбертовом

*) По у однородность «второго рода»: /(ф; х, ау) = <х/(ф; х, у).
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пространстве, будем иметь

Uy) = (#, х),

где элемент х<=Н определяется лишь функционалом /*, т. е.

в конечпом счете элементом х. Полагая х = Н<р)х, можем

записать

Аф; х, у) = (Дф)ж, у).

Яспо, что оператор Аф) аддитивен и однороден. Далее, с по-

- мощью (19) получаем

\Jto*\=[Jty*'nffit)<
<SUP(/(<p)*,y)<SUp|ip(t)|[|*|2 + l],

Ну1|=1

откуда вытекает ограниченность оператора Аф).
Таким же точно образом можно определить интеграл по

любому промежутку [Я, ц].
Докажем теперь, что оператор Аф) является пределом

интегральных сумм вида (15):
п-1

а = 2 Ф (ЬО [Afe+i - ЕчЬ Ki < т> Я" > М-
h=l

Имеем

(/ (ф) х, у) — (ах, у) = 2 Ф (*) <* (#!*, 0) —

n-l **+l n-i*"ft+l
- 2. f ф &) d (Etx, у)=Ъ J" [ф (*) - ф (Ы1 d (^, y).

Отсюда

II/(ф) — о| = sup \ (J(<p)x, у) — (ож, у) |<
IW|=1/

n-l 4+1

<l sup 2
Пхц=1 ft=l

J [ф(*)-ф(6*)]<*(Я|*.10

Обозначая через © наибольшее колебание функции фШ в

промежутках [^i, М, Eta, ^s], ..., [Xn-i, taJ, можем продолжить

оценку

1 / (ф) - оК © sup 2 V1 K^t*. У)] < ю sup V [(Я^, у)] < 2©.
цзе||=1 ft=i 7 М=1 -во

M=l ** IWI=l

Если б = max (ta+i — Xfe) -> О, то ю -> 0 и, следовательно,
Ь=1,2,...,П—1

"Л. В. Канторолич, Г. П. Акилов
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Нта = /(ф). Установленное обстоятельство дает основание для
6-»0 . ,

обозначения / (ф) = J q>(t)dEt.

Пользуясь доказанным, укажем некоторые свойства оператора.

I. [/(ф)]* = /(ф).
.
II. Если фШ = аф4(£) + Рф2(*), то Дф) = а/(ф») + §Дф2).
III. Если ф(£) = ф1(*)ф2(*), то

Дф) = Дф^Лфг) = Дф2)/(ф1).
'

(20)

Остановимся на доказательстве последнего свойства. Для
некоторого разбиения образуем интегральные суммы

о = П£<р{ЩЕКк+1-Еч],
■

о' = П^ЛЩЕкк+1~Еч], ст" = "2Ф2(Ы[^+1-^]-
Так как при / < А будет X,- < Xj+1 *S %h < Kk+i, то

[ЕЧ+1 ~ Еч\ [ЕЪ+1 — ЕЧ] =
*

= Ebk+iE4+i — ЕЧ+1ЕЦ — ЕЧЕЦ+1 + ЕЧЕЧ =

=-Еч+1-Еч-Еч+1 + Е^ = 0.

Поэтому в произведении

а'а" = V ф1 (У Ф2 (Ы [Еч+1 - ЕЧ] [Еч+1 - Еч]
3*"-—1 ,

могут быть отличными от нуля лишь слагаемые с j = к.

Следовательно,
о о = о.

Переходя к пределу, получаем (20).
IV. Имеет место оценка

Ц/(Ф)||< max |.Ф(*)|. (21)
fe[ro,M]

Действительно,
+*>

II / (<Р) х f= (J (Ф) х, J (ф) х) = (I (| ф |г) х, х) = f | ф (*) |2 d {Etx, x).
—оо

Так как

(Etx,x) = ^^ ft>M,
■
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I

ТО

'М+е

Ц/(Ф)*||2= f |ф(*)|»с1(ЯЛаг)< max |ф(*)|2№
т-8 -

*е[го-е(М+е]

Поскольку ато неравенство справедливо при любом е > 0, то в

пределе (учитывая непрерывность функции q>(t)) получим

1/(Ф)Жр< max |<p(*)|4*P,
telm.M] „

что равносильно (21).
V. Если последовательность непрерывных функций {ф„}

равномерно сходится в промежутке lm, M] к функции ф, то Дф„)->-
.—/(ф).

•

. ..

Свойства операторных интегралов Дф) совпадают со

свойствами операторных функций. Причины этого обостоятельства
становятся ясными из следующей теоремы.

~

Теорема 6. Пусть {Е%} — разложение единицы, непрерывное
справа как функция параметра Я. Тогда {Е%} есть спектральная

функция оператора

U= j" tdEt;
—00

при этом

Дф) = ф(£/). (22)

Доказательство. Справедливость равенства (22) без

труда проверяется с помощью свойств II, III и V. В частности,

Е^ = ф£(£0 = /(ф£),
откуда

4-оо оо

(Utz, ж) = J фЙ" (t) d(Etx, ж) = f (t - Я) d(Etx, x). (23)
—oo Si,

Если hx = x, т. е. если £/^ж = 0, то

§(t — 'k)d(Etx,x) = 0,

что может быть лишь в случае, когда

(Etx, х) = const, t > A,.

Отсюда
СЕ<ж, а:) = (/?<»ж, ж) = (ж, ж), t> К,

и, следовательно,

/?,ж = ж, £ > А,.

23*
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Устремляя здесь t -*■ л + 0, найдем

Ei,x = Еь+оХ = х,
т. е. h^Ey.

Наоборот, если Eix = x, то тем более Etx = x для £>а. Из

равенства (23) получаем тогда

(UU, х) = 0.

Следовательно,

uix = o*),

а это означает, что hx = x. Таким образом, h^E}., что вместе

с предыдущим приводит к равенству 1% = Е%.
Замечание. Если разложение единицы не удовлетворяет

требованию непрерывности справа, то можно показать, что

1% = Е).+о-

Действительно, неравенство /?. < Еь+0 фактически получено при

доказательстве теоремы. Далее, переходя к пределу в

неравенстве 7, 5= Et при t -*- % + 0, получим противоположное неравенство

А — 7х+о =^ -Ем-о-

Пусть U — самосопряженный компактный оператор и {aJ —

совокупность его собствеппых значений. Обозначая, как и

раньше, через H^k собственные подпространства и через P%k
проекторы на эти подпространства, введем операторы

#л,= 2r*V -°о<л<оо. (24)

Нетрудпо проверить, что семейство {Е>} представляет собой

разложение единицы, непрерывное справа. Следовательно, {Е>}
есть спектральная функция оператора

+оо

U= f tdEt.
—оо

По непосредственной проверкой убеждаемся, что

+°°

—оо "

т. е., принимая во внимание формулу (3) предыдущего

параграфа,

Таким образом, проекторы (24) образуют спектральную
функцию оператора U, и интегральное представление оператора U по

формуле (18) совпадает с формулой (3) предыдущего параграфа.

*) См. примечание па с. 345.
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5.7. Интегральное представление (17) дает путь для дальнейшего

расширения понятия операторной функции. Рассмотрим функцию ф(0 такого

рода, что при любых (х, у) существует (и конечен) интеграл Лебега —

Стилтьеса

/(ф;ж, j/)= I ф(().й(/4ж, г/),
—оо

где {1%} — спектральная функция оператора U. Как и выше, можно

показать, что функционал /(ф; х, у) допускает представление в форме

/(ф; х,- у) = (/(ф)ж, у), х,уе=Н,

где /(ф) — линейный оператор. Принимая во внимание формулу (22),
естественно положить

Ф(£7) = /(Ф).

К обобщению понятия операторной функции можно подойти и
несколько иначе. Исходя из спектральной функции, можно определить операторную

меру так же, как по вещественной монотонной функции определяется
аддитивная функция множества. Если ф(г)—характеристическая функция
измеримого отпосительпо операторной меры множества е, то q>(U) есть

значение операторной меры на е. Ясен смысл q>(U) и в случае, когда ф(£) —
конечнозпачпая измеримая функция. Функция, измеримая отпосительпо

операторной меры, есть предел равномерно сходящейся последовательности
конечпозначных измеримых функций, что и дает возможность определить

ф(?7) для произвольной измеримой функции ф(0-



ГлаваХ

УПОРЯДОЧЕННЫЕ НОРМИРОВАННЫЕ ПРОСТРАНСТВА

При конкретных рассмотрениях важных -для анализа

векторных пространств функций и последовательностей существенную
роль играют понятия положительности, неравепства,
положительного оператора. Между тем эти попятия и связанные с ними

факты не находили отражения в теории нормированных
пространств Банаха, которую мы "Изучали до сих пор, что не

позволяло охватить методами функционального анализа некоторые

существенные вопросы классического и прикладного анализа. Это
в свое время и привело к построению в работах Л. В.
Канторовича (см. [2—4а]) теории линейных полуупорядоченных
пространств, иначе — векторных решеток, т. е. пространств, наделенных
определенным образом согласованными векторной и

порядковой структурами (1935—1937). В этих работах была дана
аксиоматика векторных решеток, построена теория линейных

операторов в них, даны разнообразные приложения построенной
теории к вопросам теории функций и функциональным уравпениям.

В дальнейшем эта теория получила плодотворное развитие в

работах ленинградской школы полуупорядоченных пространств
(Б. 3. Вулих, А. Г. Пинскер, А. И. Юдин, Г. П. Акилов и нх

ученики
— А. И. Векслер, Д. А. Владимиров, Г. Я. Роткович).

Значительный^.вклад в развитие важного раздела этой области

функциопальпого анализа — теории нормированных решеток —

внес Г. Я. Лозановский.
К теории векторных решеток тесно примыкают исследования

М. Г. Крейна о нормированных пространствах, с введенным в

них конусом положительных элементов, начатые во второй
половине тридцатых годов и продолженные воронежской школой

(М. А. Красносельский и его ученики). Эти исследования связаны

в первую очередь со
. спектральной теорией операторов и

решением операторных уравнений (нелинейный анализ). В этой книге

мы не рассматриваем эту теорию, а отсылаем читателя к

обзорной статье Крейна и Рутмана [1] и монографии Краевое ел ь-

с к и й — II. Пр поводу связи между теорией векторных решеток
и теорией М. Г. Крейна см. монографию Вулих — IV. С

теорией векторных решеток связана также теория топологических

нолуполей (см. Антоновский, Болтянский, Сарым-
саков).
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На развитие теории векторных решеток оказал влияние

доклад Ф. Рисса [4] на Болонском математическом конгрессе в

1929 г. о решетках функционалов. На протяжении 1940-х годов
японский математик X. Нак.ано, продолжая более ранпие
исследования советских математиков, построил систематическую тео-

рии5~ряда важных разделов полуупорядочедных пространств,

содержащую много новых направлений исследований (см. II а к а-

но). В развитии теории векторных решеток сыграли важдую
роль также другие японские (Т. Огасавара, И. Амемия, Т. Ан-

до, К. Иосида, С. Какутани, Т. Шимогаки),
американские (Г. Биркгоф, С. Бохнер, М. Стоун и др.), голландские

(Г. Фрёйденталь, В. Люксембург, А. Заанен) и французские
(Ж. Дьедонне) математики.

В этой главе мы рассмотрим нормированные решетки, т. е.

векторные решетки, являющиеся'нормированными
пространствами, в которых норма и порядок естественным образом связаны.

Отметим, что уже рассматривавшиеся нами идеальные

пространства являются важнейшим классом векторных решеток.

Однако, даже имея в виду лишь приложения к ИП, абстрактный
подход позволяет получить новые, интересные результаты (см. § 5).

Для изложения содержательных фактов теории
нормированных решеток нам потребуется значительное число чисто

алгебраических результатов общей теории векторных решеток. Эти

результаты мы приведем без доказательств, отсылая читателя к

монографии Вулих — I. Изложенные в этой главе результаты
по теории нормированных решеток существенно донолняют

книгу В у л и х — I. Основными монографиями по теории векторных

решеток являются книги: Канторович, Вулих, Пинскер;
Вулих — I; Накано; Люксембург, Заанен; Ф рем лип:

Ше.фер — II. Современные вопросы теории пормировапных
решеток освещены в обзорах: Бухвалов, Векслер, Лозановский Ш;
Бухвалов, Векслер, Гейлер [1] и монографии Линденштраус-
са, Цафрири (т. 2). Приложения теории векторных решеток
к выпуклому анализу приведены в А к и л о в, Кутателадзе.

Большинство результатов, изложенных в §§ 1—4, хорошо
известно и отражено в вышеперечисленных источниках, куда мы

и советуем обратиться за приоритетными ссылками.
В связи с развитием теории векторных решеток вовпикла

потребность в пересмотре принятых в Вулих — I терминологий
и обозначений. Все сделанные изменения особо оговорены.

§ 1. Векторные решетки

1.1. Вещественное векторное пространство X называется

векторной решеткой (сокращенно ВР).*), если X является одповре-

*) В монографии Вулих — I ВР называют Я-липеалом или линейной

структурой, в Бурбаки—IV; Люксембург, 3 а а н е н —

пространством Рисса. Термин ВР (vector lattice) введен Г. Биркгофом.
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менио решеткой, т. е. упорядочеииым множеством, в котором для
любых двух элементов х, у^Х существует их супремум хVу
и инфимум х Л у, причем выполнены следующие условия

согласования алгебраических операций и порядка:
1) для любого z s X из х < у вытекает х + z < г/ + z;

2) если х>0шК>0,1оКх>0.
Множество X+ = {ieX: x>0) называется конусом

положительных элементов 13Р X. Очевидно, что в ВР существует

супремум и инфимум любого конечпого мпожества ее элементов.

Для любого х е X элемент х+ = х V 0 называется его

положительной частью, элемент х- =.(—х) V 0 = (—х)+ — его

отрицательной частью и элемент \x\—x+ + x- — модулем элемента х. Для
любого геХ имеет место равенство х = х+

— х—

Порядковый интервал (или просто интервал) в ВР Х- есть
всякое множество вида \.хи xj = {ж е X: Xi < х < х2), где xv < хг

(xi, х2^Х),
Два элемента х, у ВР X называются дизъюнктными (обозна-,

чение: хАу), если Ы Д lj/l=0. Два множества /?i, Е2<=-Х
называются дизъюнктными (.EidE2), если любой элемент х^= Li\

дизъюпктен любому у^Е2. Наконец, элемент х^Х пазывается

дизъюнктным с множеством Е^Х (хАЕ), если a:d# для любого

у^Е. Если /? — произвольное множество из ВР X, то его

дизъюнктным дополнением называется множество Ей,_ состоящее из

всех геХ, дизъюнктных с множеством Е. Кроме того, полагаем

ЕАй = (ЕйУ. Легко видеть, что (£djdd = Ей для любого Е.

Будем говорить, что множество Ei шире множества Е2 (Е,,

Е2сХ), есля-Е™ => Е$й; Et одинаковой ширины с Е2, если

Ех = Е'2 . Элемент х^Х+ называется (слабой) единицей, если

ым=х,
Подмпожество Е ВР X называется солидным (телесным), если

из х ^ X, у еЕ, \х\ < \у\ вытекает х^Е. Если Е — произвольное

подмножество в X, то наименьшее солидное множество,

содержащее Е, называется солидной оболочкой Е и обозначается sol (E).
Легко видеть, что sol(E) есть множество всех геX таких, что

существует у^Е, для которого Ы < \у\.
1.2. Линейное подмножество У ВР X пазывается векторной

подрешеткой*) в X, если для любых уи у4еУ имеем j/iVj/2,
i/j Д у2 е У. Линейное солидное подмпожество У ВР X
называется идеалом **). Идеал У ВР X называется фундаментом, если У

одинаковой ширины с X, т. е. У4 = {0}.
Если мбХ+, то наименьший идеал в X, содержащий и,

называется главным идеалом или и-цдеалом в X и обозначается
Х(и). Легко видеть, что Х(в) состоит из всех геХ таких, что

\х\ «£ Ки для некоторого X (0 «£К< +«>).
* .

*) В В у л и х — I — линейная подструктура.
**) В Вулих— I — нормальное подпространство или нормальный

подлаивал.
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Если ВР X совпадает с главпым идеалом Х(и) при некотором
выборе и е Х+, то X пазывается векторной решеткой
ограниченных элементов *), а элемент и — сильной единицей (в X).

Полосой **) в ВР X пазывается всякое множество У <= X,
являющееся дизъюнктным дополпепием какого-нибудь
множества Е<=Х. Иными словами, множество Y<=X называется полосой

вХ, если У=УМ.
Будем говорить, что ВР X архимедова, если из того, что для

жеХ+ выполпепо пх^у^Х при любом n^N, следует ж = 0.
Всё иптереспые для функционального анализа типы ВР являются

архимедовыми.
Если X — архимедова ВР, то. множество Y<=X является

полосой в X тогда и только тогда, когда У есть идеал в X и

выполнено следующее условие (называемое условием правильности): если

EczY и в X существует sxxpE (inf E), то. sup/?e= У (inf E^ У).
1.3. Kg-пространством (или а-полной ВР) называется ВР X,

в которой всякое счетное ограниченное сверху множество имеет

супремум. К-пространством (или полной ВР) называется ВР X,
в которой всякое ограниченное сверху множество имеет супремум.

Легко видеть (ср. доказательство следствия 1 теоремы 1.6.17), что

в случае jffe-пространства произвольное счетное ограниченное
снизу (а в случае /f-иространства любое ограниченное снизу
множество) имеет инфимум. ^^пространство является архимедовой
ВР. Идеал в К«- или Я-пространстве является Ка- или jff-npo-
странством.

Важнейшим свойством полос в Я-пространстве X является

то, что на них можно проектировать X каноническим образом.
Пусть У — полоса в Я-прострапстве X, х е Х+. Положим

lY]x = s\xp{y^Y+: y<x).
В силу определения ^-пространства этот супремум существует

в X, а в силу условия правильности [Ylx&Y. Для произвольного
х е X положим

[УЪ = [УЪ+-[УЪ_.

Очевидно, что [И является линейным оператором, отображающим
X на У и оставляющим элементы У на месте. Легко видеть, что

КЯжКЫ, |[УЪ1 = [У](Ы), х<=Х.;

Оператор [У] называется проектором на полосу У. Любой
элемент геХ единственным образом представим в виде х = у + zT
где j/sy, z^Ya, причем y = [Y\x, z=[Ya]x (см. By л их —I,
теорема IV.3.2).

*) В В у л и х — I —Я-линеал ограниченных элементов.
!*) В В у л и х — I — компонента.
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Для произвольного множества Е<=Х через [Е] обозначим

проектор [Е6*] на полосу Ем, порожденную, множеством Е. Если

веХ, то наименьшая полоса {и}44 в X, содержащая и,
называется главной полосой и обозначается Х„. В соответствии с

введенными выше обозначениями проектор на Хи обозначается [в].
ВР X пазывается ВР счетного типа, если, любое ограниченное

семейство ненулевых попарно дизъюнктных элементов не более
чем счетно. Класс ВР счетного типа удобен тем, что любые грани

реализуются на некотором счетном множестве". Точнее,
архимедова ВР X является ВР счетного типа тогда и только тогда, когда

выполнепо условие:

(*) для любого множества Е<=Х, для которого существует

sup E, найдется не более чем счетное подмножество Е0<=Е такое}
что sup Ев = sup E;

или аналогичное условие, которое получается из (*) заменой

sup на inf.

Введем следующие обозначения. Пусть {ха} (а е А) —

направление в ВР X. Запись ж<Л означает, что для любых a, a' <s А, для

которых а^а', имеем жа^жа». Запись ха\х означает, что ха\ и

sup Ха = х. Аналогично определяем ха\ и ха J- х.
Исследование архимедовых ВР часто удается свести к

рассмотрению Я-пространств при помощи Я-пополнения. Для любой

архимедовой ВР X найдется единственное Я-пространство кХ,
называемое К-пополнением X, обладающее свойствами:

1) X является векторной подрешеткой в кХ;
. 2) если Е а X и существует х = supЕ в X, то этот же элемент

х является супремумом Е в кХ;
3) для любого х^кХ существуют направления {уа} и lj/p}

в X такие, что уа f ж, у§ | ж.

.К-пополнение получается обычным методом сечений,
аналогично построению вещественных чисел по Дедекинду
(см. By лих— I, теорема IV.11.1).

1.4. Рассмотрим два типа сходимости в ВР X.

Направление {ха) (asА) называется (о)-сходящимся к пре-
(о)

делу х^Х {ха-*-х или х = (o)-limxa), если существует

направление {г/р> (|J e В) такое, что:

1) у, 10;
' ~

2) для любого р «= В существует такое а0 «= А, что \ха — х\ «£ j/„

при всех a S* сс„.
В случае последовательности {хпУ мы будем пользоваться и

другим определением порядковой сходимости. Последовательность

называется (оа)-сходящейся к пределу х е X \хп ■-*■ ж или х =

=(oo)-lim ж„), если существует последовательность {уп} такая, что:

1) 2/ЛО;
2) |ж„ — ж|«3у„, neN.
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Если X — /^„-пространство или архимедова ВР счетпого типа,

то для последовательности оба определения порядковой
сходимости совпадают. В общем случае это не так.

Пусть X — ВР, {#n}n=i с: X. Будем говорить, что ряд

2 хп(о)-сходится к ж и писать х —(о)-2 ж„,если последователь-
п=\ п=1

пость его частичных сумм (о)-сходится к х. Аналогично
определяется (оо)-сходимость ряда.

(о)

Если X — архимедова ВР счетного типа и направление ха—>~х
(а е Л), то существует возрастающая последовательность ипдек-

(00)
сов а„ еА-(ве N), для которой хап -*■ х.

Отметим, что решеточные и линейные операции в ВР.
непрерывны относительно порядковой сходимости.

Пусть X — архимедова ВР. Последовательность {ж„}. называет-

ся (г)-сходящейся к пределу х &Х \хп-*-х), если найдется
элемент z e Х+, называемый регулятором сходимости, такой, что

|ж —ж„|«£е„г (neN), где е„^[0, +«>) и е„-*-0.
Последовательность {х„} называется (г)-фундаментальной, если найдутся геХ+
и числовая последовательность .е„ 10 такие, что \х„-^ xm\ ^enz
при т>п. Из (с)-сходимости вытекает (оо)-сходимость.
Архимедова ВР X называется (г)-полной, если всякая

(^-фундаментальная последовательность его элементов является (г)-сходящейся.
Всякое /(^„-пространство является (г)-пояным (By л их — I,
лемма V.3.1).

1.5. Важным средством исследования ВР являются теоремы
об их реализации в виде пространств непрерывных функций.

Пусть X и Y суть ВР. Линейное отображение U из X в Y

называется решеточным гомоморфизмом, если для любых Х\, Х% ^ Л-

имеем

U(XlV х2) = Uixjy U(x2).

Очевидно, что в этом случае выполнены и формулы U(xi /\ ж2) =
— Ufa) Л U(.Xi), \U(x)\ =*U{\x\). В частности, если х>0, то

U(x) > 0.

Будем говорить, что U сохраняет грани, если из того, что

существует супремум множества Е в X, вытекает, что существует

супремум множества U(E) в Y, причем

supC/(£') = C/(sup£').

При этом аналогичная формула верна и для инфимума.
Взаимно однозначный решеточный гомоморфизм U, переводя- -

щий X на Y, называется решеточным или порядковым
изоморфизмом. Если U — решеточный изоморфизм, то отображения U и

U~l сохраняют грани. Будем говорить, что две ВР X и Y поряд-
ково изоморфны, если существует решеточный изоморфизм X
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на Y. Очевидно, что отображение U: X -*■ Y будет решеточным
изоморфизмом тогда и только тогда, когда U — изоморфизм
векторных пространств X и Y и ШХ+) = Y+.

Компакт Q называется экстремально несвязным, если

замыкание всякого открытого множества из Q открыто-замкнуто.
Можно показать, что ВР непрерывных функций С(К) является

/^-пространством тогда и только тогда, когда компакт К

экстремально несвязен (см. Вули-х—I).
Пусть далее Q — экстремально несвязный компакт. Через

CociQ) обозначается множество всех расширенных вещественных

непрерывных функций на Q, т. е. функций, которые могут
принимать на нигде я§ плотных множествах значения +°° и —°°.

Пространство (?«,((?) естественным образом превращается в

векторное пространство. Действительно, можно показать, что если

мы для Xi, ж2еС„(^) положим y(t) = xjA) +'x2(t) при всех tj^Q
таких, что Xi(t) и x2(t) конечны, то функция у допускает
единственное продолжение до элемента из С'«>(^), который и

принимается за сумму Xi + х2. При определении умножения па число

трудностей не возникает. Введем порядок в С«,(()), приняв Xi >ж2,
если xl(t)>x2(t) при всех t&Q. Тогда С«,((?) становится

/^-пространством (By л их— I, теорема V.2.2). Важнейшую роль играет
следующая теорема (см. Вулих — I, теорема V.4.2).

Теорема 1. Всякое К-пространство X порядково изоморфно
некоторому фундаменту К-пространства £„((?), построенному на

подходящем экстремально несвязном компакте Q*). Если Е —

фиксированное множество попарно дизъюнктных положительных

элементов из X, то этот изоморфизм можно выбрать так, чтобы

элементы из Е переходили е, характеристические функции от- .

крыто-замкнутых множеств из Q.
Так как архимедову ВР можно погрузить к /^-пополнение,

а /^-пополнение можно реализовать но теореме 1 в виде

/^-пространства функций, в котором линейные и решеточные операции,

примененные к конечному числу элементов, вычисляются

поточечно, то мы приходим к удобному принципу
сохранения9соотношений А. И. Юдина. Пусть имеются.два выражения, и(хи ...

..., хп) и v(xu ..., хп), составленные с помощью конечного числа

линейных и решеточпшх операций, где все неременные хи ..., хп

могут нрипимать значения в произвольной ВР. Тогда неравенство
u>d имеет место в архимедовой ВР X для любых значений

аргументов тогда и только тогда, когда неравенство и 5s v

выполняется, если мы вместо хи ..., хп подставим произвольные

вещественные числа. (Бесконечный апалог этого принципа неверен.)
Отметим, что другим способом можпо доказать, .что принцип

сохранения соотношений справедлив в произвольной ВР. Мы
предоставляем читателю убедиться в удобстве сформулированно-

*) Этот компакт единствен с точностью до гомеоморфизма.
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го принципа, доказав, что для любых х, у, z e X выполпены

неравенства

\(xVz)-(y-Vz)\<\x-y\, \(x/\z)-{y/\ z)\<\x-y\,

один раз воспользовавшись этим принципом, а другой — из

определения ВР.

Охарактеризуем теперь Я-пространства X, которые при
реализации по теореме 1 дают все Я-пространство С„((?). К-що-
страиство W называется расширенным, если в нем всякое

множество попарно дизъюнктпых элементов имеет супремум.
^-пространство CX{Q) является расширенным и, обратно,

любое расширенное i^-пространство при изоморфизме из

теоремы 1 изоморфно всему C«,(Q). Если /^-пространство X порядково
изоморфно фундаменту некоторого расширенного /£-пространст-
ва W, то W называется максимальным расширением /£-простран-
ства X и обозначается 2И(Х). Это пространство единственно с

точностью до порядкового изоморфизма. Существование
максимального расширения гарантируется теоремой 1.

С современным подходом к реализации ВР можно
познакомиться в статье Векслера [1].

1.Б. Проиллюстрируем введенные понятия на примере
идеальных пространств, с теорией которых мы уже немного знакомы.

Прежде всего расширим понятие идеального пространства,
оставив его прежнее определение, но отказавшись от условия
с-копечносхи меры, заменив его на более слабое свойство прямой
суммы (1.6.10). Из теоремы 1.6.17 вытекает, что вещественпое

пространство S(T, 2, и.) является Я-пространством, причем

элементы, обозначаемые в IV.3.1 и 1.1 х Д у, х Vj/, Ы, ж+, ж_,

совпадают. ЙП будет идеалом в S(T, 2, ц), ФП — фундаментом в

отсюда
— их названия. Множество Et шире Ег, если

supp.E'i.^supp.E^dfioduO. Единица в ИП X—это функция ж<=Х
такая, что x(t)>0 п. в. Примером векторной нодрешетки в S(T,
2, ц), пе являющейся идеалом,, будет множество всех измеримых

конечпозначпых фупкций. Очевидно, что L^iT, 2, ц) является

«-идеалом в где ю(£) = 1. Множество полос в ФП X

находится'во взаимно однозначном соответствии с элементами

из 2 (множества, равные mod ц., отождествляются). При этом

-4^2 соответствует полоса ХА = {х^Х: suppa;c:.4(mod(x)}.
Проектор [ХА] на полосу ХА есть оператор умножения па

характеристическую функцию множества A: [ХА]х = х%А.
Легко проверить, что Я-пространство S(T, 2, ц) является

Х-прострапством счетного типа тогда и только тогда, когда

мера (г о-копечна. Вследствие этого нам до сих пор при
исследовании ИП удавалось обходиться последовательностями.

(о)
Если X — ИП, тожп-*-ж в X тогда и только тогда, когда

xn(t) -*■ xti) п. в. и |ж„|<г/еХ (иеШ. С этим видом сходимо-



366 УПОРЯДОЧЕННЫЕ НОРМИРОВАННЫЕ ПРОСТРАНСТВА [ГЛ. X

сти мы уже встречались (см. VI.1.1). В случае £(0,1)
экстремально несвязный компакт Q из теоремы 1 по своим топологическим

свойствам много экзотичней компакта [0,1], но тем не менее

и в этом случае реализация из теоремы 1 часто служит ключом
к новым результатам *). .Наконец, отметим, что S(T, 2, ц)
является расширенным /^-пространством, максимальным расширением

любого ФЦ на (Г, Б, и.).
1.7. Часто факты, доказанные нами для ИП, переносятся на

абстрактные ВР. Впрочем, следует сказать, что теория ИП была

разработана позднее общей- теории ВР. Далее нам потребуется
следующее обобщение леммы IV.3.1.
Л е м м а 1. Если X — архимедова ВР, a Y — фундамент в X,

то для любого геХ+ найдется направление уа t ж, 0 < уа s Y.

-Доказательство. Прежде .всего отметим, что достаточно

доказать, что для любого ж е Х+

x = sup{y&Y: 0<у<х}. (1)

Так как в У с любыми двумя элементами входит и их

супремум, то множество A={yeF: 0^у^ж} с порядком,
индуцированным из X, является направленным по возрастанию. Поэтому,
если индексом каждого элемента £/<=А считать его самого, то А

будет возрастающим-направлением, причем у t ж (у е А^.
Допустим, что для некоторого х^Х+ формула (1) неверпа.

Тогда существует у0^Х такой, что у^у0 для любого у
е А,

но неверно, что ж «£ у0. Для yt = ж Д £/о получаем, что у ==£ j/i

при всех у
е А и j/i

< ж. Так как Y — фундамент в X, то для

ж — yt > 0 найдется z0 e Y, для которого (ж — yj Д z0 > 0. Для
z4 = (ж — j/j) Дг,еу имеем 0 < zt «£ ж — г/,. Следовательно, -для

любого уеА получаем у + Zj <; ж — j/t + j/ s£ x. Так как j/ + z, e Уу
то по индукции выводим, что у + nZi <г(пе N), что

противоречит принципу Архимеда.

§ 2. Линейные операторы и функционалы

2.1. Пусть X—ВР, Y — Я-пространство. В этой главе мы

будем рассматривать только линейные операторы и функционалы,
поэтому слово «линейный» мы во всех дальнейших определениях
опускаем.

Оператор U: Х-*- Y называется положительным, если'

U(x) > 0 для любого ж > 0. Оператор U называется регулярным,

если U=U1 — U2, где Ut (i = l, 2) — положительные линейные

операторы. Множество всех регулярных операторов из X в Y

обозначим L~(X, У). .

*!) Заметим, что в этом случае компакт Q есть гельфандовский компакт

банаховой алгебры Л™ (0,1) (см. Наймарк).
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Теорема 1. Для того чтобы линейный оператор U:
X-*-Y был регулярен, необходимо и достаточно, чтобы образ
ULE) любого ограниченного множества £сХ был
ограничен в Y.

Операторы, удовлетворяющие критерию теоремы 1,
называются 'порядково ограниченными*). Теорема 1 утверждает, что
если Y — /^-пространство, то классы регулярных и (о)-ограничен-
лйх операторов совпадают. В общем случае это не так.

Введем в мпожестве L~(X, Y) порядок следующим образом:
V > О, если V— положительный оператор; Ui >: С/2, если Ut —
— иг > 0. Исключительно важным является тот факт, что при
таком определении порядка множество L~{X, Y) является К-про-
странством (Вулих—I, теорема VIII.2.1). При этом, если

{Щ} (£ е Н) ограниченное сверху множество операторов, то

оператор U = sup Ui при каждом х е Х+ вычисляется по формуле

U{х) = sup[Ut (xj) + ... + иг (xn): x = 2 ж1. xi>0,

ЬеВ, l<i<w}. (1)

Апалогичпо вычисляется инфимум. Из (1) несложно получить,

что если [/ei~(X,F), то для х е Х+ имеем

и+{х) =■ sup Wix'Y: 0 < х' < х),
иЛх) = -inf WW): 0 <х' <х),

^C/[(ж) = sup{|C/(ж,)l: |ж'|<а:}.

Отсюда вытекает, что для любого х е X

\U(.x)\<\U\(\x\). (2)

Из формулы (1) следует, что если Ua, U&L~(X,Y) и

(о) (о)

U.a-+U, то при любом ж<=Х имеем Ua(x)-+U.(x) (обратное
неверно). ,

-

Введем еще несколько классов операторов.

Оператор U e L~iX, Y) называется порядково
непрерывно)

ным**) или нормальным, если из того, что ха-*~х, вытекает, что
(о)

"

^

U (ха) -> U (х). Множество Ln(X,Y) всех (о)-непрерывных
операторов является полосой Я-пространства L~(X, У).

Оператор U e L~(X,Y) называется порядково а-непрерыв-
(ОС) (О)

ным ***), если из того, что хп -*- х, вытекает, что U (xr) -> U (х).

*) Слово «порядковый» мы по-прежнему будем сокращать (о).
Например, (о)-ограниченный оператор.

**) ВВулих— I — вполне линейный оператор.

***) В Вулих— I — (о)-линейный оператор.
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Множество Lna (X, Y) всех (оо)-непрерывных операторов тоже

"является полосой в L~{X, Y). Очевидно, что L„ (X, Y) cz

cz LZt (X, Y). Доказательства приведенных фактов см. в В у-
лих—I, гл. VIII,-§§ 3,4.

Обзор повых приложений теории (о)-ограничепных операторов
к задачам теории операторов в V см. в Бухвалов [3].

2.2. Остановимся теперь подробнее на случае фупкциопалов,
т. е. случае Y= R1. В этом случае обозначаем

Х~ — L~ {X, R ), Х£ = L„ {X, R ), Хпа = Lna (X, R ).

Заметим, что если / — линейный функционал на архимедовой
„

(00)
ВР X, то / е Х„а, если из хп->-х вытекает f(x„) •->- fix), что

упрощает проверку (о)-непрерывности. Я-пространство Х„ называется

(о)-сопряженным к X. Если X—Я-пространство счетпого типа,

то в силу 1.4 Хп = Х£о-
Функционал /<=Х~ называется сингулярным*)., если

существует фундамент G в X, па котором / обращается в нуль.

Легко видеть, что множество Х^ всех сингулярных функционалов
является идеалом в Х~.

Лемма 1; Если X— архимедова ВР, то Х^ cz(Х„)й.
Доказательство. Предположим противное. Тогда

найдется функционал /еХ,'" такой, что для некоторого geХ„
имеем 1/1 Д \g\>0. Так как Х~ и Х^ — идеалы, то /i = l/|A
Д | g | е Х^ П Х„. По определению сингулярного функционала
найдется фундамент У в X, на котором Д обращается в нуль.
По лемме 1.1 для любого х^Х+ найдется направление ха t ж,

0<i„sr. Так как ДеХ», то f±(x) =lim/1(a:a) =0.
Следовательно, /i = 0, чем получено противоречие с /4 > 0.

Ниже мы докажем, что часто имеет место равенство Х^ =

= («Г)4.
2.3. Теперь приведем некоторые факты, связанные с

каноническим вложением ВР X во второе (о)-сопряжепное пространство.
Пусть X— ВР, У — идеал в Х~, тотальный на X. Обозначим

через я каноническое вложение X в У~. Прежде всего отметим,
(о)

что n(X)cYn- Действительно, если леХи/а->0 в Я-про-
(о)

странстве У, то /а-*-0 в Х~, откуда

яЫ(/и)='/„Ы->0,
чем доказано, что п (х) е Yn-

*) ВВулих— I — анормальный функционал.
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Теорема 2. 1) Отображение п является

решеточным.гомоморфизмом ВР X на векторную подрешетку К-пространства Уп»
2) Отображение п сохраняет грани тогда и только тогда, когда

YciXn.
3) Векторная подрешетка я(Х) является идеалом в У~ тогда

и только тогда, когда У с XZ uX- К-пространство.
Доказательство 1) содержится в доказательстве теоремы IX.5.1

из книги By л их—I (см. также -Шофер —1, V.1.6). То, что

п сохраняет грани и п(Х) — идеал, если У с Х£, доказано в

лемме IX.5.1 (Вулих—I). Обратное утверждение, в 2)

очевидно, а 3) доказывается* аналогично теореме IX.7.2, Вулих — I.
Отметим также, что в силу доказательства леммы IX.5.1,
Вулих— I, множество п(X) всегда одинаковой ширипы с YZ ■

Следствие 1. Если элемент х^Х таков, что fix) 5= 0 для

любого f e У+, то хХ).

Следствие 2. Если ха\ в X и ха-»■ ж(а(Х, Y)), то ха\х.
Доказательство. Если а > а, то / {ха — ха>) ^ 0 для

любого /е7+, откуда, переходя к пределу но а, получаем

f(xa — х) >0. Отсюда пб следствию 1 j,>j; при всех а. С

другой стороны, если у «£ ха при всех а, то f(y) «£ f(xa) -*■ fix) для

/е Y+, откуда опять по следствию 1 г>г/. Следовательно,, ха i x.

Пусть X — /^-пространство с тотальным Х„, v.'. X -*■ (Хп)п —
каноническое вложение. Тогда X называется {о)-рефлексивным^
если х (X) = (Х~)^.

Теорема 3. Пусть X — К-пространство с тотальным Х~..

Следующие утверждения эквивалентны:

1) Х(.о)-рефлексивно;
2) х(Х) — полоса в \Хп Jn;
3) если направление 0 ^ xat в X таково, что для любого'

f^Xn, /^0, имеем sup f(.xa) < +°°, то найдется х^Х такойг
ЧТО Ха t X.

То, что 1) -«=*- 3), доказано- в теореме IX.6.1, Вулих— I;
1) => 2) очевидно; 2) =?>■ 1), так как, как было отмечено после

теоремы 2, х(Х) — фундамент в \Х~)п.
Следствие. Если X — ВР, Y — полоса в Х~, то Y

(о)-рефлексивно.

Доказательство. Очевидно, что множество {я(а0:
х е= X} есть тотальное множество (о)-пепрерывных функционалов.
на Y. Пусть 0 </at в У и supF(/a)<+00 для любого fe^n,
F> 0. В частности,

sup Я (ж) (/a) = sup /« (ж)< + оо

а а

для любого х «^ Х+. По определению супремума в ^-пространстве-
24 л. В. Канторович, Г. П. Акилов
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Х~ существует функционал / <= Х~ такой, что /о t /. Так как Y —

полоса, то / е Y и тем самым удовлетворено 3) в теореме 3.

В частпости, пространства Х~.и-Х£ (о)-рефлексивны.
2.4. Рассмотрим опят"ь случай идеального пространства X,

причем будем, как и в 1.6, предполагать, что мера обладает
■свойством прямой суммы. Так как в случае о-конечпой меры

пространство S(T, 2, ц) и все идеалы в нем суть /^-пространства
•счетного типа, то, как отмечено в 2.2, классы порядково

непрерывных и порядково о-непрерывных функционалов совпадают;

таким образом, в главе VI мы действительно имели дело с поряд- -

ково непрерывными функциопалами.
Теорема VI.1.1 о представлепии Хп при помощи дуального

X' без всяких .изменений переносится на случай, когда мера ц

обладает свойством прямой суммы. При этом отображение
Jc'^X'-*-fxr^Xn является порядковым изоморфизмом
/^-пространств X' и Хп. Следовательно, если

/(х) = ) х(t)x\(t)dp, ieX,
г

то

\f\(x) = $x(t)\x'(ty\dli,
т

f+ (x) = J x (t) x'+ {t) ф, /_ (х) = J x (t) xL (t) dp.
т т

Если X— ИП, то, используя теорему VI.1.1, легко получить,

■что X (о)-рефлексивно тогда и только тогда, когда Х= Х".
2.5. Класс идеальных пространств (наряду с ВР С(Ю)

является важнейшим классом ВР, поэтому важно получить его

абстрактную характеристику в классе всех ВР. Оказывается,
/^-пространство X порядково изоморфно- некоторому ИП тогда и

только тогда, когда в X найдется фундамент Y с тотальным У£-
Доказательством этого результата мы и закончим этот параграф.
Прежде всего нам понадобится следующая лемма.

Лемма 2. Если X — К-пространство, то для любого f e Х£
if > 0) существует полоса Ct, называемая полосой существенной
положительности функционала /, обладающая

■

следующими
свойствами:

1) fix) > 0 для любого х > 0 из Ct;
2) fix) = 0 для всех х е (C,)d.
Доказательство. Положим

N, = {x<=X: /(Ы) = 0>.

Так как /еХп, то Nf—полоса. Очевидно, что полоса Ct =
=> (Nt)a — искомая.
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Лемма 3. Если X — К-пространство, f, g>0—(о)-непре-
рывные функционалы на X, то fdg тогда и только тогда^
когда CfdCg.

Доказательство. Так как Cf и Се — полосы, то

соотношение Cf. d Се эквивалентно соотношению Ct П Cg = {0}. Если

/ d g и 0 *£ х е С] П Cg, то, так как / Л g
= 0, имеем

inf {/(а:,) + g(x2): x = Xi+x2; xt, ж2.Х)} ='0.

Следовательно, можно построить две последовательности х™%.
Ж2В) ^0 (bsN) такие, что а: = х™ + а:^ и

/(4n)) + ^(4n))<i/2n.
Положим

^п) = 8ир4т), г-1,2.
т>п

Тогда г/Г |J/i>0 (i = 1, 2) и

оо

/ Ып))< 2J / (4т)) < 1/2"-1, g &п>)< 1/2п-\.

Следовательно, /(jyt) = g(y2) = 0. Так как 0 *£ «у, *£ ж е£, П Cgv,
то j/i

= 0 (i = 1, 2) в силу определения полосы существенной:

положительпости. Тогда х --= х™ + х^ -*~0, откуда х = 0.

Обратно, пусть C/dC^. Если y=(C;UCg)d, то в силу 1.3 для
любого х^Х+ имеем

x = [C,]x + [Cg]x+[Y]x.

Тогда g{W,]x) = /([СЙЫ = /([У)о:) =g([Y]x) = 0. Следовательно^

0.< (/ Л g)№ < faCglx+[Y]x) + giXCJx) = 0,

откуда fdg.
Функционал / е Хп (/ ^ 0) называется существенно

положительным, если С/ = X. ~~

Лемма 4. 2?с/ш X — К-пространство с тотальным Хп, то

найдется такая система {/<J («еА) попарно дизъюнктных

функционалов из Х£, что /„ > 0 (аеА), [ (J C/„\dd .= X и

Usa "Л.
каждая полоса Cfa — главная.

Доказательство. Обозначим.через 9Й множество всех

систем m = {/р}- (В е В) попарно дизъюнктных функционалов из

%п* /р>0 (Be В), таких, что каждая полоса Су„ — главная.

Введем в 2Й порядок, полагая ГО > XI, Ш = {/э} (р е В), n = {g,V
(if е Г), если для любого f е Г найдется feB, для которого /р =
=

g-,. По лемме Цорна существует максимальная система

Юо = ifJ (а е А) в 2И. Покажем, что {/.J (аеА) — искомая систе-

24*



372 УПОРЯДОЧЕННЫЕ НОРМИРОВАННЫЕ ПРОСТРАНСТВА [ГЛ. X

ма. Предположим, что Y — ( [} Cj \ай Ф X. Положим Z = Ya.
\аел )

Так как Z¥={Q}, то найдется x0^Z такой, что х0 > 0. В силу

того, что Х£ тотально на X, существует функционал g^Xn,
для которого g(x0)'¥=0. Так как lg(ar0)l < \g\(x<>), то можно

считать, что g>0. Для любого геХ положим

fix) = g([x0]x).

Очевидно, что / е XZ, и так как j(x0) =?= g(x0) > 0, то / > 0.

Кроме того, CfdXx с: Z, откуда С/ACfa при всех а^А.

По лемме 3 /d/п при всех аеА. Этим мы получили противоречие
•с максимальностью ш0, и лемма доказана.

Приведем теперь одну лемму о пространстве непрерывных
фупкций. Уже в ВР СЮ, 1] легко проверить, что грани

бесконечных мпожеств .вычисляются пе поточечно.

Лемма 5. Пусть К— компакт, Е
— множество

неотрицательных функций в ВР CUQ, z(£) = inf {x(t): ie£) (t^K). Для того

чтобы inf E = 0, необходимо и достаточно, чтобы множество

P = {t^K: z(t) > 0} было первой категории в К.

Доказательство. Необходимость. Для всякого е >0

положим P(.e) = {t^K: zU)>e). Тогда Р = (J Р(1/п). Таким
71=1

образом, достаточно установить, что для всякого е > 0 множество

Р(е) нигде не плотпо. Так как

Р(е)= П {t^K: ж(*)>е},
• хеЕ

то Р(е) замкнуто. Если Р(е) не является нигде не плотным, то

найдутся точка t0^K и ее открытая окрестность VczP(e). Так

как компакт вполне регулярен (см. Дапфорд, Шварц— I,
гл. I, § 5), то найдется функция х0 ^ С(Ю такая, что:

1) 0«£а;„Ш<е, teK;
2) xB(t0) == e;
3) ж0Ш = 0, t^KW.
Тогда 0<Хо <х для любого хеЕ, что противоречит inf E = 0.

Достаточность. Пусть Р — множество первой категории.
Предположим, что 0 не является инфимумом Е. Тогда существует

функция ХоеС(К) такая, что 0<х0«£х для любого жеЕ;
следовательно, найдется точка t0 <= К, для которой ж0(*0) > 0. Тогда
V = {t <= К: x„(.t) > 0} — открытое непустое множество. Кроме
того, z(t) ~> x0(t) > 0 при любом t^V, откуда V содержится в Р.

Следовательно, V — множество первой категории, но из топологии

известно, что непустое открытое'множество в компакте не может

быть первой категории (для доказательства этого достаточно

немного изменить доказательство теоремы 1.4.2).
Рассмотрим теперь меры на экстремально несвязных

компактах. Пусть далее Q — экстремально несвязный компакт, <Sq —
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совокупность всех открыто-замкнутых подмножеств Q, JfQ —

совокупность всех множеств первой категории в Q. Обозначим через

Sq совокупность всех симметрических разностей G&N, где Ge

Лемма 6. Эс — а-алгебра, содержащая борелевскую а-алгебру
компакта Q.

Доказательство. Легко видеть, что 4eSe тогда и только

тогда, когда существует G е §я такое, что множества

NX = A\G, N2 = G\A (3)

суть первой категории. Действительно, если A = G&N, G^&q,
N е Л"Яг то Nx = N\G и N2 = N П G — множества первой категории.
Обратно, если А удовлетворяет (3), то положим N= NlUNi^/Ря.
Очевидно, что А = G А N. Итак, достаточно доказать, что

множества, удовлетворяющие (3), образуют о-алгебру. Если {AJ —

последовательность таких множеств aG.e S^ — соответствующие

им множества, то положим G ■= (J Gn. Так как G открыто, то
п=1

оо

G\G нигде не плотно. Далее, для А = (J Ап имеем

71=1

A\&c=A\Gcz U (An\Gn)<=JfQ,
71=1

G\Aa J (Gn\An) e JfQ.

Так как G\A = №\G)\A] U Ш\А) ^JfQ, то 4<г©в. Если
А = G А Nе §ЭС, то Q\A = ((AG) А N. Так как (AG <= 8q, то

(7Y4 е §ЭС. Итак, мы доказали, что S9q — о-алгебра.
_

_Так как для любого открытого множества V множества U =*8q
и U\U нигде не плотны, то U е 5Эв, откуда борелевская о-алгебра
содержится в SQ.

Мера ц, заданная на о-алгебре Эс, называется нормальной,
если:

1) из N^JFq вытекает цШ) = 0;
2) для любого Gzz&q, \i(G) = +°°, существует Gi^&q такое,

что G4<= G и 0< u.(Gt) < +°°.

Нормальная мера ц называется строго положительной, если

3) из G e gQ, G Ф 0 вытекает ц(С) > 0.

Экстремально несвязный компакт, на котором существует
строго положительная нормальная мера, называется гиперстоуно-
еым. Пусть Q— гиперстоунов компакт со строго положительной

нормальной мерой р.. Отметим простейшие следствия определений.
a) цШ A N) = цШ), если G^&Q,N<z JfQ.
Действительно, u.(G A N) = ц(СЛЛ0 + цШ\0 = p(G\N) =

= n(G\N) + цШ П G) = ц(С).
b) Мера р. полна.
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Если A<=G&N, Ge^g, NeJPQv ц(&АЮ=0, то в силу а)
и 3) G = 0, откуда A cr N, и, следовательно, А е JfQ.

c) Мера ц локально копечна.

Если ц(С A N) = +°°, G^8Q,N<^ JfQ, то в силу 1) ц(С) = +«>,.
а тогда в силу 2) найдется Gi^^Гд такое, что Gi^zG и 0<

<ц(С1)<+~. Следовательно, G^NcG^N и ц(£,ДЛ0 =
= p,(G,) < +°°, что и доказывает с).

d) В компакте Q существует система {Qa) с <£q попарно дизъ-

юпктпых множеств такая, что 0 < ц((?а) < +°° при лхобом а и

множество (Л U Qa нигде не плотно.

Прежде всего отметим, что для любого открытого множества

V^Q множество FWeiVg. Утверждение d) неслоншо выводится

с использованием леммы Цорна и 2).
e) Пусть {Qai — система из d). Если i4fl^„eSe при любом

а, то А е= Эс.

Пусть Af\Qa=-Ga*N*, где Ga<=gQ, Na - О JVoV a мпо-

n=l

жества NX пигде не плотны. При этом можно считать, что Gar
Na cr Qa. Положим N{n) = U Nan) (n <= N). Покажем, что множест-

а

во iV<n) нигде не плотно. Предположим противное.
'

Пусть непустое открытое множество V содержится в Nw. Так
как множество Q\ [j Qa замкнуто и пигде не плотно, то множест-

а '

во U = V П [ U Qa) пепусто и открыто. Так как Qa попарно пе

пересекаются и открыто-замкнуты, то для любого а имеем JV(n f)

r\Qa = Nla\ Следовательно, U [\Qa^N%\ откуда множество
U П Qaj с одной стороны, открыто, а с другой — нигде не плотно.

Поэтому U П Qa = 0 при всех а, что означает U= 0.
со .

Итак, N(n) нигде не плотно, N = U N{n)f= JfQ,G = U Ga — от-

n=l

крытое, множество, а тогда по лемме 6 G^59g. Теперь очевидно,
что

А- = (G A N) U (А П ((Л U 0J) е «д.
«

Из Ь), с) и е) выводим, что (Q, Эд, ц) удовлетворяет всем

аксиомам пространства с мерой (см. 1.6.2).
i) Пространство (Q} Эд, ja) обладает свойством прямой суммы.
Покажем выполнение условия прямой суммы относительно

системы {Qa} из d). Очевидно, достаточно рассмотреть случай
Ge#Q, 0<|i(G)<oo.

Представим G в виде

с=и(£пе«)и[£п(е\уек)].
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Для доказательства f), очевидпо, достаточно проверить, что

G(]Qa¥= 0 лишь при не более чем счетном множестве

индексов а. Если мы предположим противное, то найдутся число е > О

и счетное мпожество индексов "а„, для которых Ц (G f| @an) ^ е.

Это противоречит неравенству

2 KGnean)<n(G)< + °o.

71=1
Х ' ' •

Теорема 4. Пусть [i
—

строго положительная нормальная
мера на §Эв.

1) Если х е Cc(Q), то х — измеримая п. в. конечная функция.
2) Если хФу в Ca(Q), то функция х и у не эквивалентны.

- 3) Если у — измеримая п. в. конечная функция на Q, то

найдется же Cm(Q), для которой x(t) = y(t) п. в.

Доказательство. 1) Очевидно.
2) Если х¥=у, то множество P = {t^Q: x(t)¥=y(t)} открыто

я непусто, откуда цСР) = ц(.Р) > 0.

3) Установим, что тождественное отображение x^C^Q) -*-

-+1б5(^, §Э0, ц) является порядковым- изоморфизмом
расширенных jfiT-прострапств C„(Q) и S(Q, S3Q, ц). Покажем сначала, что это

отображение устанавливает изоморфизм C(Q) и L°°(Q, S3Q, ц). Для
этого достаточно проверить, что для любого y^L°°(Q, 89Q, ц)
найдется x^C(Q), для которого x(t)=y(t) п. в. Если GAiVs©Q, то

Ход*Л*)=Хс(*) п. в.
- (4)

и %o^C(Q), так как G открыто-замкнуто. Можно считать, что

•функция у ограничена. Тогда но теореме 1.6.3 существует
последовательность конечно-значных измеримых функций уп, уп~^У

равномерно на Q. В силу (4) для уп найдется xn^C(Q),.xn{t) =
= «/„(£) п. в. Тогда х„Ш -*■ yti) равномерно на множестве А,
являющемся дополнением к некоторому множеству первой
категории. Следовательно, сужение функции у на А непрерывно и

А = Q. С другой стороны, {х„} — последовательность Коши в C(Q),
так как, очевидно,

\ Хп — Хп \c(Q) ^ || Уп ~ Ут \t°°(Qt %QtV)-

В силу полноты C(Q) хп -»- х в C{Q) по норме и x(t) = y(t)
п. в. Итак, мы установили изоморфизм C(Q) и L°°(Q, ЗЭС, ц.).

Пусть у е S(Q, SQl p,). Можно считать, что функция yit)
всюду конечна. Для любого п = 0, 1, 2, ... положим

\y(t), если n<|ir(f)|<»+l,
'

10 в противном случае.

Тогда yn<=L°°{Q, SQ, ц). По доказанному найдется 1»еС(0,
xn(.t) = yn(t) п. в. Так как |t/„l Л It/ml =0 Ы-Рт) в L°°{Q, S3Q, ц),
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то \х„\ f\\xm\=0 (n¥-m) в С(0), а тогда и в C„,(Q). Так

как Со.((?) — расширенное /^-пространство, то существует х =

= sup ж„е (?„,((}). Очевидно, что поточечный sup x„(t) = yi,t) п. в.,

а по лемме 5 x{t) = sup xn(t) всюду, кроме множества первой
категории, т. е. тоже почти всюду, чем доказано, что

y(.t) = x(t) п. в..

По ходу доказательства теоремы мы установили

Следствие. Отображение жеС„(0 -+а;еЩ SQ, ц)
является порядковым изоморфизмом.

Теперь мы можем доказать основную теорему.

Теорема 5. К-пространство X порядково изоморфно
идеальному пространству на некотором пространстве с мерой (Г, 2, ц),
обладающем свойством прямой суммы, тогда и только тогда

когда в X существует фундамент Y с тотальным YZ-
Доказательство. Если X — ИП на (Т, 2, ц), то ХЛ

П IS(T, 2, ц) — фундамент в X, на котором множество (о)-непре-
рывных функционалов тотально, так как оно тотально на

1ЛТ, 2, ц).
Докажем обратное утверждение. Так как, если Y изоморфно-

фундаменту в S(T,2, р.), то X изоморфно фундаменту в S\T, 2, ц)
в силу единственности максимального расширения, то можно-

считать, что XZ тотально на X. Пусть {/„} (а^А) — система

функционалов из леммы 4, ха — элемент, порождающий полосу

Cfa. По лемме 3 элементы ха попарно дизъюнктны. Тогда по

теореме 1.1 максимальное расширение 2И(Х) можно реализовать
в виде С„(О), причем элементы ха переходят в

характеристические функции попарно дизъюнктных открыто-замкнутых
множеств Qa. Так как {ха: аеА}Л1 = Х, то UQa = Q. Определим
теперь меру на §ЭС. Бели А = G AN, Се jSq, Nе= Jfq, причем А

содержится в некотором Qa, то полагаем

(aU) = /„(xq).
(Здесь мы отождествляем X с его изоморфным образом в С» ((?).)>
Для "произвольного Ле8в полагаем

|i (А) - sup {Д ,1 (ЛЛ Оа.): {а{}?=1 с: ^J. -

Легко видеть, что для того, чтобы проверить, что ц
— мера,,

достаточно убедиться, что счетно-аддитивпо ее сужение на

каждую о-алгебру Sqk. Прежде всего отметим, что если

САЛГсС.АЛГ», G, G.e^g, N^N^JPq,

то G cr Gy. Действительно, в противном случае найдется непустое-
открытое множество U, содержащееся в G, такое, что ?7 Л G4 = 0_
Тогда

U\N с G\N cr G, A N, = (GAiV.) U (iVAG,),
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откуда U\N cr Ni\Gu так как U П Gt = 0. Следовательно, U с=

«riVUTVi, но мы уже отмечали, что открытое множество в

компакте пе может быть первой категории.
Итак, теперь докажем, что сужепие ц на о-алгебру 8да

счетно-аддитивно. Пусть Ап — Gn д iVn ^ Sq„, Л„ J0. Иэ
доказанного вытекает, что Gn \. Очевидно, что Л Gn — множество- первой
категории. Тогда по лемме о "/с { 0 в /«[-пространстве X, откуда'
нИп) = /а(хСп)^о.

Проворим, что и.— нормальная мера. Свойства 1) и 2) оче-

видпы из определения меры ц. Свойство 3) вытекает иэ того,

что для любого G^&Q пайдется Qa такое, что G П QaФ 0,
и того, что fa существенно положителен па Cfa.

§ 3. Нормированные решетки -

3.1. Норма II II на ВР X называется монотонной, если из

]х\ «£ \у\ следует, что 1Ы1 < Hz/H. Нормированной решеткой*)
(сокращенно ИР) называется ВР, снабжепиая монотонной нормой.
Полная но норме HP называется банаховой решеткой**)
(сокращенно БР). Если HP (соответственно БР) X является /Е-про-
странством, то говорят, что X — нормированное К-пространст-
во***) (соответственно банахово К-пространство ****)).

Очевидпо, что НИП является нормированным Я-простран-
ством, БИП — банаховым /«[-пространством. Свойства 1)—4) из

IV.3.1 сходимости по норме справедливы, очевидно, в
" любой

HP X. Свойство 5) переходит в непрерывность оператора

проектирования в нормированном Я-пространстве X: если хп
-*■ х по

норме, то [Е]хп -*- [Е]х по норме (более того, норма оператора
[Е] пе превосходит едипицы). Отметим также, что любая HP —

архимедова.

Рассмотрим связь между сходимостью по норме и сходи-

мостыо с регулятором. Если X — HP и Хп^-х, то х„ -*■ х по

норме, так как Wxn — х\\ <= e„IWI -*• 0 (где и — регулятор
сходимости). Обратное утверждение, как правило, неверно. Однако,
так как доказательство леммы IV.3.2 дословно повторяется в

случае* БР X, получаем, что если хп -�- х по норме, то" найдется
(г)

подпоследовательность Xnk-^-x. Теперь аналогично теореме IV.3.2

получаем, что любые две монотонные нормы на ВР X,
превращающие X в БР, эквивалентны.

Теорема 1. 1) ЕслиХ-НР, то Х*<=Х~.
2) Если Х-БР, то Х* = Х~.

■KW-линеал или нормированная структура.
АВ-линеал или банахова структура.
ЯЛ'-пространство.
(б)-полное A/V-пространство.

*) В Вулих—I
**) В Вулих—I

***) В В у л и х — I

****) В В у л и х — I
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Доказательство. 1) В силу монотонности нормы
порядковые интервалы в HP X ограничены по норме, а так как

функционал /еХ* ограничен на любом ограниченном по норме

множестве, то по теореме 2.1 / е Х~.
2) Пусть /еХ~ f&X*. Тогда найдется последовательность

2п-*-0 по норме, для которой /(i„)>e>0 (neN). С другой
(г)

стороны, найдется хПк^>-0, откуда |/(znft)]<|/| ( \Xnh\ )<:
^ 8nft | / | (и) ->- 0. Получепное противоречие, доказывает, чт'о / е X*.

Если X— HP,, то легко видеть, что бапахово сопряженное X*
с обычной нормой и порядком, индуцированным из Х~, является

банаховым /^-пространством (и идеалом в Х~).
3.2. При исследовании ВР кроме рассмотренного в 1.5 бывает

полезен еще один класс реализаций.
Пусть X — архимедова ВР, и^Х+. Превратим ю-идеал Х(и)

в HP, взяв в качестве нормы функционал Минковского
порядкового интервала [—и, в]. Введенную норму будем обозначать II-Н„
и называть и-нормой. Очевидно, что ВР X (г)-полна тогда и

только тогда, когда каждая HP X(u) полна (ueX+). Важность
(г)-полных решеток подчеркивается тем, что по теореме
М. Г. и С. Г. Крейнов — С. Какутани (см. В у л и х — I,
теорема VII.5.1) каждый полный по u-норме и-идеал Х(и) порядково и

изометрически изоморфен БР С(К) на пекотором компакте К.
В силу результатов 3.1 о связи между сходимостью по норме и

(г)-сходимостью в БР получаем, что любая БР (г)-полна.
В теории операторов часто естественно рассматривать

векторные пространства (и векторные решетки) пад полем комплексных

чисел С. Так как при естественном определении порядка, скажем,
в комплексном Lp(0, 1), вообще говоря, не определен супремум

двух функций (два комплексных числа не имеют максимума), по

определен модуль функции, то ймеппо модуль кладется в основу

обобщения понятия ВР на комплексный случай.

Пусть комплексное векторное пространство X есть комплек-

сификация вещественпого векторного пространства Х0 *),
являющегося (г)-полной ВР. Теперь для элемента z = х + iy(x, jeX()
определим модуль Ы еХ0. Для этого рассмотрим главпый идеал
Х0(Ы + \у\), который в силу (г)-полноты Х0 изоморфен
вещественному пространству С(К). Продолжим этот изоморфизм
естественным образом до изоморфизма Х0(Ы + \у\) + гХ01\х\ + \у\У
на комплексное Сс(К). Если z = x + iy, x, у^С(К), то функцию-
\z(t)\ (t^K) можно вычислить по формуле Ы = sup Kcos6)a:-b

0<«:6<2и
+ (sin0)z/|, где супремум берется в ВР С(Ю. Следовательно, для

*) То есть X есть множество всех элементов вида х + iy (х, je X0) с

естественным образом введенными линейными операциями (см. § 2
гл. XIII).
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любого геХ существует

| z | = sup | (cos 6) х + (sin 6) у |, (1)
0<«:6<2я

.

чем и закончено построение модуля в X.
Комплексное векторное* пространство X, удовлетворяющее

вышеперечисленным условиям, называется комплексной

векторной решеткой, если модуль элемента определен по формуле (1).
Почти все понятия теории ВР и БР переносятся на комплексный

случай (см. Шеф ер—-"II).
3.3. Остановимся теперь па критериях полноты HP.

Теорема 2 (Амемия). Пусть Х— НР. Следующие
утверждения эквивалентны:

1) X полна по норме;
2) если 0<=хп\— последовательность Коши в X, то хп~*

-*■ х е X по норме;.
3) если 0 ^ хп t — последовательность Коши в X, то

существует а: = sup г„е!

Доказательство. 1) =*>- 2) =>- 3) очевидно.
2) =*- 1). Если {хп} — последовательлость Коши в X, то,

переходя, если надо, к подпоследовательности, можно считать, что

оо

2 | £n+i — хп1 < + оо. (2)
П=1

Положим
п п

Уп = Zj (xk+l — xh)+> zn
~ 2j (жЬ+1—£&)_•

fc=l ft=l

Тогда 0 «£ yn t, 0 «£ z„ t. Если n<m, то

1Ут — Уп\
m

Zj (жЬ+1 — xk)+
h=n+l

<

< 2 IIton-**)+!< 2. J*fc+i-*kJ-r-rO
ft=n+i h=n+l «££

в силу (2). Таким образом, {упУ — возрастающая
последовательность Коши. Следовательно, уп~*~ у по норме. Аналогично, z„ -»- z

«о норме. Тогда t/n
— z„ -»■ у

—

z, но

~п
1

*/п
— Zn = 2d (^ft+l — жй) ==

^n+i
— Х\,

ft=l

откуда а:„ -*- у
— z + хх по норме.

3) =*- 2). Пусть 0 «£ хп t — последовательность Коши. В силу

условия существует х = sup xn. Без ограничения общности можно

считать, что

Пхп+1 - хп\\ *£ 1/п3, neN. (3)
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Рассмотрим
п

ft=l

Тогда 0 ^ уп t и, если п < т,

1т
Ц т*\*т т

в силу (3). Следовательно, по условию существует у = sup z/„.
Далее,

т т

п(х — хп) = sup 2 фъ+i—a;ft)< sup 2 k fon-i — «ь) < У,
iK>n h=n m>n h—n

откуда
0 ^ x — xn «£ J///».

В силу монотонности нормы ж„ -»- ж. Доказательство теоремы
закончено.

3.4. Закончим этот параграф рассмотрением функционалов
на ВР.

Пусть Х(и) — и-идеал с и-нормой в /^-пространстве X.

Теорема 3 (Гротёндик [1]). Если последовательность fn-*~0
в (Z(u))* (*)-слабо, то /„ -»- 0 слабо.

Доказательство теоремы 3 и ее обобщений (см. Шефер — II)

нетривиально и довольно длинно, поэтому мы его опускаем.
В частности, теорема 3 дает интересные результаты, когда

ХЫ) = L°°(T, 2, ц,). В качестве следствия мы докажем, что если

Х = 1°°, то замкнутый шар В пространства X* не является

секвенциально о(Х*, Х)-компактпым (ср. стр. 235). Действительно,
в противном случае он был бы по теореме 3 секвенциально слабо
компактен в X*, а тогда по теореме VIII.2.1 В слабо компактен.

Следовательно, X*, а тогда и 1°°, рефлексивно, что не "так
(см. VI.2.1).
Лемма 1. Пусть Х—(г)-полная ВР, {/„} (аеД) —

направление в X такое, что:

1) sup | fa(X) |< оо для любого геХ;
аеА

2) для любого жеХ существует конечный lim/а(#) = fix).'
Тогда /е!~.
Доказательство. Так как X — ('г)-полна, то все и-идсалы

полны. В силу теоремы Банаха — Штейнгауза (см. замечание 4 на

стр. 267) сужение / на каждый w-идеал Х{и) непрерывно, а это

и означает, что / ограничен па любом интервале, т. е. /еХ~.
Следствие. Пусть X — К-пространство с тотальным Х~.

Тогда:
1) любое о(Х~, Х)-ограниченное множество М относительно

компактно в этой топологии;
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2) если У — идеал в Х~, то любой интервал в Y компактен

в топологии a(Y, X).
Доказательство. 1) В силу леммы Ш.3.5 достаточно

доказать, что а(Х+, Х)-замыкание множества М содержится в Х~,
но это вытекает из леммы 1.

2) вытекает из 1) и следствия 1) теоремы-2.2.

Теорема 4. Пусть X— К-пространство, .{fm}m=i с: Хп, f —

линейный функционал на X. Если для любого геХ имеем

fm(x) -»- fix), то /еХп.
Доказательство. В силу леммы 1 /еХ~. Очевидно,

достаточно доказать, что для любого и^Х+ сужение / на и-идеалг

ХЫ), которое Мы обозначим через g, (о)-непрерывно. Положим

gm = fm\xw Тогда gm^X(u)n, g<^X(u)~ = X(u)*. Так как

gm->-g (*)-слабо в ХЫ)*, то по теореме 3 gm~*-g слабо.

Последствию 2 теоремы Ш.3.2 выпуклые комбинации gm элементов

gm сходятся к g по норме в ХЫ)*. Так KaKgm e Х{и)„ и Х(и)£—
полоса в ХЫ)*, а полосы в HP замкнуты по норме, то ge

^Х(и)п, что и требовалось доказать.
Из теоремы 4 непосредственно вытекает

Следствие 1. Если Хп тотально на К-пространстве Хг
то пространство секвенциально полно.

Следствие 2. Если К-пространство X (о)-рефлевсивно, то-

пространство \Х, ауХ, Хп)) секвенциально полно.

Теорема 5. Если X— HP с тотальным Хп, тпо X*ПХп
разделяет точки на X.
Мы докажем этот результат только для /^-пространств.

Прежде всего доказательство теоремы VI.1.5 переносится на случай
не о-копечной меры, а тогда теорема 5 для /^-пространства X
вытекает из теоремы 2.5 о реализации.

Установим теперь важную теорему о строении Х~.

Теорема 6. Если Х — ВР с тотальным Хп, то Х?—(Хп) ,

т. е. К-пространство Х~- разлагается в сумму двух дизъюнктных-
полос Хп и Х7'.

Доказательство: Мы докажем теорему 6 в случае, когда

X— /^-пространство. По лемме 2.1 ХГ с: \Хп) . Обратно, возьмем

Фе{Хп)й' <р>0; N„ = {xeX: ф(Ы) = 0>. Ясно, что Nv — идеал
в X. Докажем, что N4 одинаковой ширины с X, откуда получим,,
что (р е Х7■ Предположим, что это не так. Тогда, если мы

обозначим y=UV,)d, то Y¥={0). .Для любого y^Y положим lli/ll =
= ф(|г/|). Тогда У^-НР. Так как Хп -оютально на X, то Yn
тотально на У. По теореме 5 Y* П УгГ тотально на У.

Следовательно, найдется такой функционал /, что / е У*П^п, />0 и

f(y) «£ Hi/H = ф(г/) для любого уеУ.
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Для любого х^Х положим

/1(ж) = /([ГЫ.
Тогда 0</!е^, 0</х<фе (Х£)й. Следовательно, /i = 0,
чем получено противоречие.

Из. теоремы 6, в частности, получаем, что всякий непрерывный
^функционал на НИП единственным образом разлагается в сумму

-функционала, допускающего интегральное представление, и

сингулярного функционала. Этот результат важен в различных

приложениях (и, прежде всего, в оптимальном управлении _и
выпуклом анализе, см. Дубовицкий, Милютин [2]). Частным
случаем теоремы 6 является следующая классическая теорема Ио-

-сиды — Хьюитта *) о представлении функционалов на L°°{T, 2, р).
Теорема 7 (Иосида — Хьюитт). Если мера р, конечна, то

.любой линейный непрерывный функционал f на Ь"(Т, X, ц.)
единственным образом разлагается в сумму / = fl + /2, где

h\x) = f a: (*) у (t) d|i, у е= V- (Т, 2, р.),
т

■а /2 обладает тем свойством, что для всякого е > 0 существует
Je2, р(Г\Л)<е, такое, что /2(#) = 0, если supple A (mod р).

§ 4. ЯВ-пространства
4.1. В этом параграфе мы кратко рассмотрим БР с условиями

(А), (В) и (С), аналогичными введенным в IV.3.2 **).

Пусть X — нормированная решетка.
Говорят, что норма в X порядково непрерывна или что в X

выполнено условие (А), если

""■
из 0 ^ ха 10 следует \\ха\\ -»- 0.

Говорят, что норма в X порядково полунепрерывна пли, что

в X выполнено условие (С), если

иэ 0^xaix^X следует sup !I#J! = 1Ы1.

Говорят, что норма в X монотонно полна или, что в X
выполнено условие (В), если

из 0^a:at, ха^Х, supJW < °° следует,

что существует элемент х^Х, для которого ха t x.

Если аналоги этих условий выполнены только для

последовательностей, то мы будем говорить соответственно о порядковой
^-непрерывности или условий (А„), порядковой а-полунепрерывно-
сти или условии (С„), монотонной с-полноте или условии (В0).
Как мы увидим ниже, в случае НИП на пространстве с. о-конечной

*) Теорема Иосиды— Хьюитта неоднократно обобщалась. В
окончательном виде теорема 6 была доказана независимо Г. Я. Лозановским и в

работе В. Люксембурга [1]. См. также Лозановский [3].
**) Условия (А) и (В) введены Л. В. Канторовичем, (С) — X. Накано.
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мерой
•

соответствующие условия для последовательностей и для

направлений эквивалентны, т. е. введенная терминология
согласована с терминологией-из IV.3.2.

4.2. Рассмотрим условие (А). Пусть X— нормированное К-

пространство. В Вулих — I на с. 207 доказано, что из

условия (А,,) вытекает счетность" типа ^-пространства X, поэтому
(А) ■*=>■ (А„) *). Очевидно также, что если в X выполнено уело-

(о)

вие (А), то изж0-^-1 вытекает, что ха^*-х по норме.
Мы рассмотрим сначала условие (А) в связи с классом (о)-

непрерывных функционалов. Некоторые результаты в этом

направлении для БИП были приведены в § 1 главы VI; здесь мы

их обобщим и дополним новыми теоремами.

Лемма 1. Если X — HP и {ха} — направление в X такое,,
что ха\ и ха

-*■ х е слабой топологии, то ха ->- х по норме.

Доказательство. Предположим противное. Тогда можно-

считать, что при всех а
'

Ижа - х\\> е > 0. (1)

Так как по следствию 2 теоремы 2.2 ха I ж, то ха
— х ~^0

при любом а. В силу того, что ха -»- х(.а(Х, X*)), найдется эле-
п п

мент у = 2 ^сч' где 0^ А,^1, S К = 1, такой, чтб l!j/ — яЛ <
i=i »=i

<е/2. Возьмем a^as (l«£i«£n). Тогда
- п

0^ Ха
■— X ^ 2j ^гха> — xi

1=1

откуда §ха — х\\ <■ е/2, что противоречит (1).

Теорема 1. Если X — HP, то Хп зэ X* тогда и только тогдаг
когда в X выполнено условие (А).

Доказательство. Если Хп зэ X* и 0<ха I 0, то ха -*■ Ф
в слабой топологии, а тогда по лемме 1 ха -*■ х по норме.

'

(о)

Если в X выполнено (А), /еХ* и ха-*~0, то Ха-*~0 тку

норме, откуда f(xa) -*■ 0. Следовательно, / е Х„.
Теорема 2. Пусть X — банахово К-пространство.

Следующие .условия эквивалентны: ■

. 1) в X выполнено условие (А);
2) интервалы в X слабо компактны;
3) если я: Х-»- X** — каноническое вложение, то п(Х) —

идеал в X**.

Доказательство. 1)=^3). Так как в X выполнено (А)г
то по теоремам 1 и 3.1 X* = Х„. Тогда по теореме 2.2 л(Х) —

идеал в X**.

*) Более того, если X— нормированное /Го-пространство с условием
■ (Аа), то X — Я-пространство с условием (А). В общем случае из (Л„) не

следует (А).
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3) =>- 2). Возьмем произвольный интервал I в X. Так как

я(Х) — идеал в X**, то я(Л — интервал в X**. По следствию
леммы 3.1 интервал эт(/) (*)-слабо компактен, а тогда

интервал / слабо компактен.

2) => 1). В силу теоремы 1 достаточно доказать, что X* с Хп.

Пусть /еХ*. Предположим, что / ф Хп. Тогда найдутся
направление ■ха\0 и число е > 0, для которых

|/(За)1>8. ■ (2)

Так как можно считать, что xt ~5* ха при всех а, то в силу
•слабой компактности интервалов найдется подпаправление жр->-

-*-х(а(Х, X*)). По следствию теоремы 2.2 х
— 0, откуда

}(хц) -*■ О, что противоречит (2)."

Рассмотрим теперь одну интересную характеристику
банаховых /^-пространств с условием (А), формулируемую только в

терминах теории ^-пространств, без привлечения порядка.

Предварительно приведем одну вспомогательную теорему.

Пусть X — HP. Будем говорить, что последовательность {х„}
в X убывает вбок к нулю, и писать хп --»0, если хп 10 и

Теорема 3. Если X — нормированное К-пространство, в

котором из хп —> О вытекает hj\ -*■ О, то в X выполнено

условие (А).

Доказательство. Пусть ^„Ю. Фиксируем число е >0
и положим q„

— (хп — еж,)+. Тогда qn \ 0 и [qn] хх —? 0.

Следовательно, Ht^J^II -»-0. Так как

хп = IqJxn + (Хп — T^J^n) «£ Iqjxi + ear,
то

IxJ^llqJxtt + zWxJ,

■откуда ItaJI -»- 0, т. е. в X выполнено условие (А„). Как уже было
отмечено, из (А„) следует (А)_
Лемма 2. Если X — банахово К-пространство без условия

«(А), то найдется последовательность {z„} с Х+ такая, что:
.

1) z„dzm (п¥=го);
2) !lz„ll = l (neN);
3) существует sup zn = u^X.

Доказательство. Так как в X нет условия (А), то в X
не выполнено условие теоремы 3. Тогда существует
последовательность хп—*0, ||#„||^е;>0. Эта последовательность не

фундаментальна. В противном случае хп -»- х по* норме, а так .как

■хп 10, то а; = 0, что противоречит На:„1! ^ е > 0, Следовательно,
найдутся б > 0 и щ < п* < ... < nh < ... такие, что | ar„ft

— xnh+1fl ^
^ б. Положим

z _
a4~a4+i

ft- 14-ч-иГ
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Тогда 1) и 2)* очевидны, а 3) вытекает из оценки zh^Xi/8.
Л е м м а 3. Если X— банахово К-пространство с условием {А),

имеющее слабую единицу, то замкнутый единичный шар Вх*
пространства X* (*)-слабо секвенциально компактен.

Доказательство. Пусть хв — слабая единица в X; / =
= [—хв, Хв]'. Так как для любого элемента х^Х+ имеем х Л ЦХ» t x

(см. By л их — I, лемма IV.2.DJ то в силу того, что в X
выполнено условие (А), лолучаем, что линейная оболочка интервала
плотна по норме (а тогда и слабо) в X. Тогда функционал

р(/) = sup{1/ЫI: же/}, /еХ*т
оказывается нормой на X*. Обозначим получившееся
-нормированное пространство через Хр. Так как в пространстве X
выполнено условие (А), то по теореме 2 интервал / слабо
компактен. Поэтому по теореме Макки — Аренса (см. теорему Ш.3.8)

сопряженное к нормированному пространству Хр можно

отождествить с линейной оболочкой интервала /. Следовательно,
топология a(.X*i X) сильнее слабой топологии пространства Хр,
а тогда на шаре Вх* совпадают слабые топологии а(Х*, X)
и о\Хр, (Хр)*). Поэтому по теореме VIII.2.1, примененной к

нормированному пространству Хр, получаем, что шар Вх*
секвенциально компактен в обеих слабых топологиях.*).

Теперь мы можем сформулировать и доказать упоминавшийся
критерий, полученный Г. Я. Лозановским [1].

Теорема 4. Для того чтобы в банаховом К-пространствеХ
было- выполнено условие (А), необходимо и достаточно, чтобы
в X не было замкнутого подпространства Y, изоморфного, в

смысле теории В-пространсте, пространству I".
Доказательство. Необходимость. Предположим

противное. Тогда существует изоморфизм U: l°°-*-Y, где Y —

замкнутое подпространство в X. Пусть Y<, = U(ce), Z — полоса,

порожденная Y0 в X. Так как пространство У„ сепарабельно, то

в Z есть слабая единица. Действительно, если {#„} — счетное

плотное в YB множество, то слабой единицей будет, как легко
оо

видеть, элемент х0
= 2 ~^ГП—Г ^п I-

n=l
Z |Гп||

Пусть {eft}fcLi— последовательность ортов в с0.' Тогда любой

элемент из с0 записывается в виде 2 £ьеь» где |» -»■ 0. Положим

*) Теорема VIII.2.1 сформулирована для ^-пространства, но импликация

1) =*- 2) справедлива в любом нормированном пространстве, что очевидно
после перехода к пополнению.

25 Л. В. Канторович, Г. П. Акилов
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Имеем функционалы /ns(c0)* и II/JI = 1 («еШ. Определим
функционалы g„ на Y0 по формуле

gn(y)=fniU-4y)), y^Yt.

Тогда llgnll^ll/nIIUZ7-1ll = ll?7-1ll (neN), откуда множество {gn\
ограничено по норме в У0- Продолжим каждый функционал gn
с сохранением нормы на Z. Получившиеся функционалы
обозначим gn. Тогда {gn) — ограниченное по норме множество в Z*.

В силу леммы 3 можно выбрать подпоследовательность gnm->-

-*-g^Z* в топологии a(Z*, Z). Для всех «еХ положим

Тогда |Пт— ?(о (Х*,Х)).

Если мы теперь положим фПт = U*gnm иф = £/*g, то фпго-*-ф
в (*)-слабой топологии пространства (1°°)*. По теореме 3.3

Фпт-*-ф в слабой топологии (.1°°)*. При естественном вложении

пространство I1 является полосой в (?")* (так как 1\ очевидно,

(о)-рефлексивно). Спроектируем наши функциопалы на эту

полосу. Тогда легко видеть, что U1] Фпт-*-[J1] Ф в слабой

топологии пространства Р. Действительно, так как М1] — оператор в

(г-)*,'то 114* — оператор в (Г)**, и если гр е= (Z1)* = U")*», то

[Z1]* (г|з) е= (Z"°)**, откуда

([?] Ф»т) (*) = Ф«т ([Р]* Ф) — Ф (Г*1]* *) = (I'1] Ф) (*)■

Тогда в силу теоремы VIII.3.4 [I1] ц>пт -*■ [I1] ф в V по норме.

Так. как (с„)* == I1, то мы можем рассматривать функционалы
[I1] фпт п [Р]ф как функционалы па с0, причем легко видеть, что

зто просто сужения соответствующих функционалов ц>пт и ф
с 1°° на с0. Покажем, что [/'] фпт= fnm- Действительно, для

произвольного орта eh имеем

(I*1] чч.)(«*) = Фпт Ы = (^*|пт)Ю = £Пт (г/вк) =

=- gnm (Uek) = /„m (ek)f

откуда и получаем требуемое. Итак, мы получили, что

последовательность [fnm] сходится по норме в I*. Но это невозможно,

ибо ИД, — /mll =■ 1 при п¥=т. Полученное противоречие
заканчивает доказательство необходимости.

Достаточность. Если в X не выполнено (А), то возьмем

последовательность {zn} из леммы 2. Определим оператор
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U: l" -»- X по формуле: если | = {£&}£=!, T0
.

Ua) = (o)-2thzh.

Далее, при любом «eN имеем

lS.k.< 1*7(6)1 «UILb,
откуда

Следовательно, подпространство Y=U(l°°) изоморфно Z°°.

Полученное противоречие доказывает теорему.

Следствие. Если банахово К-пространство X сепарабельно,
го в X выполнено условие (А).

Доказательство. Если в X не выполнено (А), то по

теореме 4вХ есть подпространство У, изоморфное I". Так как 1°°

несепарабельно, то Y несепарабельяо, что противоречит

сепарабельности X.
Из следствия вытекает та часть теоремы IV.3.3, которую мы

в главе IV не доказывали.

.4.3. Рассмотрим условия (В) и (С). Если X— /^-пространство
счетного типа, то, очевидно, (С) ■<=*■ (С„). Таким образом, для

НИП на пространстве с о-копечной мерой эти условия
совпадают. В общем случае это не так.

Условия (В) и (Во) различны даже в классе /^-пространств
счетного типа, однако в случае НИП jaa пространстве с о-ко-

вечной мерой fi (В0) -*=*■ (В) и, таким образом, наша

терминология согласована с IV.3.2. Действительно, пусть в таком НИП X
выполнено (В«) и направление 0 < ха t ограничено по норме
в X, а тогда по следствию теоремы IV.3.1 оно является
ограниченным множеством в ТВП 5(Г, 2, ц,). Как показывает

доказательство леммы Ш.1.1,supa:a,(*)< + оо п. в., поэтому по след-

«твию,2 теоремы 1.6.17 существует х0 — supхаe S{T, E, ц.) и

найдется" последовательность хап f x0. Так как [#„„} тоже ограни-
■

чена по норме, то в силу (В„) получаем, что хв е X и, таким

образом, в X выполнено (В).
Из условия 3) теоремы 3.2 вытекает

Теорема 5. Если в нормированном К-пространстве X
выполнено (В,,), то X полно по норме.

Как показывает следующая теорема, пространств с

условиями (В) и (С) очень много.

Теорема 6. Если Х— НР, то е X* выполнены цслоеия
<В) и (С).

Доказательство. Пусть направление {fa}<=X*, 0*£/et,
ограничено по норме. Для х<=Х+ положим fix) = sup/„(i)<
<+°°; для х<=Х положим j(x) = f(x+)-f(x-). Тогда / —
линейный функционал на X. Докажем, что / е X*.
25*
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Возьмем произвольное е > 0. Tofда для любого х е Х+, !Ы1 ^ 1»
найдется о*, для которого / (х) < /аж (х) + е < | /.аж|] + е<1

<; sup || /а || + е, откуда II/H < sup II/JI < °°. Следовательно, / е Х*г
/at/ и Н/И = supH/JI, т. е. в X* выполнены (С) и (В). Так как

X* П %п — полоса в_Х*, то в этом пространстве тоже выполнены

условия (В) и (С).
Важнейшее свойство пространств с условием (С) содержится

в следующей теореме.
Теорема 7 (Накано — Амемия — Мори). Если X —

нормированное К-пространство с тотальным Х„, то эквивалентны

следующие утверждения:
1) в X выполнено условие (С);
2) jz| = sap П/(г)|: fe=X*()XZ, Ц/Ц<1} для любого iel;

3) каноническое вложение л: сохраняет
норму.

Доказательство. 1)=>-2). Теорема VT.1.6 'переносится
на НИП без условия о-конечности меры. Теперь применима
теорема 2.5.

2) =*■ 3) очевидно.
3) => 1), так как по теореме 6 b(X„ (]Х*)* выполнено (С).
Если X полно, то Х„ cz X* и мы можем рассматривать на

Хп норму, индуцированную из X*. Тогда определены банаховы

^-пространства {х~у и (х~)~.
Теорема 8. Если X— банахово К-пространство с

тотальным Хп, то следующие утверждения эквивалентны:

1) е X выполнены условия (В) и (С);
2) каноническое вложение v.: X-*-\Xn)n есщь изометрия X

на \Хп )п',
3) если п: X -*■ X** — естественное вложение, то существует

проектор Р единичной нормы из X** на п(Х);
4) любая центрированная система замкнутых шаров в X имеет

непустое пересечение.
Доказательство. 1)=*-2).- В силу теоремы 7 к сохраняет

норму. Докажем, что и (X) = \Хп)п- Как отмечено в 2.3, и(Х) —

фундамент в (Хп)п- Следовательно, для любого Fе (Хп)пу
/?>0, найдется направление {ха) сХ+ такое, что х(ха) \F. Тогда
На;в11 = Ни(жа)И < UFO n в силу условия (В) существует a; = sup«a-
Так как отображение и сохраняет грани, то F = яЫецШ.'

2) =*■ 1) вытекает из теоремы 6 и 2.2.

2) =*■ 3). Для FeX** обозначим через Ft сужение F на Хп.
Положим F2 = [(Х~)~](Fx), Тогда F2е=(Х~)~ = х(Х) и,

следовательно, найдется xF^X, для которого Fz = k(xf). Положим
P{F)=n(xF) и проверим, что Р -^ требуемый проектор. Докажем,
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что для любого F = п(х) имеем

P(F)=F.

Так как множество Х„ тотально на п(Х), то достаточно

доказать, что х = х,. В силу того, что

Л (Л = /(*). /eS",

имеем Р2 = и(ж), откуда х = ж,.

Нам остается проверить, что ПРИ = 1. Пусть F^X**, IIFII < 1,

причем P(F) = я(жг). Имеем очевидную цепочку

!!Р(Я Я = 1яЫ> = IWI = Пи(«,)П = !!Р21! *£ IIP.II s£ Щ.

Отсюда ПРИ *£ 1. Так как уже доказано, что Р оставляет элементы

п(Х) на месте, то ПРИ = 1.
3) ^ 4). Пусть Ше) — центрированная система замкнутых

шаров в X, Ег — («)-слабое замыкание п(.В0 в X**. В силу («)-сла-
бой компактности шаров П Si непусто в X**. Пусть F е П В\.

Тогда P(F)^PiBt.
4) =>■ 1) — это интересный результат А. А. Седаева [1]

(доказательство см. Бухвалов, Векслер, Лозановский Ш).
Подчеркнем, Что свойство 4), очевидно, является изометрическим

инвариантом.

Интересные, свойства пространств с условиями (В) и

(О-приведены также в работе Лозановского [2].
4.4. Банахово /^-пространство, в котором выполнены

условия (А„) и (В„), называется КВ-пространсгвом. Как отмечено

в 4.2, в .КВ-пространстве выполнено условие (А). В силу
теоремы VII.6.3 (By л их — I) в ^^-пространстве выполнено также

условие (В), откуда по теореме 8 ^^-пространство (о)-рефлек-
сивно.

Теорема 9. Если Х— БР, то эквивалентны следующие
утверждения:

1) X— КВ-пространство; .

"2) если л: X—*- X** — каноническое вложение, то яС?) —
полоса в X**;

3) X слабо секвенциально полно;
4) в X нет замкнутого подпространства Y, изоморфного в

смысле теории В-пространств пространству с0;
5) если 0=s£a:„t, xn^X, и sup llarjl < «>, то

последовательность {х„} сходится по норме.
Доказательство. 1)=*-2). Так как в X выполнено (А),

тоX* — Хп. Тогда в силу (о)-рефлексивности X по теореме 2.3
п(.Х) — полоса в X**.

2) =*~3). По теореме^2.2 X* = Xп 1 а тогда по теореме 2.3

пространство X (о)-рефлексивно. Отсюда по следствию 2 теоремы
3.4 X слабо секвенциально полно.
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3) =>■ 4). Предположим противное. Тогда в X есть замкнутое

подпространство У, изоморфное с0. Так как X слабо

секвенциально полно, то в силу следствий 1 и'З теоремы Ш.3.2
пространство У, а тогда и с0, тоже слабо секвенциально полно. Это,
однако, пе так. Действительно, если хп = {£ftn }^=i, где

(Г1)_|1, если &<п,
**

~~

\0, если к>п,

то из равенства (с0)* = Iх легко получаем, что ixj — слабая

последовательность Коши, которая' не сходится в с0.

4) =>■ 5). Предположим противное. Тогда найдется
ограниченная по норме последовательность {%}, 0 < х„ t, которая не

сходится по норме. Положим

р„ = lim || хт — хп ||, р -= inf p„
т-»оо

(предел в определении р„ существует в силу монотонности {ж„}).
Так как {хп} — не последовательность Коши, то р > 0. Разрежая
{хп), можно добиться, чтобы при те < га было

(3/4)р < \\хп - xj < (5/4)р. .

Пусть ф
—

пространство обрывающихся последовательностей
(см. с. 145). Определим оператор U: (р-+Х по формуле

т

U (z) = 2 h fo+i — *i),

где z = (Я.1, A,2, .. -, "km, 0, 0, ...) e ф. Тогда

U(z)^\\zUxm+l-xl),
откуда

W(z)\\ < Hzllll*m+1 - *,l ^ (5/4)pllz!l. (3)

Теперь получим оценку для IIC/(z)II снизу. Пусть

%t = шах (Д.», 0), XT = max (— Я,4, 0).
Положим

т т

и = 2 kf {xi+l —xj, v = 2 kj fo+i — *д-

Тогда
£/(z) = B-y, U(\z\) = n + v.

Если h+ = max [к?: 1 ^ i <C те}, Л- = max {A,f: 1 <C i<; те},
то Ы1 = max (h+, re-). Предположим для определенности, что
llzll = h+. Так как

m

и
~ 2 ^i" (жт — ж») J> Я/ (ж,-+1 — Xj), 1 <; / <; те,



§41
КВ-ПРОСТРАНСТВА 391

ТО '

И1>А/Аят-^|1>л+(3/4)р, 1<7</п,

откуда ИиИ ~> (3/4)pHzll. Следовательно, используя (3), получаем

Ш(г)Н = Ив - »0 = П2и - (в + у)Н > 20в1 - 0в + рО >

> (6/4)piizlI - Ш(Ы)И > (l/4)plizii. (4)

Сопоставляя (3) и (4), окончательно получаем

(1/4)р1Ы1 < ШЫ1 < (5/4)plizil, z e Ф.

Так как пространство ф плотно в с0, то U продолжается до

изоморфизма с0 на подпространство в X, что противоречит 4).

5) =*■ 1). Покажем, что в X выполнено условие (А„). Пусть
хп 10. Тогда последовательность ixt — хп) ограничена по норме
и (X^-^nt. По условию Xi — хп сходится по норме к

некоторому элементу х. Так как xt
—

хп t хи то х = хи откуда хп =

= {хп — xt) + Ж|->0по норме.
Выполнепие условия (В„) очевидно. Тогда X — банахово /Га-

пространство с условиями (Ао) и СВо). Как отмечалось в сноске

на с. 383, X — /^-пространство и, .следовательно, X —

/^-пространство.
• Доказательство теоремы полностью закончено.

Теорема 9 дает легко проверяемый критерий слабой секвеп-

циальной полноты в классе БР, так как проверка выполнения

условий (Л) и (В) в конкретных пространствах, как правило,

затруднений не вызывает. Прежде всего отметим, что в силу

теоремы 9 нерефлексивное пространство Ll{T, S, ц) слабо

секвенциально полно. Остановимся еще на случае пространств Ор-
лича на пространстве с конечной непрерывной мерой. По
теореме

ч

IV.3.9 пространство Орлича LM является /ТВ-пространством
в том и только в том случае, когда функция М удовлетворяет
Аг-условию. Отсюда LM слабо секвенциально долно тогда и

только тогда, когда М удовлетворяет Д2-условию. Аналогично
получаем, что БФП Ем, в котором выполнено условие (А), не

является слабо секвенциально полным, если М не удовлетворяет

Аг-условию.
Понятие JKB-пространства позволяет дать легко проверяемый

критерий рефлексивности (в смысле теории В-пространств).
.Теорема 10 (Огасавара). Если Х— БР, то эквивалентны

следующие утверждения:
1) X рефлексивно;
2) X и X* суть КВ-пространства.
Доказательство. 1)=*-2). Так как X* тоже

рефлексивно, то достаточно доказать, что X— /ТВ-пространство, но это

вытекает из определения рефлексивности и- пункта 2) теоремы 9.
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2) =*■ 1). Рассмотрим каноническое вложение л: Х->Х**. Так
как X — /ТВ-пространство, то X* = Х„ и я (X) =(Х^)^ = (Х*)£\
В силу того, что X* — Х2?-пространство, X** = (Х*)£, откуда
я(Х). = Х** и, следовательно, X рефлексивно.

§ 5. Выпуклые множества,
замкнутые относительно сходимости по мере

5.1. В этом параграфе с помощью изложенных результатов
теории векторных решеток показывается, что изучение

ограниченных выпуклых множеств, замкнутых относительно сходимости по

мере, в (о)-рефлексивных ИП может быть в определенном смысле

сведено к изучению выпуклых компактных множеств в •

подходящих ТВП. При этом необходимость использовать

нетривиальные результаты теории ВР возникает уже в случае классического

нрострапства L40, 1).
Начнем с некоторых предварительных результатов.
Пусть X— ВР, У—идеал в .^-пространстве Х~, тотальный па

X. Рассмотрим локально выпуклую топологию |с|(Х, У) на X,
порожденную множеством полунорм

pf(x) =/(Ы), геХ,
где / пробегает все У+.

.Отметим два свойства ЛВП (X, \а\ (X, У)).
1) Топология I с |(Х, У) является топологией равномерной

сходимости иа множестве всех интервалов в У.

2) Топология 1с|(Х, У) согласуется с двойственностью <Х, У>.
Утверждеппе 1) получается из формулы

р,(х) = /(Ы) = sup {\g(x)\:,\g\ < /}.
По следствию леммы 3.1 все интервалы в У a{Y, Х)-компакт-

ны. Поэтому утверждение 2) вытекает из 1) и теоремы Макки-

Аренса (см. теорему Ш.3.8).

Пусть всюду далее в этом параграфе X — ФП на (Т, 2, ц), где

мера ц о-конечна, и Хп тотально на X. Напомним, что тогда Х£
изоморфпо X' и supp X' = Т (теорема VI.1.1).

Леммач1. Пусть У — фундамент в Х^. Если направление
ха -*- 0 в топологии |о|(Х, У), то ха -*■ 0(ц).

Доказательство. В силу изоморфизма между Х£ и X'

фундамент У можно отождествить с ФП в X'. По следствию 2

леммы IV.3.1 существует такое разбиепие {Ai}nL=i множества Г,
что %ап е Y и 0 < ц(Ап) < +оо при всех и е N. Тогда для

любого пsN имеем

J 1жо|ф-^0.
An

Отсюда ха -*■ 0(ц) на каждом Ап и, следовательно, ха -*- 0(ц).
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Лемма 2. Пусть У — фундамент в XZ. Если ха -*■ 0(с(Х, У)),
то найдется направление у» -* 0(ц), где каждый элемент ур есть

выпуклая комбинация элементов {ха).

Доказательство. Так как сопряженное к (X, |с|(Х, У))
есть У,.то существует направление ур->- О (Ы(Х, У)), где ур

указанного вида (см. следствие 2 теоремы Ш.3.2). По лемме 1
__

у„-*-0(ц).
^

Лемма 3. Пусть У — фундамент в Х£, {ха} — направление
в X; х, х»^Х. Если существует y<=S(T, 2, ц) такой, что \ха\ <
=^ у при любом а, ха _>" x(\i) и ха-*- х0(.а(Х, У)), то х = х0.

Доказательство. В силу следствия 2 леммы IV.3.1

можно считать, что мера ц конечпа и у
е X. Если х' е У, то

существуют последовательность [хап\ такая, что

<1/п, жап-»-а:(ц).

Тогда по теореме Лебега о мажорированной сходимости получаем,

что • \ (х — х0) х' djx = 0 при любом х е У, откуда жэ = х.

т

Если М — подмножество в £ = 5(Г, 2, ц), то через тШ)
обозначим "топологию на М, индуцированную из S.

Лемма 4. Пусть X
—■ (о)-рефлексивно, а множество М <=-Х

ограничено в слабой топологии о(X, Х^у Следующие
утверждения эквивалентны:

1) М замкнуто в ТВП S(T, 2, ц);
2) М замкнуто е {X, т(Х)).
Доказательство. 1) =>- 2) очевидно.

2) =>■ 1). Так как М о{Х, Х„")-ограничено, то оно I а | (X, Х£)-
ограничено (см. теорему III.3.3). Пусть {х^^-М, x^S и ха -*■

■-*■ xi\i). Докажем, что х<=Х. Так как X =?= X", то для этого

достаточно доказать, что для любого х' е X' имеем J | xx' \ dyKioo, но

это очевидно из|с|(Х, Х£^ограниченности М и теоремы Фату.
5.2. Пусть далее X — ФП, причем X = X", т. е. X (о)-рефлек-

сивно. Обозначим через х каноническое вложение X в (Х^)~
Тогда х(X) = {Хп)п — полоса в .^-пространстве (X„")~.
Обозначим через Рг проектор на полосу х(Х).

Лемма 5. Если направление {ха) в X таково, что х(жа) -> F
в слабой топологии то

существует-фундамент У в Х~такой, что ха-*~ ж(о(Х, У)).
Доказательство. В силу теоремы 3.6 Я-пространство

\Х*,-) разлагается в сумму двух дизъюнктных полос (Х^)п =
= х (X) и (Хп)7. Если Fx = F — х (ж), то Fx е= (Х„ )Г- Тогда
множество Y == |/е2в~: l^il(|/l) = 0} является фундаментом

1о an о) «' Ф
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в Хп. Кроме того, для любого / е У имеем

fixj = [*(*„)](/) - Fif) = [хЫК/) + Ft(/) = /Ы,

я(о(Х, У)).
Леммы 2 и 5 являются ключевыми при доказательстве

следующей основной теоремы этого параграфа.
Теорема 1. Пусть X — (о)-рефлексивное ФП, У — непустое

выпуклое подмножество в X, W —а((Х£")~, Хп)-замыкание
множества и (У). Тогда:

а) если V замкнуто в (X, т(Х)), то

РгТУ = х(У); (1)

б) если V о(Х, Хп)-ограничено и удовлетворяет условию (1),
то V замкнуто в (.X, т(Х)).

Доказательство, а) Пусть У замкнуто в (X, т(Х)).
Очевидно, что и(У) <= Рг W. Пусть F e^W и хЫ = Pr F. Тогда
существует направление {ха) с У такое, что xixa)-*-F в топологии

с((Х~)~ Хп). В силу леммы 5 существует фундамент У в Х„"
такой, что ха-+ х(о(Х. У)). Так как У выпукло и (ц)-замкнуто, то

по лемме 2 же У и, следовательно, к(г)ех(Ю.

б) Так как мпожество и (У) o((X^)~i Х^)-ограничено, то по

следствию леммы 3.1 оно относительно компактно в этой

топологии, а следовательно, множество W компактно.
Так как мера ц с-конечна, для доказательства (|х)-замкпутости

У достаточно проверить, что из {#n}nLi сТ, хп-*-х п. в., яеХ,
следует х s у. Так как жп -*- х п. в., то существует yeS такой, что
Ы <у(ве№.

В силу компактности W существует поднаправлеиие ixa) в

{xj, которое сходится в топологии с((Х^)~, Хп) к некоторому

F^W. Тогда в силу условия (1) и леммы 5 существуют
фундамент У в Хп и элемент 1„еУ такие, что ха

-*- ж0(о(Х, У)). Так
как ха -•- я(и.) как поднаправлеиие (ц)-сходящейся
последовательности, то по лемме 3 х = х0 е V, чем теорема полностью доказана.

Именно теорема 1 и позволяет сводить изучение
выпуклых ограниченных (д)-замкнутых множеств к рассмотрению

а ((Х^)~, Х^) -компактных множеств. Пусть по-прежнему X —

(о)-рефлексивное ФП.

Теорема 2. Пусть Vt и У2 — непустые, выпуклые,
непересекающиеся множества в X, замкнутые в (X, т(Х)). Если хотя бы

одно из них о(Х, Хп)-ограничено, то они строго отделимы

функционалом из Хп, т.е. существует f e Хп такой, что sup {fix):
х е У,} < inf {fix): x e У2}.

Доказательство. Пусть Wi — c((XiT)~, Х^)-замыка-
ние множества х(У<) ii= 1, 2). Тогда в силу (1) W±П 1Уг = 0. Ее-
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ли, скажем, Vt ограничено, то Wx о({Хп), Х^)-компактно (см.
начало доказательства п. б) в теореме 1). Теперь применяем

обычную теорему отделимости (см. теорему Ш.2.6).

Теорема 3. Пусть {V%} (|eS)—центрированная система

выпуклых, о{Х, Хп)-ограниченных, замкнутых в (X, т(Х)) под'
, .множеств пространства X. Тогда П V% непусто.

les

Доказательство. Пусть Wj— о{{Хп)~, Х^)-замыкание
x(F{). Так как Wi компактпо в этой топологии, то П W^ непусто.

Тогда по теореме 1(a) П V% непусто.

Теорема 4. Пусть Vi и V2 — выпуклые, с(Х, Хп) -

ограниченные, замкнутые в (X, т{Х)) подмножества пространства X.
Тогда V = Vi + V2 замкнуто в (X, тШ).
- Доказательство. Пусть^-а((Х~)~, Х~)-замыкание
х(У{) (i = 1, 2). Тогда, если W= Wt + Wu то

Рг W = Рг Wt + Pr W2 = x(F.) + x(V,) = x(V)

в силу теоремы 1(a). Так как W есть, очевидно, с((Х^)", Х^)-за-
мыкание V, то из теоремы Кб) получаем, что V (ц)-замкнуто.

Теорема 5. Пусть X
— БФП с условиями (В) и (С). Пусть

Vi и Уг — непустые выпуклые множества в X, замкнутые в

{X, г(Х)). Если хотя бы одно из них ограничено по норме в X,
то существуют vt e Vt, vz e V.% такие, что

IIyt- — v$x = inf {IliCi — х2\\*: Zis Vu x2 <= FJ.

Доказательство. Пусть Vt ограничено по норме.

Следовательно, ближайший к Vi элемент v2 s V2 достаточно искать в

пересечении Vz с замкнутым шаром достаточно большого радиуса.
В силу условия (С) по лемме IV.3.4 это пересечение (ц)-замкнуто.
Поэтому Vz можно также считать ограниченным по норме.

Пусть Wi — c((XJT)*, Хп)-замыкание k(V{) (£ = 1, 2). Так как

Wt (*)-слабо компактны, то существуют ^eW,, F2^W2
такие, что

II ?i - ^\х~у
= inf {«Fi

- F2 у^у: F, s Wx, Fz e= Wzy
Так как тс X-*- (XZ) — изометрия, то легко видеть, что эле-

мепты у4
= Рг/*4, принадлежащие Vt по теореме 1(a) (i= 1, 2),—

искомые.- ,

Теоремы 1—5 имеют приложения к выпуклому анализу и

теории оптимального управления (см. Левин [2]; один результат из
этой работы мы приведем в 5.3). Результаты, изложенные в 5.1 и

5.2, получены А. В. Бухваловым и Г. Я. Лозановским (см. [1], где

содержатся и другие приложения и обобщения).
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5.3. Докажем при помощи теоремы 3 теорему о достижении

минимума выпуклым функционалом па выпуклом множестве,
замкнутом относительно сходимости по мере.

Фупкционал р, заданный на Ll(T, 2, ц), принимающий,
возможно, и значение + °°, пазывается полунепрерывным снизу
относительно сходимости по мере, если

из хп -*■ х(.ц) вытекает р (х) ^ lim p (жп).
71-» ОО

Функционал р называется выпуклым, если

р(Хх + (1 - К)у) < %р(х) + (1 - %)р{у)

для всех х, у <=Ь*, О < % < 1.

Теорема 6. Выпуклый функционал р, полунепрерывный
снизу относительно сходимости по мере, достигает минимума на

всяком замкнутом в (Ll, r(L1)), ограниченном по норме выпуклом

множестве V<=Ll.

Доказательство. Пусть
m = inf ip(x): хе V).

Возьмем последовательность чисел тпп {тпп > тп), которая,
убывая, стремится к т. Рассмотрим множества

Vn = {х е= V: р(х) < тп).

Так как тп > т, то каждое Vn непусто, а так как тп\, то

последовательность множеств Vn убывает и тем самым центрирована.
В силу выпуклости р множества Vn выпуклы, а в силу

полунепрерывности р снизу
— т^^-замкнуты. По теореме 3 получаем

оо оо

П Упф0. Если ж0<= П Vn, то i,eF и р(х0)<т„ при всех
п—1 п 1

neN, откуда р(х0) = т.

5.4. Важным шагом при исследовании экстремальных задач

для выпуклых числовых функционалов является применение
теорем отделимости (см. § TII.2), основанных па теореме Хана —

Банаха о продолжении линейных функционалов (см. теорему -

И.4.1). Чрезвычайно ленным для самых различных приложений
оказался тот факт, что теорема Хана — Банаха допускает
обобщение на случай продолжения мажорируемых линейных
операторов со значениями в Я-нрострапстве (Канторович 12]).
Доказательство этого результата, сформулированного ниже в виде

теоремы 7 *), в основном (с учетом свойств пространств)
повторяет доказательство обычной теоремы Хана — Банаха (см.

Канторович, Вулих, Пинскер; А кило в, Кута
тела дзе).

*) В литературе теорему 7 обычно называют теоремой Хана —

Банаха — Канторовича. (Прим. ред).
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■•■■ Теорема 7. Пусть X— произвольное векторное
пространство, a Y — К-пространство. Пусть р: X

-*■ К — отображение,
обладающее свойствами калибровочной функции относительно

порядка, в Y, т. е. p(.xl + x2)<:p(.xi)+p(xz); р(Кх) = Хр(х), Х>0.

Предположим, что ХЛ — линейное подмножество 'в X и что

линейный оператор U0: A', -*• Y удовлетворяет неравенству

P,W<pW (2)

для всех х е Х0'
Тогда оператор U0 может быть распространен на все

пространство X с сохранением линейности и условия (2), т. е.

существует линейный оператор' U: X -*■ Y, совпадающий с Ut на

Хв и удовлетворяющий неравенствам

~р(—х) =S Щх) «£ р{х), х е= X.

В случае, когда р(кх) = Шр(х), теорема 7 была

распространена на случай' комплексных пространств А. В. Бухваловым.
Заметим, что теорема 7 содержит в себе следующий

результат: если Q—экстремально несвязный компакт, то В-прострап-.
«ство C(Q) является ^-пространством. Это важнейшая

достаточная часть сформулированного па с. 244 результата. Для.
доказательства достаточно заметить, что C{Q) — ^-пространство (см.
•с. 364), и положить р{х) = Ш011е, где е — функция, тождественно

равная единице на Q.
5.5. В последнее время теория ^-пространств нашла широкое

приложение в выпуклом анализе и тех разделах математики, где выпуклый анализ

лсполъзуется. В частности, методы зтой теории применяются при
исследовании экстремальных задач и некоторых экономико-математических
моделей. Многие из указанных приложений основываются на сформулированной
выше теореме Хана — Банаха— Канторовича, которая позволяет изучать вы-

луклые операторы F: X-+Y, где X— векторное пространство, а У— Я-прост-
ранство, т. е. .операторы, для которых справедливо неравенство Йенсена:

F(ax + fiy)^aFx + $Fy, а, Р 3* 0; а + р==1; х, у <=Х.

Теория выпуклых операторов в ее приложения к исследованию задач
выпуклого программирования в ^-пространствах подробно изложена в А к и-

. лов., Кутателадзе; см. также обэор Кусраев, Кутателадзе [1], где
приведена обширная библиография/ Выпуклые и, в частности, сублинейные
■операторы, действующие в .К-пространство, нашли применения в так

называемой негладкой оптимизации (Демьянов, Рубинов [1], Тибо [1]), а также

'при исследовании оптимальных траекторий в весьма общих динамических
задачах, являющихся далеко идущим обобщением моделей экономической
динамики (Кусраев, Кутателадзе [1]).

Теорема Хана — Банаха — Канторовича в определенном смысле
эквивалентна основным фактам выпуклого анализа и выпуклой оптимизации в

^-пространствах. Подчеркнем, что эта теорема справедлива в полном

объеме лишь для. операторов, действующих в Я-пространстве (этот круг вопро-
'Сов обсуждается в Акилов, Кутателадзе; см. также Эльстер, Неезе
ХШ- Другие приложения теории ^-пространств, основанные на теореме
.'Хана — Банаха — Канторовича (границы Шоке в Я-пространствах, супре-
аюльное генерирование, эргодические свойства полугрупп см.: К у т а т е-

-ладзе, Рубинов; Рубинов [1]; Акилов, Ку-т-ателадзе).
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Известно много задач, относящихся к указанному кругу вопросов, при
исследовании которых используются другие аспекты теории ВР. В качестве

примера из области выпуклого анализа приведем исследование

многозначных отображений, сопряженных к сублинейным операторам (см.
Рубинов).

Перейдем к экстремальным задачам. В настоящее время наиболее
развит раздел теории экстремальных задач в векторных решетках, содержащий
различные обобщения задач линейного программирования и смежные

вопросы. Одно нз естественных обобщений представляет собой задача вида

/(ж)-»-max, s^O, Ах ^ у, (3)

где A:X-*~Y—линейный оператор, X, Y— векторные пространства,
(пред)упорядоченные некоторыми конусами. (Примером может служить
задача о перемещении масс, рассмотренная в § 4, гл. VIII).

Задача (3) рассматривалась многими авторами в основном с точки

зрения теории двойственности. Содержательные примеры полученных
результатов возникают, как правило, в случае, когда по крайней мере одно из

пространств X, V— векторная решетка (см., например, Вершик [1], а
также Левин, Милютин [1]).

Другое обобщение задачи линейного программирования исследовано в

серии работ А. Г. Пинскера (см., например, Пинскер [1,2]). Оно
представляет собой экстремальную задачу, формально записываемую так же, как
обычная конечномерная задача линейного программирования в
координатной форме с той лишь разницей, что все ее параметры

— не числа, а

элементы расширенного Я-пространства. Доказывается существование решения,
предлагается способ его отыскания, развивается теория двойственности.

В последнее время появились работы, посвященные изучению задач в
банаховых решетках, в определенном смысле близких к задачам
математического программирования. Сюда относится- задача о существовании
наименьшего элемента в множестве P={ieX: х^О, Ах^О}, где X— БР
с банаховым сопряженным X*, А:Х-*-Х*— нелинейный оператор;
проблема дополнительности — найти элемент x^V, для которого Ах(х) =0; ва-

рационное неравенство — найти элемент х ^ 0, для которого Ах (у — х) ;> О
при всех у ^ 0, где А — тот же оператор, что и выше. По поводу этих задач

см., например, Риддел [1], Крайер, Демпстер [1].
Методы теории упорядоченных пространств активно используются в

математической экономике; отметим, что основные объекты, изучаемые там,

определяются в порядковых терминах (см. Никайдо; Макаров,
Рубинов; Багриновский; Рубинов). Современная математическая

экономика оперирует в основном конечномерными моделями. Однако уже
сейчас рассматриваются некоторые постановки, использующие теорию
Я-пространств. В качестве примера приведем абстрактную модель
межотраслевого взаимодействия (см. Багриновский). Во многих работах, отно-/

сящихся к теории экономического равновесия и теории игр, используются:

решеточные свойства конкретных пространств мер или функций.
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ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ОПЕРАТОРЫ

§ 1. Интегральное представление операторов

1.1. Интегральные операторы являются важным и часто

встречающимся в приложениях классом операторов. Мы уже имели

дело с интегральными операторами в § 2 главы V. Однако, там

основное внимание было уделено операторам в С[а, Ъ] с

непрерывными ядрами. В этом же параграфе мы рассмотрим интегральные
юператоры с произвольными измеримыми ядрами, заданные на

ядеальпых пространствах.

Пусть (S, Ив,у) и (Г, Ег, ц) — пространства с с-конечными

мерами, Ш, Ел, к) — произведение этих пространств (см. 1.6.8), т. е.

Д = S X Г и А, = v X ц.

Всюду далее в этом параграфе через X обозначено некоторое
-ФП на (Т, Ег, |х), а через У — некоторое ФП на (S, Ея, v) *).

Оператор U :X-+Y называется интегральным, если

существует ^.-измеримая функция К (s, t) (s<=S, t^T) такая, что для

любого х<=Х зпачёние у = U{x) есть функция

y(s)^^K(s,t)x(t)dli(t). (1)
г

Функция K(s, t) называется ядром интегрального оператора U.

■Легко видеть, что ядро Х-почти всюду конечно.

Иптегральный оператор (1) называется регулярным
оператором из X в Y, если оператор \U\, определяемый соотношением

z = \U\{x), z(s)= \\K(s,t)\x(t)dli(t), ieX, (2)
т

переводит X в Y. При этом оператор I U\ называется модулем
оператора U**).

*) В этой главе мы для определенности будем предполагать все
пространства вещественными, хотя результаты справедливы и в комплексном

«лучае.

**) Интегральный оператор U является регулярным в смысле

приведенного определения тогда и только тогда, когда U e L
~

(X, У). При этом

оказывается, что \V\ —это модуль в Я-пространстве L~ (X, У) (см. с. 367).



400
- ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ОПЕРАТОРЫ [ГЛ. XI

Пусть U: X -*■ S{S, Ss, v) — интегральный оператор (1).
Перечислим некоторые его свойства.

J. Оператор U линеен.

II. Для того чтобы для всех х ^ Х+ выполнялось Шх) > 0Т
необходимо и достаточно, чтобы K(s, t) 5* 0 Я-п. в.

Достаточность в утверждении II очевидна. Докажем
необходимость. В силу следствия 2 леммы IV.3.1 можно считать, что

L°°(T, Sr, [О СХ Если 1т—^функция, тождественно равная

единице на Т, то при v-n. в. s имеем

K(s, f) d» (t) I = | [U (lT)](s) |< + oo,

откуда при v-n., в. s получаем, что

y(s) = $\K(s,t)\dii(t)< + 00.

т

Так как функция y(s) v-почти всюду конечна, то существует

такое разбиение Шп} множества S, что. У%в^ I»4S, 2fi, v) (neN).

Таким образом, можно считать, что у ^ £'(£, 2s, v). Тогда в силу

теоремы Тонелли (теорема 1.6.12)

, §\K(s, t)\dK{s, t) = §y{s)dv(s)< + oo, ,

Л 8

т.еДе Ь*(В., 2В, Я). Следовательно, по теореме Фубини для лю-

бы*х измеримых В с S и А <= Т имеем

.

■ J К («, t) dK (s, *) = fFЫ] (s)dv (*) > °-"
ВХА В

откуда K(s, t)~^ 0 X-n. в. (см. 1.6.8).

Применяя утверждение II к операторам U в —U, получаем:
III. Оператор Е^ —0 тогда и только тогда, когда K(s, t)=0

Я-п. в.

IV. \U\, действующий по формуле (2), переводит X в.

SLS, Sfi, v).
Действительно, из (1) вытекает, что для любого х^Х при

v-n. в. seS

§\K{s, t)x(t)\dn{t) < + оо,
т

откуда получаем п. в. конечность функции z = I U\ (х) в (2),
V. Если Хп -* 0(ц) и IxJ^xesX (n'eN), то Ш(а»)1 (s) - О

v-n. в.

Свойство V вытекает из IV и теоремы Лебега. Следствием
свойства V является:

VI. Если Хп -*• 0 ц-п. в. и 1ж„| < х е Х{п е= N), то [ЕДжп>] (s) -*- G

v-n. в.

I
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VII. Бели X и У — БФП, а интегральный оператор U
действует из X в У, то оператор Г7 непрерывен, т. е. РеJ5C.X, У).

Это утверждение следует из-теоремы о замкнутом графике (см_
теорему ХП.1.4 ниже), лемм IV.3.2 и V. Вопрос об описании в-

терминах ядра K(s, t) того, что оператор U действует из X в У,,
весьма труден. Некоторые результаты в этом направлепии

приведены в §§ 2. и 3.
VIII. Если U — регулярный интегральный оператор (1) из X

в У, а оператор V: У -*■ X' при любых х^Х, j'el"
удовлетворяет соотношению

jlU(x)y'dv=\xV(y')di>i,
8 Т

то для z = V(y') имеем

z (0 = [к{в, t) у' (S) dv (s), у' е= У,
S

т. е. V: Y' -*■ X' — тоже регулярный интегральный оператор с

ядром K*(t,s)-=K(s,t).
Действительно, так как «оператор U регулярен, то при любом

х еX функция ) | К (s, t) | х {t) d\k (t) входит в Y. Тогда по теоре-
т

ме Тонелли для всех х е Х+1 у' е Y+ имеем

§\K{s,t)\x(t)y'{s)dK(s,t) =
= \[§\К(s, t)\x(t)duL(t)\y'{s)dv(s) < + оо^

Следовательно, по теореме Фубини для всех ieX+, #'еУ+
получаем

J xV (у') dn = J U (х) у' dv = j ( f К {s, t) x (t) dyL(t)} y' (s) dv (s) =
T 8 8 ^T J

ШК(s, t) y' (s) dv (s)\ x (t) d\x, (t) = f zx dp..
■
- -

. .

T

Отсюда вытекает, что функции V(y') и z определяют один и тот-

же (о)-непрерывный функционал на X. Теперь по теореме VI. 1.1

получаем, что z = V{y').
1.2. В этом параграфе мы займемся нахождением условий,

когда линейный оператор U, действующий из одного ФП в другое,,
является интегральным оператором, т. е. допускает
представление (1).

Отметим сразу, что дело обстоит очень просто в случае
дискретной меры. Именно, пусть мера ц дискретна. Тогда любой*

26 л. В. Канторович, Г. П. Акилов
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линейный оператор U, действующий из ФП X на (Г, 2Т, ц) п

S(S, 2S, v) и удовлетворяющий условию VI, является интеграль-

зшм, т. е. в этом случае условие VI является необходимым и

достаточным для того, чтобы оператор был интегральным.
Действительно, так как мера ц дискретна, то множество Т можно
представить в виде объединения счетного числа атомов Ы„}. Тогда
любой jeX можно единственным образом записать в виде

х = S Ъп%л,
п Лп

где ряд в правой части сходится почти всюду. Так как оператор
U удовлетворяет VI, то

U(x) = ^KU(xAn),
аде ряд также сходится почти всюду. При t^An (п^Ю положим

'Очевидно, что функция K(s, t) v X неизмерима. Проверим, что

K(s, t) — ядро оператора U. Для любого х^Х имеем

J К (s, t) х (t) dix (t) = 2^щ [U (XjJ] (s) Kp (An) =

= %bn[U(%An)](s) = [U{x)](S),

~чтОчИ требовалось доказать.
Легко видеть, что в случае,-когда X

— ФП

последовательностей, то линейный оператор U: X-*-s является интегральным
тогда и только тогда, когда он является матричным оператором.

Последнее означает, что существует бесконечная матрица {aik)V=utp=i
•такая, что если у = U(x), х = {|ft> е X, у = {tj<} e s, то

оо

т] = 2 aihlk.

Значительно еложнее .обстоит дело в случае непрерывной
меры, а этот случай наиболее интересен с точки зрения теории

операторов. Здесь, уже необходимое условие VI не является

достаточным. Действительно, если мы рассмотрим ФП X на пространстве
(Г, 2Г, ц) с непрерывной мерой и обозначим через I,
тождественный оператор на X, то I, очевидно, удовлетворяет условию VI, но

не_удовлетворяет необходимому условию V, так как в случае

непрерывной меры легко построить последовательность {хп} в X,
которая ограничена в X и сходится по мере, но не сходится почти

всюду (см., например, Вулих—III).
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Однако оказывается, что условие V уже является необходимым?
и достаточным в общем случае. Приведем точную формулировку-
етого результата, нетривиального уже для операторов в L?(D).

Теорема 1. Пусть Х—ФП на (Т, 2Г, ц), U: X -*-

-*■ S(S, 2Я, v) — линейный оператор. Следующие утверждения
эквивалентны:

1) U—интегральный оператор;
2) если #„-*0(м.) и \хп\^х^Х (neN), то W(xn)](s) -* 0'

v-ra. в.;

3) оператор U удовлетворяет условию VI и из %А ^геХ

(neN), (i(iln) -+■ 0, следует, что [U (%A )](s)->0 v-ra. в.

Справедливость импликации 1) =*• 2) уже отмечалась (см. V)..
Импликация 2) => 3) очевидна. Теорема 1 была получена-
А. В. Бухваловым [1] и решает задачу Дж. фон Неймана [IT
о нахождении необходимых и достаточных условий иптегрально-
сти оператора в /Л Доказательство импликации 3) =*- 1),
основанное на гтехнике, связанной.с теоремой JI. В. Канторовича о

свойствах пространства (о)-ограниченных операторов (см. § Х.2),
подробно изложено в Бухвалов [3] (там же рассмотрена история

вопроса).
Следствие. Пусть функция Ф(я, t), вообще говоря

неизмеримая, такова, что при любом х^Х определена v-почти всюду
конечная ^-измеримая функция y{s) = ) Ф (s, t) x (t) d\i (t). Onpe-

т

делим оператор V(x) = у{х е X). Тогда существует к-измеримая.
функция K(s, i) такая, что при любом х^Х имеем

\U (ж)1 (s) = f Ф (s, t) х (t) dpi {t)=\K (s, t) x (t) dp {t)
T T

для v-n. в. зЫсключаемое множество, вообще говоря, зависит от х)'~
Доказательство. При любом хеX имеем

II <&(s,t)x(t)dii{t)
т

<\\<b{s,t)x{t)\dp{t)< + оо v-n. в.

(заметим, что функция, стоящая в этом неравенстве справа,
может оказаться неизмеримой). Пользуясь теоремой Лебега,
убеждаемся, что оператор U удовлетворяет условию 2) теоремы 1, откуда
и получаем требуемое.

Следствие позволяет заменять ядра измеримыми. ■ Если

пространство (Т, Ег, ц) сепарабельпо, то из следствия легко получить^

что при v-n. в. s имеем K(s, t) = Ф(я, t) для ц-п. в. t (Грибанов
[2]). Можно показать, что без-условия сепарабельности это

утверждение неверно.

В оставшейся части параграфа мы получим две теоремы об

интегральном представлении операторов некоторых специальных
2$»
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классов. Мы легко бы могли вывести эти теоремы из теоремы 1,
но не будем делать этого как из-за того, что их доказательства в

отличие от доказательства теоремы 1 не требуют большого
вспомогательного аппарата, так и из-за того, что при

доказательстве теоремы 1 используется один частный случай теоремы 6.
1.3. Начнем с одного вспомогательного факта, интересного и

самого по себе.
• Пусть Е — произвольное непустое множество функций х <=

е SIT, 2r,- \i), K(s, t) — ^-измеримая Ti-почти всюду конечная

функция на R = SXT. Мы будем говорить, что множество Е и

функция K(s, t) согласованы, если выполнены следующие два

условия:

1) существует такое множество S'0czS, v (£0) = 0, что для

любого х^Е при всех .«gS\S, функция KLs, t)x(.t)
^-измерима и существует J К (s, t) x (t) d\x, (t) *);

г

2) существует такое множество S0czS, v (£д) = 0, что для

любого х ^ Е при всех s^S\S0 функции

((sign К (s, t)) | х (t) |, если К (s, t) ф 0,

X'®~[\x(t)\, если K(s,t)=0,

входят в множество Е.
'

Е.сли обозначить S0— S0 [] S0, то v(50) = 0. Для любых таких

Е и К при всех s ^ S\Se положим

dK,B(s) = sup{ f К (s, t) x (t) dp (*): x e= e\. (3)

Мы сейчас- займемся доказательством v-измеримости
поточечного супремума dKt Е, которая в случае несчетного Е и.

несепарабельности меры, ц проверяется совсем не просто. Типичным

примером согласованной пары Е и К являются множество Е,
состоящее из неотрицательных ^.-измеримых функций, и Я-изме-

римая функция Kls, t)&*0 Х-п. в. Условие 2), очевидно,

выполнено с S0 = 0. В силу теоремы Фубивл при v-n. в. s функция
Kis, •) fx-измерима и при v-n. в. s имеем K(s, i) ^ 0 лри (х-п. в.

t. Теперь очевидно, и выполнение условия 1). Далее мы

познакомимся и с другими примерами.
Отметим, что для всех s e S\Se справедливо равенство

dxjs(s) = sup{j|К(s, t)IIx(t)\dn(t): xe= e\. (4)

Действительно, очевидно, что dKtB(s) меньше или равно

выражения, стоящего в правой части равенства (4). Если х^Е,

*) Не предполагается, что этот интеграл конечен; си. 1.6.4.
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то xs e Et и поэтому

\ \K(s, t)\\x{t)\dp(*) = jK(s, *)(sign^Or, t))|ж(*)"|dp(t) =

= J ЛГ (s, *) a:s (t) dji (*) < dx>E (s),;.
г

откуда получаем противоположное неравенство. Тем самым (4)

доказано.
Теорема 2. Пусть множество Е и функция K(.s, t)

согласованы. Тогда функция dKti{s) v-измерима. Кроме того,
существует такая последовательность функций хп е Е, что

dK.E (*) = suP J К (s, t) Xn.(t) d\i {t) v-n. в.

Прежде - чем приступать к доказательству теоремы 2,

отметим-, что ее нетривиальность заключается, во-первых, в том, что

поточечный супремум dK,E, вообще говоря, несчетного множества

измеримых функций измерим, а во-вторых, в том,-что он

совпадает с супремумом соответствующего множества.в упорядоченном

пространстве S(S, 2S, v), так как в силу теоремы 2 4к,л
реализуется на некотором счетном семействе (ср. 1.6.10).

Доказательство теоремы 2..Так как на множестве 5,
мы можем положить K(st t) — 0 (t s Я, -ю можно считать, что

J К (s, t) х (t) d\i (t) существует при всех x e E и s.e S. Сформу-
sr

лируем сначала лемму, доказательство которой в более общем
виде мы проведем позже (см. лемму 2).
Лемма 1. Обозначим через Н множество всех функций вида

«о

42хВ1 <*)*,<*).

где Bt <= 2s(v) попЬрнд не пересекаются, ■ g{ ^Ll{T, 2Г, ц) П

fiL°°{T, 2Г, |1) (1^2 *££<>). Тогда множество Н всюду плотно

е В-пространетее Ll(R, 2Л, К).
Напомним (см. 1.6.4), что символом Ы„ мы обозначаем срезки

функции х. Положим" £,= {Ы„:1«Й (веЮ. Тогда каждое
множество Еп согласовано "с функцией К. В силу теоремы Фату
при помощи формулы (4) получаем, что при любом se5

dK,En\s)\dK,E(s). (5)
Пусть

Ясно, что функция Кп согласована с каждым множеством Еп.
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Тогда, поскольку Bt Л Bti = 0 (£ Ф i'), то для любого seS имеем

dKm,En {S) = 2 Up f g {t) [X]n (t) <Z|1 (*)] t (8).

Следовательно, функция йк„,,£:п измерима и, очевидно,

существует такое не более, чем счетное, множество ЕЫ, т) <= Е, что-

при любом seS

- dKm,En (s) == supKKm(s, t) [x]n(t)dp(t): же Е(n, m)\. (6)

Пусть К e Ll{R, 2л, Я,). Согласно лемме 1 существует такая»

последовательность функций Кт е Я, что при любом т имеем

\Кт— /£flbl<;2-m. Тогда в Ll(R, 2Л, К) (а" следовательно, и X-

почти всюду) сходится ряд

L (*,*)= 2\Km{s,t)-K(s,t)\.

Поэтому
т=1

I ят (s, *) - я (*,- *) | „^ о я-п. в.,

IKm(.s, t) - K(s, t) I ==£ Lis, t) Я-п. в.

Определим множество St c= S, относя se5 к множеству Ss
в том и только том случае, когда одновременно выполняются

следующие условия:

1) |Ктis, t)-Kis,t)\^0 ц-п. в.;

2)\Km(s, t) — Kis, t)\ <:Lis, t) fi-п.в: при всех m^N;
3) функция Us, :) ц-интегрируема;
4) dKm,En(s) < + oo и dK,Enis) <+ oo при всех т, nelf.

Используя теорему Фубини, легко доказать, что каждое из=

условий 1)—4) выполняется при v-n. в. s. Следовательно, St
измеримо и vdSVS,) = 0.

При каждом «е5,и любых т, п еN имеем

I^^W—^.^(в)]^^-^.^^). (7>

На основании теоремы Лебега о предельном переходе под знаком

интеграла при каждом s e £, получаем

Цкт-щ,Еп is)<п J | Кт is, t)-Kis, t) \dpit)^ 0. (8>
T

В силу (7) и (8) при se5, имеем

dKm,En{s)^:jK,En{^ BeN- (9>

Так как уже было доказано, что функции йк„„ви v-измеримы,.

то отсюда следует, что функция ^к,е„ v-измерима. Положим
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£{п)= U Е(п< т)> Тогда в силу (6) и (9) при всех se-S% вы-

m=l

полнено

*к.*п (s) = supК К (s, t) [x]n (t) dji {t): ie£ (га)}, neN. (10)

"Так как множество Е(п) не более, чем счетно, то функция 4к,еп
■v-измерима; а тогда в силу (5) и функция dKi E v-измерима,
причем на основании (5) и (10) при всех s «= 5t имеем

dK,E (s) = sup | j" К (s, t) x (t) d\x, (t): x e= eX

°°

где EQ = (J £(n) не более, чем-счетно. Таким образом, справед-

яивость теоремы доказана, если функция Kis, t) ^.-интегрируема.
В общем случае зафиксируем две последовательности £» t S,

Тп\Т, где 5„e2s(v),. Г„е2т(ц). Функции Kn(srt) =
= [К\п (s, t) 7g хГ (s, t) Я-интегрируемы. Используя формулу (4) и

теорему Фату, получаем, что при v-n. в. s имеем ^к„,е (s) f <?к,в(«).
Так как для функций Kn(s, t) теорема уже доказана, то отсюда

-заключение теоремы справедливо и для K(s, t). Теорема
полностью доказана.

Следствие. Если U: X ^>-S(S, ,2s, v)—интегральный
оператор (1), то для всякого геХ+ найдется такая

последовательность {х„} в X, что \х„\ = х и

I U f(x) (s) = j IК (s, t) I x (t) dp (t) ^ sup f К {s, t) xn (t) dp (t)

при v-n. в. s (исключаемое множество, вообще говоря, зависит

от х).
Доказательство. Зафиксируем х*sХ+ и рассмотрим

множество Е = {х^Х: \х\=х}. Положим S0=jseS: \\K(sft)\x

X х (t) d[i (t) = + 00]. В силу IV v (S0) = 0. Так как Г | К (s, t) X
> т

Хж001dp(t) = \\K(s, t)\x(t)dp(t), то для любого* 2е£ при

всех s е SN^o существует и конечен J К (s, t) x (t) dp (t). Следова-
т

тельно, множество Е и функция К{$, t) согласованы. Осталось
•применить теорему 2 и формулу (4).

Теорема 2, в чуть более слабой' форме получена в работе
Ю. И. Грибанова 111.
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1.4. Пусть, по-прежнему, X — ФП на (Т, 2Г, и), У — на?

QS, 2s, v). Предположим, что У — БФП с условием (С). Через
XIY] обозначим пространство всех ^-измеримых функций K(s, t)r
удовлетворяющих двум условиям:

1) при ц-п. в. tef функция s-*K(s, t) входит в У;
2) функция wY(K)(t) — Ш(; t)\\Y входит в X.

Уже тот факт, что XIY] — линейное множество, требует
привлечения теоремы 2. Дело в том, что априори функция wi(K)
может оказаться неизмеримой (так, вообще говоря, и будет, если:

в У не выполнено условие (О). Пусть Kis, i}—Я-йзмеримая.
функция, удовлетворяющая условию 1). Проверим, что функция
wrUQ ц-измерима. Так как в У выполнено условие (С), тб в

силу теоремы Накано — Амемии — Мори (см. теорему VI. 1.6) при.

ц-п. в. t имеем
~

JC(..,'QIr = 8upf jV(S, t)y'(s)dv(s)\: j'ef, l/|<lU

= sup { f IК (s, *) | y' {s) dv (s): y' e Y*+, \\y' |< l}_
Очевидно, что множество Е = \y' sl^.: ||y'|i^l) и функция \К\
согласованы. Тогда по теореме 2 функция Wx-СЮ ц-измерима, и,.

.более того, найдется.последователыюсть{yn^c: Y+, \уп\^1- такая,.

.что

|| К (•, f) ||y = sup {J | К (s, t) | yn (s) dv (s)j ц-п. в.

Теперь очевидно, что XIY1 — линейное множество в 5(Д, 2Л, K)v
а тогда и ФП на Ш, 2Я, К).

Если X — БФП, то вводим на XlYl норму по формуле Ш1 =
= \\wY(.K)^x (К ^ XlYl). Очевидно, что эта норма монотонна, к

тем самым XlYl — НФП. Можно доказать, что в этих условиях.

X[Y] полно по норме, но мы этого делать не будем, так как пам

этот результат не понадобится (см. Бухвалов, Векслер, Гейлер
Ш, § 4.3, где приведены и другие свойства пространств XlYl).
Пространства XlYl часто называют пространствами со смешанной

нормой.
В том случае, когда X— БФП ,на (У, 2Г, ц) с условием (С),

а У — ФП на (S, 2S, v), аналогично тому, как это было сделано-

выше, поменяв (S, 2s, v) и {Т, 2Г, ц) местами, можно

определить пространство Y[X] и функцию wx(K).
Важным примером пространств со смешанной нормой являются

пространства L *'
2, обобщающие пространства Lp. Пусть 1 s£ plt

ря < оо; Z,*1 = LPl (5, 2S, v), LH- =c Z,"a (Г, 2Г, ц). Пространство
^определяется как пространство L [L J со смешанной



S 1] ИНТЕГРАЛЬНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ОПЕРАТОРОВ 409

|«| =

< оо,

нормой, т. е. норма в L
*' 2

дается формулой

(|(||^(S,0f^v(S)p^W)1/P2, 1<А,

vrai sup ( f | # (s, f) |Pl dv (s)Y'Vl, 1 < px < op, p2 = oo,

f f (vrai sup | tf (s, t) \f* dn (0)1/P2, Pi = ob, 1 < p2 < oo,
Vj-

'

sSS /

vrai sup | К (s, t) \r pt = p2 = oo.

(s.t)eB

Используя теорему Фубини, легко' проверить, что если pt
=

= рг = р, то Ъ.х' *
= L1 [L 2] = Lf (/?, 2д, Я,). Отметим, что

аналогичное-свойство не может быть выполнено для других БФП,
т. е. если ХФЬР(Т, 2Т, ц) и YФ LP(5,.2S, v), то пространства
XI У] и Y[X1, как правило, различны.

Л е м м.а 2. Дели X и Y — БФП. с условием (А), то:

1) »-XTFJ выполнено условие (А);
2) в X[Y] всюду плотно множество Я4 всех функций вида

2xB.W«.W.
i=l *

где множества B,e2s(v) попарно не пересекаются, %в еУ(

ж, е.ХП £"(Г? 2т, ц) (1 < * < io)-
Доказательство. 1) Если Кп4 О в Х[У], то при ц-п.в. t

имеем K„(s, t) \ 0 для v-n. в. s. Так как в Y выполнено условие

(А), то wr(Kn) \ 0, а так как в X тоже выполнено условие (А),
To\\KJ = \\wY(Kn)9x-*0.

2) Так как в X[Y] выполнено (А), то -множество всех

функций K^XlYl, каждая из которых обращается в нуль вне

какого-либо множества В X А, где В е 2B(v), A e 2г(и), %в е Y,
ХдеХ, всюду плотно в XIYL Поэтому без ограничения
общности можпо считать, что ц{Т), \-(S) < °° и LX(T, 2Г, ц)сг'Х,-
L°°(.S, 2Я, v) с F. В силу леммы IV.3.3 множество всех функций
вида

»=i *

плотно в X[Y]. Теперь ясно, что для доказательства леммы

достаточно приблизить функциями из Hi произвольную функцию
5Сс CeZb. На основании 1.6.8 существует последовательность'

ft(n)
множеств Сп — U BhxAh, где #fe<=Es, Л^Ет, такая, что

Ур -*>■ хс в пространстве L'CR, 2B, Я). Переходя, если надо, к под-
^п
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последовательности, мы можем считать, что %с (s, 0~*"Хс (s, t)>
Я-п. в. Так как Ь°°Ш, 2Л, ^)сХ[У] и в Х[У] выполнено (Л)„
то %с "~*"5Сс по ноРме в ^t^J- Следовательно, множество всех,

функций вида

i=l Bj
Ai

плотно в XIУ]. Покажем, что ieff,. Существуют такие попарно-

непересекающиеся множества В3^ 2S (l</s£;'o), что каждое-

множество 5,- содержится хотя бы в одном.множестве Въ...., Bif)T
и каждое множество Bt является объединением некоторых
множеств Bj (К j ^ /о). Рассмотрим множество индексов /j =
= [р: Bjc: В!р, 1 < р < «о}. Тогда, очевидно,

L (s, t) = S Хв. (*) ( 2 W,О) = 2 ХВ| (*) *J С).

причем

Щ = 2> *рХа е X П Ьго (Г, 2Т, ц), 1 < j < /0.

Доказательство леммы полностью закончено.

Как мы увидим ниже, пространства со смешанной нормой
играют важную роль при интегральном представлении

операторов.
1.5. Пусть X — БФП на (Т, 2Г, Ц), У — БФП на (S, 2S, vL
Линейный оператор V: X -*■ S(S, 2S, v) называется

оператором с абстрактной нормой, если U переводит единичный шар
Вх пространства X в множество, ограниченное по упорядочению
в S(S, 2S, v). Следовательно, в упорядоченном пространстве
S(S, 2s, v) существует элемент

\U\ = suv{\U(x)\: хе=Вх},

который и называется абстрактной нормой оператора U.
Множество- всех операторов с абстрактной нормой обозначим через

LA(X, S). Отметим, что оператор U е- В(Х, L°°) тогда и только

тогда, когда U е= LA(X, S) и|[/|е£°°; при этом Ц U Ц = [ | U | |L<J0.
Таким образом, класс операторов с абстрактной нормой является

обобщением класса В(Х, L°°).
Напомним, что в БФП X' всегда выполнено условие (С).

Теорема 3. Если U — интегральный оператор (1), то>

V^LA(X, S) тогда и только тогда, когда K&SiS, 2S, v)[X'];
при этом | U | = wx> {К).
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Доказательство. Если K^SiS, 2В, \)1Х'], то для х^Х

I[«/(*)]W|< J|«(*t *)l|*(*)|rf|* (*)<!«(*, -)MHU
г

при v-n. в. s, откуда | С/1 ^ icy/ (X).
Для доказательства обратного утверждения и обратного

неравенства нам понадобится следующая лемма.

Лемма 3. Если 'интегральный оператор U e LA(X, S), то

оператор \U\ {см. (2)) — тоже оператор с абстрактной нормой;
при этом \U\=\[U\\.

Доказательство. Пусть f7eLA(X, S). По следствию
теоремы 2 для любого элемента х е Х+, Ы г£ 1, существует

последовательность {хп} такая, чго |аг„| =х и

| С/!(*)(*) = sup
п

Тогда

f#(M)*n(*)<fy(*)|
'

1^l(*) = sup|l/(«„)Kfl7|,
n

откуда \U\(=LA(X, S) и ||C/||<|t/|. Неравенство |[/|<||[/||
очевидно.

Продолжим доказательство теоремы 3. Пусть U е LA(X, S).
Распространим норму пространства X' на все 5(У, 2Т, ц),
полагая \х\х' = оо, если ж Ф X'. Тогда для любого s е- 5 имеем

№(8, ■)lx,^-suV^\K(s,t)\x(t)dli{t): x<=X+, IH|<l}. (11)

Ясно, что ^(s, -)eX' тогда и только тогда, когда правая часть

в (11) конечна. Очевидно, что множество Е = {х^Х+: 1Ы1 г£ 1}

и функция \K(st l)\ согласованы. В силу теоремы 2 найдется
такая последовательность {хп} с: Х+, liarjl «S 1, что при v-n. в. s

имеем

1 к (8, •') w = sup JIк (*. ОI ** (*) <*и (*)•

Следовательно, используя лемму 3, при v-n. в. s получаем

\К(8, >)\\x' = SUJ>\U\(xn){s)^\\U\\{s)=\U\(s),
п

откуда KeS(S, 2В, v)[X'] и wx> (К) ^ (U |, чем теорема
полностью доказана.

Из теоремы 3 вытекает, что интегральный оператор U
является оператором Гильберта — Шмидта тогда и только тогда,
когда U е LA(L\ S) и | СГ| е= L2 (5, 2S, v).

Рассмотрим теперь интегральные операторы, действующие из

пространства L1 = Ь*(Т, 2Т, (i) в БФП У. Как мы уже отмечали

(см. VII в 1.1), любой такой оператор непрерывен.
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Лемма 4. Если U^B(Ll, У)— интегральный оператор, где-
У — БФП с условиями (В) и (С), то интегральный оператор \U\
тоже действует из L1 в У, т. е. U регулярен. Кроме того-

\\и\\ = \\\и\\\*).
Доказательство. Зафиксируем элемент хе L*, х ~> О,,

и-рассмотрим множество Ех всех: элементов вида

y
= \u{*zAl)\+'..- + \U(xxAn)[

где {-4i}?=i — разбиение множества Т. Если уи у2 е- Е^ то, беря
подразбиение разбиений, соответствующих г/, и г/2, получаем;
у&Ех такой, что у > yt V уг. Следовательно, множество Ех
направлено по возрастанию. Для каждого у^Ех имеем

. IIJ/i<|jp(^|)||<ll^l||!||a:xAi||JLl = ll^lllU«r.i. (12>

Поэтому множество Ех ограничено по норме в У. В силу
следствия теоремы 2 существует последовательность {х„) такая, что>

|ж„| ==х и

|*7| (*)(s) = sup f К (s, t) хп (f)"dji (t) I v-п. в.

Если A* = {t: xn (t) > 0}, A\ = {t: xn (t) < 0}, A%=.{t: x (t) = 0}, то

• |t'w|<|£'Kj)l+|f,K»)|+|£'K")!s£-
Положим zm = sup I *7(ж„) |. Тогда 0^zmt и, так-как Ех

направив

лено по возрастанию, то последовательность {z„} ограничена по>

норме в У. В силу того, что в У выполнено условие (В),
существует sup zm е-У. Но по выбору {хп} имеем zm\\ U\(x), откуда
\U\(x)^Y. Так как элемент х произволен, -то оператор U

регулярен.
'

ч

В силу того, что в У выполнено" (С), получаем, что HzJI f
f Ци\(х)\\. Так как из (12) очевидно, чтоИМ^С/ЦЦатЦ^ (msN)».
то II\U\ 11 «S WUW. Обратное неравенство очевидно.. Тем самым

лемма полностью доказана.
*

.

Обозначим для краткости Ll=L4T, 2Т, ц), L°°=*L°°(T, 2,■ ц).
Теорема 4. Пусть У — БФП с условиями (В) и (С). Если,

U—интегральный оператор (1), то U e J5(LV У) тогда и.

только тогда, когда K^L°°[Y]; при этом \U\\ —II ^|£Ю[У] =
= vraisup|#(-, *)||у.

*) На самом деле верно, что любой непрерывный оператор яз L* в Y

регулярен в смысле определения из Х.2.1. При зтом проходит приведённое
доказательство.
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*

Доказательство. Если K^L^IY]'; то для любых ar<=L*

и у' е- У в силу теоремы Тоннели имеем

f IW (*)] WI/' («) I dv («) < f fJ.|Я(s, t) 11 *■(*) 1 dp (*)} J y' (*)I dv (*) =
s sir >

= J{J|^M)||^(*)|«M*)}|*(*)I«M*)<
<vra£sup||^(., *)№'ШИ£1

= I^d.-cnlVH'b*

Так как в У выполнено условие (С), то в силу теоремы VI.1.6

Яг7(ж)11 *£ ШЫ, откуда 17 е £(/,', У) и ИС/И s£ Ш.

Обратно, пусть С/г Щ,1, У). Тогда £7*сзЯ(У*, L"). Если

V —сужение оператора С/* на Yn, то УеВ(Ув1^"). В силу

изоморфизма между Yn и У оператор F можно рассматривать

как оператор иа У' в LT. Тогда, используя обозначения иа

VI.1.1, для любых геХиу'еГ имеем

J U (х) у' Лг= f¥ (U <*)) = /х (U* (/„,)) = /х (У (М) = J *F («/') dfi.
Б -

■ Т ■'

Так как в силу леммы 4 оператор £7 регулярен, то, пользуясь
свойством VIII из 1.1, получаем, что V: У -+■ L°° —интегральный

оператор с ядром K*{t, s) *■= K(st t), т. е. для любого у' «= У

имеем

V(y')(t)= $K*(t,8)y'(s)dv(8).
ё

Тогда по теореме 3 Я* <= L00 [У] и | V | = wY» (К*), но, так как

гот*(К*)(t) = |К*(t, -)Ь'=\К(; t)I,-=и;у»(Я)(*), юЯеГ [У»
и |У| = и;у»(А). В силу теоремы VI.1.7 У=У" по запасу

элементов и по норме. Поэтому K^L°°[Y] и |У( = wY(K). Далее,.

откуда ИШ = Ш.
1.6. Теперь мы можем доказать теоремы об интегральном

представлении операторов: Пусть в следующей теореме
S = S{S, 2,, v), £«=-£•(£, 2», v), L' ■=£-(£, 2B, v).

Теорема 5. Пусть Х — БФП на {Т, 2Г," ц) с условием (А).

Общий вид оператора U класса LA(X, S) дается формулой

U (х) (s) = J К (s, t) x (t) djx (t), a; e= X, (1>
т ■

где Кs SIX'J. /7/иг эгол | V | = ipx, (tf).
Доказательство. Без ограничения общности можно

считать, что \U\{s) >0 для любого se-5. Рассмотрим оператор У,
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-заданный на X при помощи формулы -

Так как (/е LA{X1 S), то V^B(X, /Л). Если мы докажем, что

Т(х) (s) = §Kj. (s, t) x (t) dfx (t), x<==X,
T

•то, положив K(s, t) =Kt(s, t)\U\{s), получим

-U{x)(s) = \U\(s)[V(x)](s) =

= f K^s, *)|«/|(e)*(*)d|i(«)= f K(s, t)x(t)di,L{t).
T T

Таким образом, если мы докажем наличие интегрального
представления для любого оператора V&BiX, L°°), то, учитывая,
■что формула | U | = wx- (К) следует из теоремы 3, мы получим

утверждение теоремы.

Итак, мы можем считать, что U^BiX, L°°). Рассмотрим мпо-

экество Н2 всех функций вида

*о

£ (М) = 2 Хв. (*)**(*),
i=l *

:где множества В( е- SB(v) попарно пе пересекаются и х{ е- X

41 *S i *S i„). Очевидно, что Нг-— линейное множество. По лемме 2

Мг плотно в L4X]. Определим линейный функционал <р на Н2
ло формуле

Ф(£)=2 Jtf(*i)(')X».(*)<Me).
Предоставляем читателю проверку корректности этого

определения.

Так как в силу попарной дизъюнктности множеств Bt имеем

|<Р(£)1<-2 jl^(^)l^<Sv(i5i)||^««ari|| = |l^||lL||tl

то ф
— линейный непрерывный функционал на Н2, если мы

рассмотрим на Н2 норму, индуцированную из Ll[X]. Следовательно,
существует единственное непрерывное продолжение
функционала ф на пространство Ll[X], которое мы обозначим той же

буквой. Так как по лемме 2 в L*[X] выполнено условие (Л), то в

силу следствия 2 теоремы VI.1.4 найдется Я-измеримая функция
K(s, t) такая, что

Ф (L) = J L (s, t) К (s, t) dl (s, t), L^L1 [X].
в

'
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В частности, для Lis, t) = ХвЫагШ, В е- 2s(v), х e= X, получаем

f U (х) dv = ф (L) = f К (s, t) %Б (s) х (t) dl (s, t). (13>
В R

'

По теореме VI.1.1 функция \K{s, t)\ тоже порождает линейный

непрерывный функционал на L4X], поэтому преобразуя правую»
часть в (13) при помощи теоремы Фубини, выводим, что

'

f U (х) dv ~ f {f К (s, t) х (t) djx (t)J dv (*).'

В силу произвольности fi^Es(v), отсюда следует представление
(1). Доказательство теоремы закончено.

Следствие. Пусть Х — БФП на {Т, 2Т, ц) с условием (А)г
L°° = L""(S, 2S, v). Общий вид оператора U класса В(Х, L°°)
дается формулой (1), где K^L°°[X'\; при этом 11£Лк=
= vraisup||#(s, -)IU'.

Из теоремы 5 вытекают абстрактные характеристики опера-^

торов Гильберта — Шмидта и карлемаповских операторов (см..

Коротков [U).
Пусть в следующей теореме L1 — Ll(T, 2Т, ц), L°° = L™{T, 2Г, ц).
Теорема 6. Пусть Y — БФП на (5, 26, v) с условием ,(Ак

Общий- вид оператора U класса B(.U, Y') дается формулой

U (х) (s) = J К (s, t) х (*) dp (*), x e= L1, (1>
T

где Ке-Ь-т. При этом \U\ = vraisup||#(., t)\y,.
teT

Доказательство. Так как в У выполнёпы условия (B>
и КС), то в силу теоремы 4 нам надо только доказать, что любой

оператор U^BiL1, Y') допускает интегральное представление (1)..

Рассмотрим сопряженный оператор U* е- B((Y')*, L").
Пространство У канонически вкладывается в (У)*, причем в силу

теоремы VI. 1.6 это вложение сохрапяет норму. Обозначим через;
V сужение оператора U* па Y. Тогда V&BiY, L°°), и по

теореме 5 существует ядро К^ L°°\.Y'\, для которого

V(y)(t)=\K{t,s)y(s)dV{s), yz=Y.
s

В силу леммы 3 V — регулярный оператор, а тогда,

используя VIII из 1.1 аналогично тому, как это было проделано в

доказательстве теоремы 4, легко получить, что' для U имеет места

представление (1).
В качестве важного частного случая получаем
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Следствие. Пусть Lv = LV(S, 2В, v), 1 < p < °°. Общий
■вид оператора U класса B(L', Lp) дается формулой

U(x)(s)= \K{s,t)z(t)dn{t), же=£\
т

«где К е Lp,co. При этом || U || = vrai sup j J | К (s, t) \p dv (s) j P, если

1 < p < oo, и || U || = vrai sup | К (s, t) |, если p
= oo.

(8,<)=Я

Замечание. Это следствие нельзя распространить на

случай р=1, так как тождественный оператор в L40, 1) не

допускает интегрального представления (см. 1.2).

Интегральное представление Операторов давно привлекает
внимание математиков. Важнейшие частные случаи теорем 5 и 6
■были получены в 1930-х годах (см. Гельфанд [1], Данфорд, Пет-
тис [U, Канторович, Вулих [1], а также Канторович, Ву-
лих, Пинскер)*). При этом вместо абстрактного
пространства с мерой, как правило, брался отрезок 10, 1] с мерой
Лебега, а вместо, абстрактного БФП — подходящее пространство Lv.

Теоремы пунктов 1.5 и 1.6 в их настоящем виде получены
в статье Бухвалова [2] — этой работе мы следовали в нашем

изложении. Обзор по теории интегрального представления

операторов см. Бухвалов [3J, а также Короткое. Имеется и другая
постановка задачи об интегральном представлении, тоже идущая

-от Дж. фон Неймана 111:"когда оператор U в Ьг унитарно
эквивалентен интегральному? Здесь наиболее весомый вклад

принадлежит новосибирскому математику В. Б. Короткову (см.
Коротко в; Халмош, С а н д е pi.

§ 2. Операторы в пространствах последовательностей

2.1. Дадим описание непрерывных и, в частности,
компактных линейных операторов, переводящих пространство lv в 1Г

<1 <р<оо, 1<г<»),

Пусть U — непрерывный линейный оператор из, 1Р в Г:

у = Щх), x = {lk}^l", y = {r\t}^lr:

Обозначим /,(ж) = r\{ (i = 1, 2, ...). Так как

|/|(*)1 = 1ч,КМ«1£7111:с11,

то ясно, что. Д есть непрерывный линейный функционал в

пространстве 1Р. При этом ИДИ ^ II С/11. По теореме об общей форме
функционала в пространстве lv функционал /« может быть пред-

*) Теорему 5 часто называют теоремой Канторовича — Вуллха, а

теорему 6 — теоремой Данфорда— Петтиса. (Прим. ред.)
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ставлен в виде

^WsP, -L+± = i, Ы= |/»|, 1 = 1,2,... (1)

Итак, оператор U естественным образом определяет матрицу

а11 *12 *1Ь

°2Ь

*il "12 "ik

(2)

tti» — /i'^ft)» жл — 0, ..., U, 1, и, ...; i, к — 1, <ь, ...

i ... k—i
'

ft+i

Пусть a; = {|k> e ^ 3/ = {«»} e lT. Напомним обозначение для
«срезанных» элементов:

Ы„ = (|,, |2, ..., |„, 0, ...), 1у]„ = (т]1, т]2, ..., т]„, 0, ...),

и рассмотрим наряду с оператором U операторы

ип(х) = 1Щх)]п, Unm(x) = *7„(ЫИ), жеР.

Положим

f«№, * < ".

i> n,

и введем матрицы

'[«111» Ia12ln

[aife]n = { 0>
[«ifelmn —

0, i> n или к> т,

I{A]n~ i«ii]n "к2]п •■

lalfe]n

з
"ik

e
[alllnm [aialnm

И]*» = I [ailVm [a.2]nm

lalk]nm

[aik]nm J

anX-
0

-au

ani

an8 •••

0 ....

«12 ■••

an2 • ■"

anft
0

aim

«ran

:::
J

0 ..

0 ..

о о о о ]
Нетрудно проверить, что эти матрицы как раз и соответствуют

операторам U„ и Z7„m. В самом деле, сохраняя прежние
обозначения за элементами х и у

= U(x) и, кроме того, полагая Un(x) =
= UT]ftJ„>, 1/ят{х) = {l%Jnra>, будем иметь

27 Л. В. Канторович, Г. П. Акилов

r\=J\aiktk, i<n,

ю, i > п,
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т. е.
с»

[%]„= St«ib]nih, J = 1,2,...

Отсюда
т оо

Klnm = S [«.bin Ik = 2 [«iftlnm Ik, ■* = 1, 2, ...

1 ,jnm
fc=i h=l

Докажем, что последовательности операторов {[/„} и {Unm}
сходятся к С/ на каждом элементе из lF. Так как lim[j/]n = у,, то-

lim £/„ (ж) = lim [U (х)]п = U (ж), ж е Jp.
п-»оо п-»со

Отметим также, что ввиду очевидного неравенства H[j/]„U ^ Hj/ft
имеем \\Un(.x)\\ « Ш(ж)11 =£ ИСЛ11Ы1,' т. е.

IIUji< ИШ. (3)

Возьмем iV, M так, чтобы

ПЫт - «И < е, И£/П(ж) - Щх)\\ < е при т^М, n>N.

Тогда, если т> М, п 5* N, то ,

W(x) - Unm(x)W < W(x) - Un{x)\\ + HZUx) - Un{[x]J\\ <
< е + WJWx - [«1JI *£ е + Wh.

Следовательно, —

lim Vnm (х) = U (х), х е 1Р.
п,т-*оо

В случае, если U — компактный оператор, сходимость U„-*- U

и Unm -*■ U имеет место по норме в пространство линейных

операторов.- ■-

Теорема 1; Для того чтобы оператор U был компактнымг
необходимо и достаточно, чтобы Un—*" V или Unm *~Ur

■ • n-»oo n,m-*co

т. е. чтобы имело место любое из соотношений

lim\\Un — U\-0. или lim \Unm — U\=0. (4)

Д о к а з а-т« льство. Достаточность. Операторы Un и

£/„»,.компактны, так как они переводят Z" в конечномерное

(n-мерное) пространство. А тогда по теореме IX.2.3 будет компактным

и оператор U = lim Un = lim Unm.

Необходимость. - Обозначим через Г множество значений

U(x) при 1Ы1 ^ 1. Так как U компактен, то Г *— относительно

компактное множество. Рассмотрим далее операторы Vn:

Vn(y) = lj/J», У^1"; n = l, 2, ...

■■

Имеем

lim Vn (y) = y, yeir. (5)
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Следовательно, по теореме Гельфанда (теорема IX.1.3) на

относительно, компактном множестве Г сходимость (5) равномерная,

т. е. для всех уеГ недостаточно больших п (n>N)

Uyl« - J/" < е,

или, что то же самое,

Wn{x) - *7(ж)И < е, Ы1 < 1, п > N,

а этой означает, что

Шп-Ц\\<е, n**N. (6)

Таким образом, первое из соотношений (4) доказано.

чДля установления второго исходим из того;, что

UАх) = (/j(ar), /2Ы, ..., /«(я), 0,' ...).

Бели положить
та

fim (*) = /i ([*]т) = S OttEh. X = {|fe} S JP,

то для достаточно больших т. (т>М) будем иметь

{со
Шд

2 \а*М <1Г' «=^1.2.....ЛГ.

В таком случае

■* l(/i (*) —" /lm (Ж), U С*) — hm (Ж), .
.., /jy (Ж) — /Wm (ж), 0, . ..)J <

"

<-^ипии, ...,i,o, ..:)| = ^-|*|л^<ви.
Наконец, отсюда и из неравенства Н£7„ — J7WH *S 2е (и>Ю,.кото-
ров"' следует из (6), получаем

Шл(ж) - Unn(x)\\ = Ш.Ы - ип(ЫтП <

<И7.<*) - 17Я(*)П + Шп(Ыт) - ГМЫJH + WAx) - ^(Ыт)11 <

< 2е1Ы1 + 2е11Ыт1И- еЫ *S 5еЫ1.

Так как, кроме того, Шп—Щ «s e, то

ИСи-етКбе, n>N, m>M,

ш теорема доказана.
Замечайир. Формулировке данной теоремы можно придать

Другую форму. Прежде всего можно вместо оператора Unm
ограничиться оператором Um и сходимость к U заменить
сходимостью в себе. Таким образом, можно сказать, что для компакт-»

ности оператора U необходимо и достаточно, чтобы для всякого
$1*
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е>0

шп и„\Ь < е, п, p>Nt

Отметим теперь, что

|#пп|| = S«P
IMXi

2j «ifc£i£ft
i,fi=l

(7)

x = {lh}^lp, Ж' = (ЙеГ, -r + 4- 1.

Действительно, пусть X — Б-пространство. Обозначим через Fx

функционал в пространстве X*, определяемый элементом хеХ

(см. V.7.3). Тогда

1*1 = 1/^1= sup |*■«(/) 1 = impl/(*)|. /ex».

Если оператор £7 переводит X в пространство У, то

|£7| = sup J £7(*)|= sup sup | *(£7(*))|, жеХ, geP. (8)
WKi И<1 /tel|<i

Понимая под X пространство V, под У пространство £г и взяв

в качестве U оператор £/„„, будем иметь

*(#(*)) = 2 flttSiSi, x={th}e=lp, (9)

где последовательность ж' = |^| е /' определяет функциопал g
(llgll = Нж'И). Сопоставляя'(8) и (9), получаем (7).

Применяя формулу (7) к разности Unn — UPp (считая п^р),
можем записать предыдущее условие в виде

П р

i,ft=1 i,fc=l

<e, p>N,

для SUftP^l» 2 Uftl ^1- Иначе говоря, теорему можно

сформулировать и таким образом:
Для того чтобы оператор U был компактным,, пеобходимо и

достаточно, чтобы последовательность билинейных форм,
соответствующих «срезанным» матрицам Ы]„п, равномерно сходилась
в себе на единичных шарах пространств I? и V.

Это предложение по существу было установлено еще

Гильбертом.
2.2. Выше мы исходили из данного линейного оператора U и

по нему определяли матрицу (2). Представляет интерес
выяснить, при каких условиях данная заранее матрица (2) является

матрицей, соответствующей некоторому непрерывному или

компактному оператору.
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С помощью «срезанных» матриц мы можем образовать
операторы Unm, полагая

y
= Unm(x), ж = {!*) е= Zp, у = {\}е=1г,

т

2 «iftlfc, *<И,
k=l

О, i>n.

Теорема 2. Для того чтобы матрица (2) служила

матрицей некоторого непрерывного линейного оператора U из 1р в Г,
необходимо и достаточно, чтобы определенные по этой матрице

операторы Unn (или Unm) были ограничены по норме:

\\Unil\\ <К, п = 1, 2, ... [или \\UnJ s£ К (n, m = 1, 2, ...)]. (10)

Для того чтобы оператор U был компактным, необходимо и

достаточно, чтобы последовательность операторов Unn сходилась
в себе:

lim || £/„„-£/„„ || = 0*). (11)
П,р-*со

Доказательство. Необходимость. В случае, если

оператор U существует, то, как мы показали выше, имеет место

сходимость Unn -*■ U на V. Ввиду полноты пространств 1Р и V

нормы операторов £/„„ ограничепы в совокупности (теорема
Банаха — Штейнгауза; VII.1.2).

В случае компактности оператора имеем по теореме 1

limC/nn =U, откуда непосредственно следует (11).
П-»оо

Достаточность. Рассмотрим сначала поведение

операторов Unn на срезанных элементах. Пусть дан элемент x^lv такой,
что lx]m = х. Считая п &* тп, будем иметь

Unn(x) = (rjj, т]2, ..., т]„, 0, ...),
m

4i == 2j ail&ht x
~ (5l» ?2> • •

•■> 5m» О, . . .); I = 1, ijt .. ., П.

При этом в силу (10)

В таком случае {r\t} e f и, следовательно, существует

у= lim £/„„ (ж) = [ц.).
П-*оо

Итак, и последовательность Wnn) сходится на плотном в Z"

*) Для случая пространства Р теорема доказана Гильбертом (ем,
Гильберт).

4, =
-
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множестве срезанных элементов, и поскольку последовательность

норм этих операторов ограничена, то сходимость имеет место во
всем пространстве V. Пусть

U (х) = lim Unn (х), ге!р.

Так как для произвольного x^V

U ([х]т) = lim Unn ([х]т) = (rf?\ т](2т), ..., Tj£m), ...),
П-*ао

то при т -*• со получаем

U [х) = lim U ([х]т) = (т] т] .... т] ....),
где

Л,
= lim iff0 = S «ЦкЬк, -«='1,2

m-*co ft=l

т. е. оператор U соответствует матрице (2).
Если выполнено условие (11), то, очевидно,

U = lim Unn, ■

П-»оо

а так как операторы Unri компактны, то компактным будет и

оператор U. Теорема доказана.

Приведем некоторые следствия.

Следствие 1. Если Л — симметрическая матрица, то для

того, чтобы ей отвечал непрерывный линейный оператор из Z2
в I2, необходимо и достаточно, чтобы

sup |я4*Ч|<оо," (12)
п

где я4 — наибольшее по модулю собственное значение матрицы

°21 °22 • • • °2П I

-аП1*°П2 ••• «fmJ

Действительно, оператор Unn по существу является

оператором в n-мерном пространстве, образованном теми элементами,
все координаты которых, начиная с (п+ 1)-й, равны нулю. А тогда

||tfn«ll = Kn)|-
Таким образом, (12) означает, sup ||Cnn|j< °о, что совпадает с

я

условием (10).
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Следствие 2. Если матрица (2) удовлетворяет условию

|оо
г оо Пг/дШг

2|2ia**|9J ) <°°'
т

+ т=1' (13)

то этой матрице отвечает компактный оператор U, причем

\\и\\<в.

Действительно, оценим норму оператора £/„„. Имеем

г п Г n -jr/g Г п ]г/р
<2 21«ч*М 2|£*Н -<ДГ|*|'.

»=i L ft=i J Lft=i J

Следовательно, \\UnJ& < Б, т. е. выполнено (10). Поэтому

матрице А отвечает линейный оператор U, причем llC/П^Б.

Понимая под U„ оператор, определенный в 2.1, применим

найденную оценку для нормы оператора U к разности U — Un:

п

= 2
f=i

71

V t
*J aikbk
h=l

II {ею
Г оо "Ir/gil/г

2 S 1*4*1»
i=n+i I ft=i J J

Откуда ясно, что lim|]l7 — £/nl] = 0, а потому U компактен.
П->00

Замечание 1. В случае, если р
= г = 2, условие (13)

приобретает вид
J1/2

<оо.{оо
оо \1

2 2|«*|2
i=l fc=l )

Замечание 2. Если р=1, то условие (13) надо заменить

условием

{*
оо \1/г

2 sup la» И <сх>. (14)
i=i ь J

Доказательство проводится аналогично.

§ 3. Интегральные-операторы в пространствах функций

В этом параграфе указываются условия, при которых
интегральный оператор U'

y = U{x), y(s) = $K(s,t)x{t)dt, ssfl', (1)
D

«ваяется непрерывным (или компактным) оператором,

преобразующим одно пространство функций X в другое У. Большая
ОДбть результатов относится при этом к случаю X = LV(D), Y =

**Х*Ш') (I^p, q < оо)7 Где D и D' — ограниченные области
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ц-мерного, соответственно v-мерного, евклидова пространства *).

Не^умаляя общности, .будем в дальнейшем считать, что mes D = 1.

Функция K(s, t) — ядро оператора U — всегда предполагается

измеримой в области D' XJD, лежащей в (ц + у)-мерпом
пространстве, и, следовательно, для почти всех seD' функция K(s, t)
измерима по t, а для почти всех t^D измерима по s.

Факты, установленные в этом параграфе, находят важнейшее

применение в § 4 при изложении теорем вложения С. Л.

Соболева, которые в свою очередь играют большую роль в теории

дифференциальных уравнений математичеокой физики.
Большинство результатов этого параграфа представляет

обобщение теорем С. Л. Соболева об интегралах типа потенциала.

"Изложение здесь и в § 4 следует статье Л. В. Канторовича [Ц].
3.1. Теорема 1. Пусть выполнены следующие .условия:

1} Г J | К (*, t)r\ ей|1/Г< Сь г > 0, (2) ■

для.почти всех sel)';

2) [ J|Jf(«, «)ГГ&11/°<С1, <т>0, (3)

для почти всех t e D';

3) q>P, g>a, (i_-|-)p'<r**), p,g>l. (4)

Тогда интегральный оператор (1) является непрерывным

линейным оператором из пространства LV(J)) в L4W), причем***)

И^КсТ^сГ.
'

(5)

Доказательство. Преобразуем очевидную оценку дляч

\y(s)\:

V{s)\<\\Kfrt)\\x(t)\dt =
Ъ

= J" [\K{s, t)\°\x(t)\pnx(t)f1/p-1/q)\K(s, t)r°'4t.
D

Применим к последнему интегралу обобщенное неравенство

*) В §§ 3,4, в связи с больший количеством индексов мы обозначаем
конечномерное пространство через № или К", а не через Rm и Rn, как это

принято на протяжении всей книги.

**) Здесь и в дальнейшем штрихом обозначен «сопряженный»
показатель. Он определяется равенством i/p + 1/р' = 1.

***) Сформулированная теорема обобщена X. Л. Смолицким [1].
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Гёльдера (IV.2.4) с показателями

*,! = ?, l*=--i/p_i/q, Яз = Р' = ^1»^- + 1^
+ 1^=1 *)•

Это даст

■\У(')\< Г f \\K (s, t) |°| х (t) fdt]Ш\ f | x (t) \pdt]
l/P-l/g

X

X

Обозначая

Rlic^or1""**]' "'"■ W

w(i-f),
будем иметь в силу (2), учитывая, что mesJD — 1 и, по (4), Ж г,

U\K(s,t)tdt
l-1/p Г с . l-j-d-a/g) <:-

<

Используя это в (6), получим оценку для |i/(s)l:

^•(l-a/g)^ Ql-olq

\У(')\< 11 к (S; t)\°\x (t) \pdtJl9\x f-^cra/9. (7)

Оценивая с помощью этого неравенства llyll, находим
U/g

i/g
l-a/g

М=[Ли»)|в&Т'~<
< I f JI jr.(e. *) П * С) P#*П* 1Гр/дсГ

Ш'Г» J

= СГа/дК |* (*) Г (J IK(«, t) \°ds) dtj'9\xГ*"9<CT"4Z"\x\,
что и доказывает утверждение теоремы.
.Замечание 1. В случае, если фигурирующее в условии 3)

требование q^ а не выполнено, основное заключение теоремы
о том, что (1) есть непрерывный оператор из L" в L4, все же

справедливо. Действительно, если д < о, то, заменяя q на qi
= о,

сохраним неравенства (4). А в таком случае U -есть непрерывный
оператор из LP в L*» и тем более в L« (так как q<qi).

*) Мы предполагаем, что q > р > 1. Рассмотрение случая, когда р = д,
предоставляем читателю,-Случай р = 1 рассмотрен в. замечании 3.
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Если же не выполнено условие g > р, то оператор U будет
непрерывен из Lv в L4 в том случае, когда выполнено неравенство

. j А*—т)<г- - (8)

получающееся из (4) заменой д на qt = р.
Отметим, что (8) будет выполнено, если о ^ 1, г > 1.

Замечание 2. Ограничение mesД.= 1 не является,

очевидно, существенным. Его выполнения всегда можно добиться,
применяя преобразование подобия к области D. При этом в

некоторых оценках может появиться множитель А, зависящий лишь

от mee D и показателей.
Замечание 3. Отметим предельный случай теоремы, когда

р = 1, т. е. когда речь идет об операторе, переводящем Ll(D)

в ЬчОУ). В этом случае условия теоремы упрощаются. Именно,
чтобы оператор. U являлся непрерывным из Ll(D) в L4(D')t
достаточно, чтобы выполнялось условие

Г ^\K{s,t)fdsY'q^C, \У)

для почти всех feJD; при этом для нормы оператора U имеет

место оценка
Ш\\ < Сг.

Таким образом", условия 1) и 3) отбрасываются, а условие 2)
должно выполняться для о = д.

Доказательство теоремы в этом случае также упрощается,
так как при установлении (6) будет отсутствовать последний
множитель, и достаточно будет использовать обычное

неравенство Гёльдера.
Замечание 4. Отметим другой важный случай, когда д = <».

В этом случае теорема формулируется так: интегральный
оператор (1) переводит LP(D) в //"CD'), если выполнено условие (2)
при некотором г > р'. Норма оператора U оценивается с

помощью неравенства
ШИ < С,.

Доказательство в этом случае получается непосредственным

применением неравенства Гёльдера к (1).
Замечание 5. Теорема сохраняет силу и в том случае,

когда в неравенстве (2) правая часть зависит от s, именно, если

неравенства (2) и (3) заменяются следующими:

Г J | К (s, t) Ы1Л*<С& {s)x (2a)

f[[[\K(s,t)\(W(s)f0-1]odsJ,0<Cz. - (За)

В частности, сохраняется и неравенство (5)..
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3.2. Переходим к описанию компактных операторов. Докажем
сначала простую теорему.

Теорема 2. Интегральный оператор (1) является

компактным оператором из U'iD) в Lq(D'), если его ядра суммируемо
в области DXD' со степенью г', где r = min(p, <?'), т. е. если

Г f f | К (s, t) fdt dsYlr,< C<oo. (9)
[b'b J

Дпи этом

WW.^AC, (10)
еде. можно принять

4=[mesDT(r'/e)\

Доказательство. Прежде всего установим

справедливость указанной оценки для нормы оператора U. Пользуясь
неравенством Гёльдера, имеем

< Г j" | К (s, t) \r'dtYr'l JI * (*) \PdtYP= \x\U\K{,,t) 1"яТ
aОтсюда

I

Учитывая, что r^g' и, следовательно, г' > g, применим к

внешнему интегралу неравенство Гёльдера с показателями — и f—•];
это даст

II.KHЦ [ JIК («, t) \"dt~\ 4 i'{| 1*Т' ds\yW У^АС ||*||,

««куда и следует (10).
Ядро К есть элемент пространства Lr' (JDxD), поэтому

найдется такая последовательность непрерывных ядер К„, что

Г f J | К (s, f) - Kn (s, t) \r'dt dsY <̂en, n = l, 2, ,.., (11)

*jpp. e» -»- 0. Обозначая через Un интегральный оператор с ядром
<С(»9 *), получим, что Un компактен (см. IX.2.1) и согласно

СЮ) к (11)

W.-Ui^Atn, « = 1,2, ...,

fv е. последовательность Ш„} сходится к U. А тогда оператор U
Юйшактен (теорема IX.2.3).
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Замечание. Если ядро K(s, tX таково, что

Б = П | | К (s, *) |р ей ds\ < оо, (12)

то оператор U является компактным оператором из LP(D) в

L"(D'), причем ШИ ^ В.

Доказательство этого утверждения аналогично доказательству

теоремы.

Теорема 3. Пусть соблюдены условия 1) и 2) теоремы 1,
а условие 3) выполнено в усиленной форме:

,
ч>р, q>o, (i--|-)p'<r. (13)

Тогда интегральный оператор (1) является компактным

оператором из Lp(D) в L"(D').
Доказательство. Выберем число р < г так, чтобы

соблюдалось условие (4)

(!--!■)•<*
и введем ядра Kj.s, t), полагая

Kn(8,t) =

Оценим величину

— п, — n > K(s, t),
K(s,t), — «<#(s, *)<«,
n, К (s, t) > n.

С?° = vrai sup If | К (s, *) - Kn (s, t) \pdt\1,P <

<vraisupj f \K{s,f)\pdt\l/Q,

где через Л„Ы обозначена совокупность тех точек из D, для

которых \K(s, t)\ > п. Если t^.dn(s), то, так как \K(s, t)\>n,

|*(*.*)|Р<-^|*(*,*)|Гг
а потому

Cr<vraisup( f ^-|^(S,t)r^T<n1-r/pCi/p.
Обозначая через £/„, как и раньше, оператор с ядром Kn(s, t)
и применяя для оператора U

— Un оценку (5) теоремы 1 (с ааме-
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ном С, на Cf)<n1"r/pCi/p), получим

\и-ип\\^ (n1-*,l,Ci,f>)1-a/qCl,qt

откуда вытекает, что lim \U — Un \ = 0.
71->оо

Поскольку ядро оператора Un ограничено, то оно суммируемо
с любой степенью; следовательно, по теореме 2 оператор U„
компактен. А тогда и оператор U, являясь пределом
последовательности компактных операторов, компактен (теорема IX.2.3).

Замечание 1. Утверждение теоремы остается в силе, если

даже в третьем из условий (13) имеет место знак равенства, но

существует такая возрастающая функция Ф(Я) (Я ^ 0), что

отношение Ф(Я)/Я, возрастая, стремится к бесконечности при К -*- °°,

причем неравенство (2) выполнено в усиленной форме:

(f[<D(|K(«, wrf"-^!.
Замечание 2. Теоремы 1—3 справедливы и в том случае,

когда D и D' — произвольные пространства с конечной мерой
■{в доказательствах при этом потребуются лишь незначительные

изменения). Более того, их можно обобщить на широкие классы

идеальных пространств.

3.3. Введем в рассмотрение пространство Lip В всех функций,
определенных в области ГУ и удовлетворяющих там условию Липшица с

показателем В (0<В=^1); у е Lip В означает, таким образом, что существует

лостоянная В такая, что

|j/(s+As) — y(s)\ <;B|iAs|p (отрезок [s, s + As] входит в D'),

яде под | As | понимается длина вектора As в v-мерном пространства
Очевидно, что всякая функция у е Lip В допускает единственное непрерывное

распространение на замыкание £>'. Действительно, если s„ -*- s, s„ e D',
-s e £>', то

Следовательно, {y(sn)}—последовательность Копта, откуда существует
g/(s) =limj/(sn). Опять, пользуясь условием Липшица, проверяем, что

y(s) не зависит от выбора sn->-s. Так как продолженная функция у,

очевидно, удовлетворяет условию Липшица на Б' с тем же показателем В, то

щ непрерывна на компакте U. Таким образом, определено естественное

вложение Lipp в C(D') (см. IV.4.4). Норма Lip В определяется соотношением

Ш = S«P
li/(S + As)7y(S)l + sup | у (s) | = Cp (y) + lif |c.

[s,s+As]cr»' | As \p «ев'
'

.'Предоставляем читателю проверить, что при этом Lip В обращается в В-про-
•странство.

Рассмотрим более подробно случай интегрального оператора (1), когда
множества D и D' лежат в одном и том же пространстве, а все особенности

•ядра K(s, t) сосредоточены на «диагонали» множества D'y^D, т. е. при
* = t. Для s ф t будем предполагать ядро дифференцируемым по

координатам точки s. Черев \s — t| будем обозначать в дальнейшем расстояние
;между точками s и t, иначе говоря, длину вектора s — t.



430 ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ОПЕРАТОРЫ (ГЛ. XI

Для указанного случая имеет место -

Теорема 4Пусть ядро R(s, t) таково, что:

1) • {J [ I glad, К (в, t) | • | s - 111"*]'*р< Е, (14>

где через grad, обозначен зрадиент, вычисленный по переменной s;

2) (ГГ1£&4П'ЛГ<^ (!5>

Тогда интегральный оператор (1) отображает пространство V (D) («
любое L*(D) при р ^ г') е пространстве LipP причем

Се(у) < [Е + (2» + ЗР)Л 11*11. (16>

Доказательство. Возьмем произвольный отрезок [s, s + As],
целиком лежащий внутри ГУ. Для приращения функции у = и{х) вдоль
этого отрезка имеем

1 у (s + As) - у (я) 1 = И \К (s + As, t) - Я (s, «)1 * («) Al-»Ml=-|jV

:[l" (s-f-As, t) —JC(«, *)1ГЛ
1/r

1*1^. (17>

Для оценки первого множителя разобьем область интегрирования на

две части: Dt—пересечение D с шаром \t — s\ ^:2|As| и Da = b\Di. Для
интеграла от \K(s, t) |r no Z>i имеем

п\кь *)г*г-гj (^7,s-M41/P<(2|As,)eF-
Аналогичная оценка верна и для интегралов от |i£(s + As, t)|r с

заменой множителя 2е на 3е, поскольку

|s+As —1\ < |s — *1 + |As| <3|Да|.
Учитывая ато, находим

/г

/j = Г j |К (s + As, t) -К (s, t) |rA j
"

<
Г J | К (s + As, t)|rdt"|i;r+ Г J | if (s, ON*]1^ (2P■+ 3P) F | As |P. (18>

Далее,
ll/r

Ja = Г J |if(s + As, t) — К (s, t) \TdtY

<H\ j |gradxif(^t)|^ A

*) Выражение \ <p (K) dk следует понимать как интеграл по отрезку

< -

[s, s ± As] в пространстве Rv.
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При этом, так как feDZl то |Х —1\ 5* |« — *1— IX — s\^\s —1\

— 11 и, следовательно,

в+Д* -|Г \1/г

1
— | As|^"-2~ | s — 11 и, следовательно,

'!.<*-*

{Гв+Д*
-1

j j" (| gradx * (X, t) 11 я -1)11_е)г^

1/г

*+А* 11/г1/г' fs**~as I1

рр J dX J [ | gradv* (X, *) 11X - i I1-*]'*!^LisT)'-" { I ^ '-llgrad^ifCX, t)IIX-«|z-prdtJ <

<|As| E=\As\Qe. (19)
Сопоставляя (18) и (19), получим

Г j | К (s + As, t) - К (s, «) \Tdt 11/Г< 7X + /a < [E + (2P + 3P) F] | As |P,

а тогда по (17)

|У(^^1Р-У(8)1<^ + (2Р+ЗР)ЯЦ,||,

что и приводит к (16).
Оценка максимума модуля y(s) может быть получена на основании

того, что в силу условия (15) U есть непрерывный оператор из Lr(D) в

Х~(Ь') (см. замечание 4 к теореме 1), а потому

maxl^(»)| <Л||х||

Вместе с (16) это неравенство и устанавливает непрерывность оператора U.
Замечание 1. Так. как функции, имеющие ограниченную норму в

Xipp\ равностепенно непрерывны и равномерно ограничены, то из
доказанной теоремы следует, что если ядро K(s, t) удовлетворяет условиям (14) и

(15) для некоторого Р >0, то оператор (1), рассматриваемый как оператор
яга Lr(D) в С (С), компактен.

Замечание 2. Утверждение теоремы сохраняет силу н для случая,

-когда р
= оо. Именно, если условия (14) и (15) выполнены для г = 1 и

некоторого Р>0, то оператор J/— непрерывный оператор из L"°{D) в LipP,
■причем

СР(у)<[£+(21» + ЗР)Л11*1|.

Как и выше, рассматривая U как оператор из Lm(D) в С(£>'), получим, что
■он компактен.

Отметим, что обобщение теоремы 4 на БФП получено в работе Берко-
■лайко и Рутипкого [1].
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3.4. Рассмотрим теперь случай, когда ядро оператора U
зависит от параметра.

Будем говорить, что функция Kx{s, t) при т = т0 почти

равномерно непрерывна по параметру т относительно s и t, если,
каковы бы ни были е>0, А>0 и s, найдутся б>0 и

множество A(s) такие, что \KT(s, t) — K^is, t)\ < e, как только

It — t0I < б, t& A(s), причем mes A(s) <h *).
Понятие почти равномерной непрерывности используется в

следующей теореме.
Теорема 5. Пусть ядро интегрального оператора почти

равномерно непрерывно относительно т при т = т0 и для каждого

т удовлетворяет условиям теоремы 3, причем все вводящие в

формулировку этой теоремы постоянные (С,, Сг, а. и т. д.), не

зависят от х. Тогда интегральный оператор £/т

Ух = Ux (х), yxis) = J Кх {s, t) x (t) dt,
D

xe=L4D), yx*zL4D'),, (20)

непрерывно зависит от параметра в том смысле, что

lim||£/T-tfTJ = 0.
?-»то

Доказательство. Имеем

У*в (s) - У-г (s) = | [#т„ (s, t) - К% (s, t)] х (t) dt.
D

Используя обозначения доказательства теоремы 3, оценим

постоянную

С?> = vmsup Г j | К%о (s, t) - К% {s, t) \pdt]1,P.
Считая б>0, 4>0и s заданными, найдем согласно

определению почти равномерной непрерывности" соответствующие им

б>0 и A(s)czD. Тогда, полагая для простоты р5* 1 **), получим

Ц/р

U\KX9{s,t)-Kx(sxti\pdt]

<\ f \Kx(s,t)-Kx(s, t)\*dt]

*) Значения параметра т— точки евклидова пространства. Однако
можно подразумевать под т и элементы произвольного метрического
пространства.

**) Если р < 1, надо воспользоваться неравенством
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fi"
11/P

| \Kx(s,t)-Kx(s,t)\pdt\ <
А(«) J

< е [mes Z?)1/p+ f j KTq(s, t) - #T (s, t) \'Tdt \ \ j dt R'T) "<
LAW J La(s) J

< e [mes D],/p + 2C1h1/p~irr.

Следовательно, C[p) < e [mesD}Vp + 2C1/i1/p-1/r, т. е. величина:

CiP) для оператора £/То — Ux может быть сделана сколь угодно,

малой. Поскольку согласно теореме 1 (см. 5))

lUr0-Uxl^[cip]]1-°iql2Ci)°\
то || U% — Ux | также сколь угодно мало, что и доказывает

утверждение теоремы.

Замечание. Теорема непосредственно применима к случаю,,
когда q = °° (ср. замечание 4 к теореме 1). Точнее говоря, если

г>р' и выполнено (2) (при каждом т), а ядро K^s, t) почти

равномерно непрерывно по параметру при т = т0, то имеет место-

непрерывная зависимость оператора (20) от параметра т. Здесь.
это обстоятельство означает, очевидно, что по tj > 0 можно

подобрать Я > 0 так, что

\yr0{s)
— УхЩ<Ц, |т0 —т|<Я, seD'.

3.5. В заключение рассмотрим случай ядра специального типа..

Именно, считая, что множества D и D' лежат в одном и том же

^пространстве, будем рассматривать ядра вида

*(М) = р^1 (21>

где B(s, t) — ограниченная функция, непрерывная при s¥=t~

"Ядра указанного вида называются ядрами типа потенциала.
Чтобы такое ядро было суммируемо по t со .степенью г,

точнее говоря, чтобы было выполнено (2), достаточно потребовать,,
чтобы тог < п.; условие (3) будет выполнено, если ma < v. Таким

образом, в качестве г и о можно взять числа, сколь угодно,

близкие к u/то и v/m соответственно. Условия (4) запишутся при.
этом в виде

9>л ff>_L, (i_JL)p'<JL* -^rl *
т \ mqlr m

Принимая во внимание замечание 1 к теореме 1, можно, таким

обравом, сказать, что условия

^ц-аГ-^ v>u,-0*-«*)P (22>

. «Л.В, Канторович, Г. П. Акилс)в
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гарантируют непрерывность оператора (1) с ядром вида (21),
рассматриваемого как оператор из L"{D) в L"(D'). Поскольку
при этом выполнены и условия теоремы 3 (с учетом
аналогичного замечания), то из (22) вытекает и компактность.

оператора U*). В частности, когда то=и.—1, условия (22)
принимают вид

<7<jT^Tp, v>n-p. (23)

Теорема 4 применима к рассматриваемому случаю при следующих
условиях. Так как, очевидно,

| grags К (srt) | < + т
~

,

|gradgg(s, t)\ \B(s,t)\

lf^—
+ m{s-t

тго выполнение условий (14) и (15) обеспечивается, если

l-npad *(, <)Г I"'

sec IJ \s—t\(m+V~1)r

(i»+P)r<ji.
•

. (25)

При этих условиях оператор (1) является непрерывным оператором из

пространства Lv (D) в пространство Lip р. -

Если рассматривать ядро K(s + As, t) как функцию
параметра As, то- (поскольку по выключении некоторой сколь угодно

малой окрестности точки s ядро Kis + As, t) становится равно-

. мерно непрерывным по параметру As при As = 0) на основании

теоремы 5 заключаем, что

Ит||Е/Д8-Е/|| = 0,
Дя-»6

где £/д, — интегральный оператор с ядром K(s + As, t). В

частности,

f | у {s + As) — у (s) \q ds -> 0 при As->0 **).
b>

Аналогичным образом, пусть D' есть v-мерное многообразие,

непрерывно и гладко зависящее от параметра т, D' = D%, т. е.

многообразие, образованное точками s + <p(s, т), где s пробегает
область Д>, a <p(s, т) -*■ 0 при тт»-0, равномерно относительно s

и, Кроме того, lq>(s, т) — <p(s', t)I<ccIs — s'\ (a < 1). Тогда

*) Действительно, первое иг соотношений (22) равносильно

неравенству [ 1 — ] р' < -И.. Если "при этом з < р, то второе иг условий (22) обес-
\ mq J m -

печивает выполнение неравенства (8).
**) Здесь и ниже под у понимается результат применения оператора

U к некоторому ie£'(D): у = V(ж).



§*] ТЕОРЕМЫ ВЛОЖЕНИЯ СОБОЛЕВА 43S

функция у, рассматриваемая на многообразии Dx:

Ух {s) = У {s + Ф (s, т)) = [ К (s + ф (s, т), J) af(0 dt,
- b

непрерывна по-т в метрике пространства L9(d'o), т. е.

:. -\У9 -- Ы1 = I [ I #о <*) - Ух (*) 1**р^ °"

Резюмируя сказанное, можпо сформулировать следующие две

теоремы.

.Теорема 6. Если выполнены условия (22), то интегральный
.оператор с ядром типа (21) является компактным оператором,
отображающим пространство LPW) в Ь9Ф'), где D — ц-мерная
область евклидова пространства, D' — v-мерное многообразие в

нем. При этом, если это многообразие непрерывно зависит от

параметра, то и у = U{x) будет непрерывно по параметру. В

частности,

- limf \\y(s + As)-y{s)\Qds]1/q=0.
'

(26>
Д«-»о [ х>' J ;j>

Замечание. Теорема справедлива и при q = °°. Условия
(22) при этом заменятся следующими (см. замечание 4 к

теореме 1):

(и. - тп)р > и. (27)

Соотношение (26) запишется в рассматриваемом случае в виде

sup| у (s + As) - У («) 1^,0.
$то означает непрерывность функции у, т. е. фактически
оператор U переводит в этом случае LP(D) в C(D').

Условие (27) можно переписать так: тр' < ц. А тогда,

применяя замечание к теореме 2, получаем, что U будет компактным

оператором из LP(D) в L°°W) (и, следовательно, как было

покарано, в C{D')). Таким образом, справедлива
.. Теорема 7. Если выполнено условие (27), то интегральный
оператор с ядром типа потенциала является компактным

оператором, преобразующим пространство LV{D) в

пространство CW).

§ 4. Теоремы вложения Соболева

В различных вопросах математической физики и других
областей анализа большую роль играют взаимоотношения между
дафференциальными свойствами функций. Так, в известных

случаях, зная интегральные оценки частных производных, можно
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сделать заключение об ограниченности или даже непрерывности
самой функции. В ряде случаев по поведению функции во всем

пространстве можно судить о ее дифференциальных свойствах

на некоторой поверхности и т. д.

В главе VI мы использовали уже идею, что одна и та же

функция может быть рассматриваема как элемент различных

функциональных пространств. Здесь эта идея будет развита
дальше и более систематическим образом. Пространства, изучаемые
в этом параграфе, характеризуются теми или иными

дифференциальными свойствами входящих в них функций, так что,

«ели одно такое пространство есть часть другого (в теоретико-
множественном смысле), то группа свойств, характеризующих

первое пространство, влечет за собой свойства, характерные для
элементов второго пространства. Далее, сопоставляя в зтом

случае функцию, рассматриваемую как элемент первого

пространства, ей же самой, но рассматриваемой как элемент второго

пространства, мы получаем оператор вложения, изучение

которого дает возможность не только уточнить установленные уже

качественные связи между различными свойствами функций, но

и охарактеризовать эти связи количественно.

Результаты этого параграфа принадлежат в основном С. Л.

Соболеву (см. Соболев — I, II) и играют фундаментальную роль
для приложений в математической физике.

4.1. В дальнейшем важную роль будет играть следующая
лемма об интегральном представлении дифференцируемой функции.
Лемма 1. Пусть x(s) — непрерывно дифференцируемая

функция, определенная в ограниченной выпуклой области 1)<=ЯЙ.
Справедливо тождество

х{5)=* \х (t) а - i Г **(*'}
t У* *. (1)v '

mes D J w
*-{ J I s _ t il*—i Dt.

' v '

где

*ьЬЪ="^» ^Zl] =£(M)cos(Mfe), * = !,....P, (2)

y '
\i,mssD

'

d = d(s, t) — длина содержащегося в D отрезка луча, идущего ш
s через точку t, I — единичный вектор этого направления, R =»

= \s — t\ —расстояние от t до s, tu ..., £„—координаты точки t,
cos (l, th) — косинус угла между направлением Т и координатной
осью th.

Лемма 1 является частным случаем более общей леммы,
которую мы сформулируем и докажем ниже. Сначала введем
необходимые определения и обозначения.
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Пусть D — область пространства R», a Dt — ее выпуклая под-

рбласть. Будем говорить, что область D является звездной

относительно подобласти Du если для каждой точки s&D отрезки,
соединяющие s с любой точкой t^Dt, содержатся b<D. Тело,

образованное всеми такими отрезками (s — фиксированная точка,

a t пробегает все D,), будем для краткости называть иконусом»

с вершиной в s и обозначать через V,. Заметим, что если s <sDu
to7. = D,-

Пусть s^D, isF,. Обозначим через dz = d2(.s, t) длину
содержащегося в У, отрезка луча, идущего из s через точку t; dt =

= d,(s, t) = max (Is — *l, fiiis, t)}, где Si(s, t) — длина отревка

упомянутого луча, содержащегося в V.\Dt. В частности, если D —

выпуклая область и Dl = D, то VB = D для каждой точки s e Eft
причем dz(s, t)=d(s, t)=d (см. формулировку леммы 1), di{s,t)=

Введем еще следующие обозначения. Пусть ос = (а4, ..., а„)—
мультииндекс,' т. е. ц-мерпый вектор с целыми неотрицательными
компонентами. Положим |а*|.= а,+. . .+ а„, a!=?ai!. ..а„!; если

t = tit, ..., in) — точка с координатами U, ..., t», то

t -h ...Гц, L>:z(r)
—

——.

В дальнейшем .^^ будет обрзначать суммирование по всем

мультииндексам а, для которых lal<&, k — целое

неотрицательное число.

Лемма 1а. Пусть D— область пространства i?", звездная
относительно выпуклой ограниченной области Z), с: Д a x(s) —

функция, определенная в D и имеющая непрерывные
производные до порядка I включительно в D. Пусть ш(в) — суммируемая
функция, определенная на В*, равная нулю вне D1 и такая, что

х = [co(f)d*= [b)(t)dt=£0.
fiH Dj

Тогда для каждой точки s^D справедливо равенство

*ю = -И 2 -k \Dax{t){S-tf(,{t)dt +
[Ja|<l-i

'

f^

w(s,t)= j" Js + p
'-* Yp^dp. (2')
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Доказательство*). Доопределим функции Dax(t), \a\ < Z,
нулем вне D.

Пусть s — произвольная фиксированная точка области D9
ate Di. Справедлива следующая формула Тейлора:

W = "2 -я-я"* (*)<«-9е +
|<х|«/-1

1

+ 1 2 4г f С1 - ")'_1(*- tf(Dax){t + u(s- t))du.

Умножим обе части этого равенства на (ait) и проинтегрируем
по if (по существу по £М; тогда после деления обеих частей

равенства на v. получим

*«='-И 2 -|- f да* (*)(*-*)" ю (*)d*+
||ак(—1 д

Слагаемые первой суммы в правой части полученного

равенства совпадают с аналогичными слагаемыми в формуле (1').
Осталось преобразовать интегралы, входящие под знак второй суммы,
к виду соответствующих слагаемых в формуле (1'). Для этого на

основании теоремы Фубини переставим в них порядок
интегрирования и произведем замену переменной интегрирования,
полагая t + u(s — t) = z, а затем еще раз применим теорему Фубини-

Учитывая, что при указанной замене t = ■

._ ,
s — t = j^_—,.

dt = ——, получим
(1 - u)^

3

l

Ja = I j" (1 - u)1'1 (Dax) (* + «(« — t)) {s - tf to (t)dt du =
« RP

*) Формулировка и методика доказательства леммы 1а в существенною
позаимствованы из работ Ю. Г. Решетника и Б. И. Буренкова.
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Заменяя теперь
~z|

на р, будем иметь

RH
' Xl*-2| '

Ври фиксированном s функция

tp(s, z)= j o(s+p ^T^ Jp^dp^

J 4+pi^r)p,l~ldp
dj(s,z)

обращается в нуль вне «конуса» Vs. Поэтому окончательно

Ju = \ ГГх (z) ,(*~г)" и> (s, 2) Л.

Лемма 1а доказана.

Следствие 1. Положим в лемме 1а 1 = 1, <a(s)sl на Dt
(юЫ = 0 вне D,). Замечая, что тогда 5t = mesDi, a

dJLs.t)

с dP — S*1

лолучыл на основании (1') и (2') следующие формулы:

*м=-* f *<*)*-£ Г^й-М^л, (3)w
mesD J w ^J #*b Is—t|^_1

Z>1 ^У,
* ' '

где
^* ^M1 j s

Sk (s, t) = -J =1- -^ b- = В (s, t) cos (I, th)ti (3')

d? — <#
£(M) =

"2 1

ц mes Dx
'■

]Sos(j, thYимеет тот же смысл, что и в лемме 1.
• Если, кроме того, предположить, что D — выпуклая

ограниченная область, то, полагая DX = D, получим из (3) и (3')
соответственно формулы (1) и (2).'
■■'-'" Замечание. Если ограниченная область D является звезд-
йой относительно выпуклой области DtczD, то для каждой точки

$sDt наряду с представлением (3) имеет место также представ-
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ление (1). Это следует из того, что если se/),, то отрезок,

соединяющий ее с любой точкой tsD, содержится в D. Этот факг
используется уже в формуле Тейлора, которая являлась исходной'
при доказательстве леммы 1. Полагая, далее,. <o(i) = 1 в D и

юШ =0 вне D и поступая, как и при выводе формулы XI'),
придем к формуле (1).

Следствие 2. Предположим, что функция со (г),
фигурирующая в лемме 1а, является 1—1 раз непрерывно

дифференцируемой в /?ц и она вместе со своими производными до порядка 1 — 1
включительно обращается в нуль вне Dt. Тогда, преобразуя
слагаемые первой суммы в правой части (1') путем интегрированиям
по частям, получим следующее тождество:

*(«) = \x(t)L\s,t)dt+ 2 IV*(*) ,Ьа(';Д dt, (4>

где

L(s,t)= 2 -^ПГЯ? [(*-*)"«(')], (5>
|a|«J-l

" '

- мм>= aL f.zTt"^ (|al = Z)' (5#>

а у. и w(s, t) определяются так же, как и в лемме 1а.

Пусть D — выпуклая область в R*, ограниченная достаточно*

гладкой поверхностью S. Пусть Bh(s, t) — функции,
фигурирующие в формулировке леммы 1.

Лемма 2. Функции Bh(s, t) таковы, что интеграл -.

Г | ВГгаД. Д„ С, Q f м (6>

ограничен независимо от s, если только г< —:ri~> a $>0 на-

столько мало, что (ц — 1 + р)г < р..

Доказательство. Так как

B„(.s, t) = B(,s, t) cos (Г, th),
TO

\gT&AeBk{s, t)\^
< Igrad.fiG, *)llcos(?, th)\ + Wis, *)llgrad, cos (I, th)\ ^

< |gradsB(s, t)\ + K/R, R= \s-t\y

где К
—

некоторая постоянная.

Справедливость утверждения леммы для слагаемого K/R

вытекает из условия (ц'— 1 + р)г<р.. Проверим утверждение

леммы для первого слагаемого. Поскольку В(s, t) = е8д
К
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у^ (d1* — /?й), и: для /?" лемма, очевидно, верна, остается доказать

ре лишь для функции £?".
Обозначим через и точку пересечения луча, определяемого

вектором Т, с границей области D, через й=Ы,, ..., А») —
единичный вектор нормали к поверхности S в точке и (А{, 1 ^ i <

< и.,— проекции вектора й на оси координат), а через <р
—* угол

между Г и п.
•

Пусть s = s-\-heh аде е,
— единичный вектор, направленный

Но /-й координатной оси,— точка, близкая к s. Пусть й — точка

пересечения луча, исходящего из s в направлении к t, с

границей области D, а <р
—

угол между этим лучом и введенным выше

лектором п. Пусть, наконец, v — точка на касательной

гиперплоскости к поверхиости S в точке и, являющаяся основанием

перпендикуляра, опущенного из й на эту гиперплоскость.

Запишем координаты точек и = (it,, ..., щ) и й = (Si, ..., йц)
в виде

и{.= st + (t, — sJHs), ы,- = Si + (tt — $i)r(s), KK(i.
Тогда

d{s) = lit - s| =ris)\t- s\ = r(s)R(s),
dis) = \u -s\ = r(s)U— s\ = r(s)7?(s).

Найдем производную _от функции d(s) по координате в,. Имеем

, ,.
,. d(s-i-hej)-d(sf r(7)RU)-r(s)R(s)

= lim\r(S)--r{s) ИЙ+ *(gT*Wr(4 (7)
ft->o L ft ft J

Очевидно,
R(7)-R (s) „, ,

__ ij-tj
Л ft^o HSj (s) щр-. (8)

Чтобы найти предел первого отношения в правой части (71,
апзедставим As) и As) в виде

rf
\ d(s) I ц — s | cos ф (ц — s, n) j=i

jq»

^~~ЯЫ~~|*-*|созф_ («_«,£)
""

£,
' W

2j4i('i-si)
i=l

_ ,
. d (s) I и — si cos ф (и — s, n)

jp ^S) = ;-;- = ! —
— — =

R (s) I * — * | cos ф (t — s, n)

.' (it — p, w) -|- (t; — u, n) -\-(u —s, n) i=i

(t — 7, n)

»—v I + 2 Mui~si)~ Ajh
. (10>
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так как вектор u — v коллинеарен вектору п, a v — и

ортогонален Я и, кроме того, s = s -Ь hes — (s,, ..., s} + h, ..., sM).
Заметим, что в силу предположений относительно

поверхности, ограничивающей D,

Используя соотношения (9)—(11) и вводя обозначения

и и,

Р = S Ai ("i ~ *i) = d (s) COS ф, Q = 2 Ai (*i ~ $$ = R (s) COS ф„
i='l i=l

получаем

r(7) — r(s) "|к —i;| 1 f f~^ P j ^(/> —<?)-,'Ib-iM ,
1 [ f-^ P I ^(P

A (<? — ^A)
+

A I (> — Ajh Q \£?o qQ*

Aj(d(s)-R(s))
Л2 (s) cos ф

(12)

Таким образом, на основании (7), (8) и (12) имеем

*М*' - Я(8)С08ф
+

Л2(8)
G(S)-

|s.— t.l

Отсюда, поскольку \А}\ < 1 и 'я is) ^ ^' вытека10т оценки

- \rf I \\<^
^— ^

_J_
^ -г-" 9

^

|a»iW|<»fl|cos9| + "S' ^Л|со8фГ

1grad8dK2^2_l_.
Таким образом,

|gradsdw|<2n3/2
<ЗР

R|cos ф|

*) Докажем это соотношение. Прежде всего, в силу предположений
относительно поверхности

|S — »|<i4|i>— ы|2<4|в — к|2, (*>

где А —константа, зависящая от свойств поверхвости. Отрезок йи

находится в плоскости прямых stu и StS. На прямой tts~ возьмем точки w и г\

такие, чтобы прямая uw была параллельна ss, а прямая т\ перпендикулярна
BS. Пусть ф (3) — угол между прямыми йи и US. Тогда

|к — -п | |и — w\ d—R ~ rf — Д
,

и
— и\=- = <! =: = = s — «i=- ~h. (**>

•

'

sinip(s) sinij>(s) Rsinty(s)' /?sun|>(s)

Сопоставляя (•) и (»»), получаем
/ d — R \2,,

V/?siniJ)(s)/

откуда и следует (11), так как в силу выпуклости области D имеем?

sin ф (3) отделен от нуля при s ->■ s.
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Яоэтому

I ««>&.*» Г ^ 0Г,.(3/2)Г
- Я>*

■<^v
. д(ц-а+Р)г

-^ f

Л<^1+»>г|совфГ*

jjjjifl оценки интеграла от этого выражения отметим, что

dt = cos ш dS dR,
du-i .-

где dS — элемент поверхности S, ограничивающей область D.
Отметим также, что в силу условий леммы

иг— (ц-1 + р)г+1>цг-ц+ 1>0.

Учитывая сказанное, получим

Г '^Г ■ dt
.

Г cosy (t^-^-^R^)s
Iд(ц-1+Р)г | cos ф Г

~

J | cos Ф Г I ■) *№-i+W /
° **

|С08фГ J |С08фГ \ J Л1М.-1+Р^ /

gHr-(H-l+P)r+l Г JS

(г
— (Ц.'— 1 + р)Г J |созф

1Г-1

в, поскольку г < —j£-j- ^ 2, а следовательно, г — К1 и,

учитывая условия, наложенные на поверхность, имеем

dS

i- Z=T<K*>
i COS фI

л

что вместе с предыдущим приводит к нужному результату.

Лемма, доказана.
Замечание. Из сказанного в 3.5 следует, что при выпол-

Bh <*• f>
'

*
-

рении условии леммы ядро —Е——г удовлетворяет требованиям
| s — t Iй

теоремы 3.4.
4.2. Опираясь на полученные в предыдущем параграфе

теоремы об интегральных операторах, можно доказать следующую
©снов'ную теорему.
".Теорема 1 (неравенство Соболева). Пусть x(s) —

непрерывно дифференцируемая в выпуклой области D функция и

q<-&-. (13)

7огда справедливо неравенство

!*.-■?» ИIUD) = (f I * (0- m (х) f di]1/e<
ID j

<4|||grada:|||IiP(D)
= ^|j^2(#Jj dt\ '• <14>
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где

т (х) = гг \ х (s)ds
D

(15>

— среднее, значение функции х в области D, а А — некоторая:
постоянная.

Доказательство. На основании леммы 1 (учитывая
выражение для Bh(.s, t)) имеем

fc=i Ъ

W МОЛ -
rr

I В («. «) I
Но при условии (id) интегральный оператор U с. ядром .

_ t .ц_Т

будет непрерывным из £*Ш) в L«(Z» (см. 3.5, условие (23)).
Поэтому

«*-™(*)IU<»tfli|grad*|lb

и (14) установлено, если в качестве А взять норму указанного"

интегральпого оператора U.
Замечание 1. Неравенство (14) иногда удобнее

использовать в эквивалентной форме

\*lLg<M[\\grad*\\u, + \m(x)\]. (16>

Замечание 2. Если р = 2, Ц#=2, то неравенство (13)

будет соблюдено при q = 2. Неравенство (16) запишется в это**

случае в виде

rjiswp&p^AfJ \x{t)dt + jj;(0dfj J (17)

или, иначе,

^x(t)dt\^{wjdt[ (18>

Это известное неравенство Пуанкаре.
Замечание 3. В приложениях может играть роль величина

постоянной А в (14). Норму интегрального оператора U с ядром

**— Ц можно оценить, пользуясь теоремой 3.1. Беря о\=г

и определяя минимально возможное г из неравенства 11 1 d'^L(*-тУ
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< г, найдем, что в качестве А можно взять величину

А = С, = Сг < max | В (*, *) | тахК^^^Ч
цл.1

Г- ц mes D\J J yj(H-i)»-
Wit П

1/r
, l/r

61+,lr f цл."'2 Г
1

(iiiies I)

(|i-(|i-i)r)r(-5- + l)j
где б — диаметр области D.

Замечание 4. Условие выпуклости области D существенно
в ириведеином доказательстве неравепства Соболева. Однако это-

неравенство может быть доказано и для областей значительно

более общего вида. Прежде всего, если некоторая область

допускает однозначное и непрерывно дифференцируемое
преобразование в другую,, с якобианом, равным единице, для которой
неравенство имеет.место, то оно будет выполнено и для данной
области. Кроме того, возможность распространения неравенства
Соболева на области более общего вида получается на основания

следующего предложения.

Теорема 2. Если область D есть объединение двух областей,.
Di и D2, имеющих пересечение положительной меры, и для

каждой из которых имеет место неравенство (14), то оно выполнено-

и для всей области D.

Доказательство. Пусть D = Dt UD2. Положим

#, = !>! Л A,, Dt = D2\Da.

Обозначим через m(x), mdx), то2(#), ms(.x), т^х) средние
значения х по каждой из областей D, Du D2, Ds, Dk. Согласно (14)'

применительно к областям Di и D2 имеем

\х — /те! (ж) |L<?(jDi) <#!•/", |ж — m2(x)$Lg{D^B2J, (19>

где через / обозначена ^{ДОйяЦ^^, a Bt и В2 — некоторые по-

стояппые. Далее,

I™i(х) - ггц(х) |< Jd [|ж—mi(*)lL9(Dj) +1*—"ЧфЦ^^
<(^^[^-^^Ц^)4"^""'2^1^)]^537'

|те4 (г)-то, (*)!=-_--
4

J [x(s)~mz(x)]ds <

<l^l*-m2(X)k4D2)<B^
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Но по смыслу средних значений

mint/Ma:), то4(а;)] <md) «£тах[/га,Ы, mt{x)].

Поэтому
|т(ж) — mi(x)\ «£ |то4(а:) — mt(a;)| <

*£ I mSx) — тг(.х) I + I /n2(a;) — mi(a:) I < B6J
•откуда

\т(х) — тг{х)\ < \m(x) — mi(x)\ + Iтг(х) — т^х)I <BeJ.

Наконец,

| а; - /те (ж) ||L9(D> <Ц а; - /га (ж)Ц^ + || х - /те (ж)Ц^<
< || а; - ml {x)Ц^ + Ц х - /п2 (ж)Ц^ +

+ | т (х) — т1 (х) | (mesDi)119 + | т (х) — тг (а;) | (mes Z>a)1/e < ^?/^
"что и устанавливает справедливость неравенства типа (14) для

области D.

Другое расширение класса областей, для которых справедливо
неравенство Соболева, можно получить, используя следствие 1 из
леммы 1' и замечания к нему. Именно, пусть область D звездна
по отношению к некоторой выпуклой области DL<=:D; обозначим
"через mi(x) средпее значение функции х по области jD4.
Применив представление (3), получим соотношение

-

\х — fihfaOl^^iV, ^ = \\\ё^Ах\1^(Г)у
Но согласно замечанию к следствию 1 из леммы 1' представление
(1) имеет место для всех seC,, т. е.

/ ч / ч , V Г Bh (*' f> дх „ n
«w^wH + ^J , *fin-i Kdt- seDi-

Так как правая часть последней формулы задает, очевидно,

непрерывный оператор из LP(D) в L9Wi), то

\x-m(x)lLg(Di)^A2J.
Отсюда

j т1 {х)—т{х) |= те^д J fr (s) — т (х)] ds
1

Di

< (mesDjiaI*
~ "» (Ж) ЦгЦ< (mes Dt)V«

^

Сопоставляя зто неравенство с полученным ранее, находим

окончательно

Wx-mixW^AtJ,
что й требовалось доказать.
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4.3. Введем теперь в рассмотрение некоторые
функциональные пространства, элементами которых являются всевозможные

непрерывно дифференцируемые в области D функции. Таким

образом, различные пространства отличаются лишь нормой,
которую мы в них вводим. ,

Прежде всего рассмотрим пространство Wf.= W™{D).
Полагаем

= \™{x)\ + \\\&^x\\LPWy (20>

Легко видеть, что так введенная норма удовлетворяет всем

аксиомам, нормированного пространства (при естественной

линеаризации). ._^

Если рассматривать элемент жеWp1} как функцию из LP^D)*
то неравенство Соболева (в форме (16)) можно записать в форме

\Аьяф)<М\х\\^. (21>

Таким образом, оператор вложения, т. -е. оператор,

сопоставляющий элемешу x^Wp. ту же функцию, но рассматриваемую-
как элемент из L"(.D), является непрерывным линейным

оператором. Покажем, что оператор вложения компактен.

Пусть последовательность {хп} ограничена в пространстве Wp ..

По лемме 1 имеем

•& Г В. (s, t) дхп

,Но"~ при условии.(13) оператор с ядром :—-—r^j компактен

(теорема 3.6). Так как последовательность \-gp- \ (& = 1, 2, ..., ц)

ограничена в пространстве LP(D), то можно выбрать
последовательность индексов {п{) так, что последовательность /уп{}:

УЙ?(«)= f .Д*('|Л -5Г-Д* * = 1,2,...,щ i=.l,2, ...,

сходится в LqiD). Можно также считать, что сходится и числовая

последовательность {/ге(жП1)}. В таком случае последовательность

[Хщ] сходится в Lq(D) и компактность оператора вложения

установлена. Таким образом, справедлива
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Теорема 3 (Соболев — Кондрашев)*). При условии (13)

оператор вложения, относящий функции из Wp1' ее же,

рассматриваемую как элемент из L"(D), компактен.

Класс областей D, для которых справедлива теорема 3,
совладает с классом областей, для которых верно неравенство
Соболева. В частности, для областей, звездных относительно некоторой
зыпуклой подобласти, или конечного объединения областей
указанного типа (теорема 2).

Аналогично теореме 3, снова используя теорему 3.6, можно

установить и более общий результат.
Теорема 4. Оператор вложения, сопоставляющий функции

из Wp** ее же, рассматриваемую как элемент пространства LqW)
W означает х-мерную поверхность, лежащую в D), компактен

при условия?

Q<J?=? v>^-p. (22)

При этом при сдвиге поверхности D' элемент х непрерывно

завидит от величины сдвига, т. е.

lim I f | х {s + As) - x (s) \" dsY'4 = 0. (23)
As-»o|f)/ J

Рассматривая .специально случай, когда ц</>,' и используя

-теорему 3.7, имеем
"

-'

Теорема 5. При условии ц<р оператор вложения,

рассматриваемый как оператор из Wp (D) в C(D), является

непрерывным и компактным.

Замечание. Используя теорему 3.4 и замечания к лемме 2, теорему

5 можно усилить. Именно, если р < —-—. то оператор вложения из

WJP в Lip(J будет непрерывным (см. "также Соболев —I, § 11).

4.4. Подобно тому, как были введены пространства Wp'(D),
могут быть определены и пространства, норма в которых
определяется с помощью высших производных. Именно, обозначим

через Wpl) = Wpl) (D) пространство всех I раз непрерывно

дифференцируемых функций в области D, норма в котором

определяется равенством

|И~(0 :

fi f~ ~ll/P

Мг*д> + 2 .f dtdlX(.%t. И • t2*)
н ifi Lb *i nl j

Теорема 4 (следовательно, и теорема 3, как частный случай
теоремы 4) переносится на случай производных высших

порядков, т. е. справедлива следующая теорема.

*) С. Л. Соболев доказал непрерывность оператора вложения. В. И. Конд-

рашевым установлена компактность.
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Теорема 6. Оператор вложения пространства Wp ф) ф —
выпуклая область) в пространство L"(D') ф' — v-мерная
поверхность

ш
в D) при условиях

9<-£=W' v>|i-l/> (25)

компактен. При этом при непрерывной деформации поверхности
D' в зависимости от параметра этот оператор непрерывно зависит
от параметра..

Доказательство. В силу интегрального представления
(4) для любой функции х е W\/ (Z>) и любой точки s e D'

справедливо равенство

х (s) = J х (t) i(M)*+2| Daxw-b£JL- at,

где функции L(s, t) и L0(s, t) определены формулами (5) и (5').

Интегральный оператор с ядром —ц^р ПРИ условиях

(25) является компактным оператором из Ь*Ф) в L'(D') на

основании теоремы 3.6 (условия (28) этой теоремы совпадают с

условиями (25) при /п = р.
— I); на основании этой же теоремы

рассматриваемый оператор непрерывно зависит от параметра сдвига

поверхности D'.
Аналогичными свойствами,, очевидно, обладает также

интегральный оператор, определяемый первым слагаемым в

приведенном представлении. Из сказанного вытекает заключение теоремы.
Наконец, обобщением теоремы 5 на случай высших проиэвод-

ных является следующий результат: при- условии ц < 1р оператор

вложения будет компактным оператором из Wp ф) в С ф).

4.5. Пространства Wp, очевидно, неполные. Однако, если

присоединить к ним -функции, дифференцируемые в некотором
обобщенном смысле, то они обращаются в ^-пространства.

Будем говорить, что суммируемая в D функция ж(,)Ы есть

обобщенная производная функция х в области D, если имеется

последовательность ixh) непрерывно дифференцируемых в

области D функций такая, что для всякой области Dit замыкание

которой содержится"**- D, имеет место

^xh(t)-x(t)\dt^0K JI^-^L-^O. . (26)

Пусть ф — непрерывно дифференцируемая в области D

функция, равная нулю на границе области D и вблизи нее, т. е.

отличная от нуля лишь и некоторой области Dlt замыкание

29 Л. В, Канторович, Г. П. Акилов
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которой срдернштся в D. Тогда имеет место равенство

J *(*)-J5-<Й ==-J <р (*)*<*>(*)««.
•

(27)
D

*
D

e

Действительно, если функция х заменена здесь на xh, а ж(°
на dxJdU, то соотношение (27) представляет собой известпую
формулу Грина. Переход к пределу приводит к требуемому ре-

вультату.
Из равенства (27) вытекает, в частности, единственность

обобщенной производной. В самом деле, если бы существовали две

такие производные xli) a x{i), то для разности хт —xli) мы

получили бы

J ф (*) [at» («) — ж<*> (*)] dt = 0,
'

(28)
D

где ф
— проиввольная функция указанного выше вида. Отсюда

с помощью теоремы Лузина уже легко получить, что ж(,)Ш =

«=ж(0Ш почти везде.

В дальнейшем мы будем выбирать приближающие функции
не произвольно, а некоторым специальным образом —
усреднением по Стеклову.

Кроме требований, наложенных на ядро усреднения в IX.1.1,
будем предполагать еще, что при любом h>0 функция о>л

непрерывно дифференцируема в [0, «>).
В IX.1.1 были установлены следующие свойства средних

функций)
a) l^ltfoQ^Afl'Ui» ^>°); <29>

b) если xeLp(D) (p^i), то |ж — xhlLVD)-*~0 при h-*~0',

c) если lxm — x^LplD)^0f то Ц[xm)h — xh\LРда-»-0.
Кроме того, вследствие специального выбора функции юл имеет

место

d) если х имеет в D обобщенную производную ж(,), то, какова -

бы ни была А — внутренняя подобласть области D (1),сг£)),—
при достаточно малых h > 0 в D± выполняется равенство

^-*Л = Г*<%. (30)

Докажем предложение d). Возьмем {xh} так, чтобы

выполнялось (26). Для xh равенство (30), очевидно, выполнено, так как

в этом случае мржпо дифференцировать под знаком интеграла.
Но по пункту с)

(|*-)Л "4*(1))" в L*(P)t

^l(*^^J^<«*(l*--*l)*bW'»-*-J^;«te(l*-*l)*(*)*-^*.
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Предельный переход допустим, так как «еДи область

интегрирования—шар Kh(s) радиуса h с центром в s — при достаточно

малом h есть внутренняя подобласть области D.

Отметим^ что из (30) и Ь) вытекает, что средние функции xh

могут играть роль функций xh в определении обобщенных
производных.

Указанпые обстоятельства позволяют распространить
неравенство Соболева (16) на. функции;, которые имеют лишь обобщенные
.производные. Действительно, пусть обобщенный градиент
суммируем со степенью р. Тогда по Ь)

Л ~Ш~
— xW

P

dt ~ JI[xW]h ~ xW fdtT?0 °*

Di Dx .

аналогичное соотношение имеет место и для градиента; поэтому,

применив неравенство Соболева к непрерывно дифференцируемой
функции xh, получим

и, устремляя здесь h-*-0, будем иметь неравенство Соболева для ж!

Г J 1*ГЛ1,Л<ДГ1 Jjj^l j z(t)dt\ + Гj Igwlxf dfT*l

При зтом постояипую Mi можно считать не зависящей от Di
(замечание 3 к теореме 1). Беря расширяющуюся
последовательность областей D,, объединение которых есть D, получим в

пределе то же самое неравенство, но уже для области D. Попутно
будет установлена и суммируемость функции \х\я, т. е. что же

sL'CD). Итак, окончательно

ГJ | х |9 dtj9< Мх ^W Jx (t) dt I + Lj | grad x f dtTX

Если присоединить к пространству WP функции, имеющие

обобщенные производные, "суммируемые со степенью р,
•

то

полученное пространство, которое мы будем обозпачать W{p ), будет
уже полным. Действительно, пусть |a;ft — хт\ (ц-»-0. Тогда по-

•следовательность \-jf-\ сходится в пространстве LP(D) к

некоторым функциям xw, в силу. неравенства Соболева последователь-»

HQCTb {xh} сходится к некоторой функции х в пространстве LPID).

*) Норма в пространстве W®* определяется по формуле (20), только

вместо обычных производных следует иметь в виду обобщенные.
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Остается показать, что ж(,) суть обобщенные производные

функции х, ибо если это так, то, очевидно, х„ -»- х вИр . Пусть Ш(п'} —

последовательность внутренних подобластей области D, которые,
расширяясь, исчерпывают область D. Согласпо (26) для каждого
п = 1, 2, ... найдутся непрерывно дифференцируемые функции
хп, так что

JK-£ntf<4i f Ц°--^-|*<-4-' *ei.2,.../n.

Отсюда ясно, что последовательности {хп) и <——I сходятся к х
\dti\

и ж(0 соответственно в любой внутренней подобласти области Й,
что и требовалось доказать..

Пространство Wp сепарабельпо. В самом деле, на основании

пунктов Ь) и d) легко усмотреть возможность аппроксимации

(в Wp ) любой функции из W^ пепрерывно
дифференцируемыми функциями, которые в свою очередь могут быть приближепы
полиномами с рациональными коэффициентами.

В основу определения обобщенной производпой может быть
положено равенство (27). Имепно, если существует функция ж(°
такая, что (27) имеет место для любой фупкции <р
соответствующего вида, то аг(,) является обобщенной производной функции х.

Действительно, для любой внутренней подобласти D± области D
при достаточно малом h имеем

^=§^b(\s-t\)x(t)dt~-§Jfi[ci>h(\s-t\)]x(t)dt~
-§a>h(\s-t\)z<»(t)dt = (*<Н)А -> *<»,

откуда и видно, что ж(0 есть рбобщенпая производная для х.

Аналогичным образом1'вводятся обобщенные производпые
высших порядков. Также индуктивно устанавливается полнота и се^

парабельность пространств Wp0, получаемых из

присоединением к ним функций, имеющих обобщенные производные 1-то
порядка, суммируемые со степенью р. Эти пространства
называются пространствами Соболева.

В случае пространств Wpl вложение одного такого

пространства в другое {W'v cr ~"q) говорит уже пе только о некотором
интегральном неравенстве, но и о том, что функция, являющаяся

элементом пространства Wpnf является также и элементом

пространства Wl™} [это будетл если д<■ „^ > 1 *). Последнее

•

*) При указанном условии вложение WpG в w£m) будет
компактный.
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обстоятельство далеко не тривиально, как это было в случае

пространств

Отметим, паконец, то важное обстоятельство, что норму в

пространстве можно вводить и другими способами,
эквивалентными прежнему.

Пусть /,, ft, ..., h — некоторая система непрерывных

линейных функционалов в Wp, обладающая тем свойством, что из

равенств

/i(s) = h(x) = ,,,
= fh{x) = 0,:

lUUw*tfr-e
.

<si>

следует х — 0. Такую систему фупкциопалов будем называть

определяющей.
• Установим неравенство

Mw(»<£{l/i(*)l + l/.(*)l + ». +1/*(*)1 +

• iffA(w^T4T *

N

где В — постоянная. Действительпо, если бы такой постояппой

не существовало, то нашлась бы последовательность {ж„} такая,
что liarjl «= 1 и

\h(zn)\+ ...+ \кЫ\ +

Поскольку средние значения функции ж„ и ее обобщенных
производных до (I — 1)-го порядка не превосходят ItaJI = 1, то из

последовательности {хп} можпо извлечь подпоследовательность [Knh]
такую, что средние значения функций хПк и их производных

'будут образовывать сходящиеся последовательности. Учитывая

(33), получим \хП]1 — ХпЛ-*-0. Ввиду полноты пространства W^
существует х = lim Xnh e W™, Снова применяя (33), находим,

что х удовлетворяет условиям (31); отсюда ж = 0, что, однако,
невозможно.

Неравенство (32) установлено. Справедливость неравенства
противоположного смысла вытекает из непрерывности

функционалов ft, ./*, ,.., /а. Таким образом, в качестве нормы в Wlp
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может быть принято-выражение

^[^Jdt^C--d4Ydt]
В качестве нормы в W$ могут быть приняты и другие

выражения. Так, например, можно положить

lz)Lh=0l, *fc=X I *1 Л *ftl J I

. Отметим, что Пространство У/%, при таком определении нормы

является гильбертовым,. скалярное произведение в пем

определяется как

(*.у)-J 2 2. dt.dtt x...dt.dtidt. y..dtihdttj}h—li1 Щ *i *s lh г1 »2 lh

Укажем еще па такое' важное обстоятельство. Пусть имеет

место вложение пространств W£m) (S) гэ Wp {D), где S
— v-мерное

многообразие, лежащее в области D. Тогда для функции из

Wpl) (D) можно говорить о значепиях ее тп-х производных на

поверхности 5, которые определены как функции, суммируемые
с q-й степенью на S. В случае, если теоремы вложения

гарантируют непрерывность обобщенных производных некоторого
порядка, то легко убедиться, что эти производные существуют в

обычном смысле*).-

Наконец, полезло иметь в виду, что если на функции из

W$(D) наложены некоторые линейные условия, относящиеся

к зпачению тп-х производных на поверхности S, причем Wpl \D) с
с: W^ (S)f то такие условия определяют в пространстве Утр (D)
вамкнутое (и липейное) множество.

4.6. В заключение приведем в качестве применения
доказательство существования решения задачи Дирихле вариационным

методом.

Рассмотрим грапичную задачу

Дж = 0, ж|8 = <р. (34)

Решение будем искать среди функций, имеющих копечный

интеграл Дирихле

23 ft—1
» k/

*) Точнее говоря, одна из эквивалентных функций, отвечающие вле-

мепту а, будет обладать этим свойством.
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«г. е. будем считать х е W?>p). Отсюда по теореме 4 следует,
что x^L2(S). Действительно, размерность v многообразия S
равна ц

— 1, а

g=2<(>lt1122 =2 + ^2' v = |i-l>4i-2 = H-p.

При этом

[ | a: (s + As) — a; (s) |3 ds * 0<
s

Д«-»о

т. е. значения фупкции х па граничной поверхности
представляют предел (в среднем) ее значений, изнутри (па сдвинутой
поверхности).

Итак, функция с конечным интегралом Дирихле должна иметь

граничные значения, суммируемые с квадратом па поверхности.

Однако не всякая' функция ф, определенная на 5 и

суммируемая с квадратом, может быть взята в качестве граничных

значений. Мы назовем ф допустимой, если имеется некоторая

х е W^ (D) такая, что ф = х\в.
В граничной задаче - (34) будем считать ф допустимой.

Обозначим через И^1* (ф) множество функций из W™ {D)t граничные
значения которых на S равны ф. Для х е W^ *

(ф) имеем 0 «^
«^ Н(х) < о», поэтому существует конечный

Ы[Н(х): 1е^а(ф)1 = 4

Построим последовательность {хп} с: W$) (ф), минимизирующую
функционал Н, т. е. такую, что

d = lim Н (хп).
П-»оо

Теорема 7. Минимизирующая последовательность {х„} схо-,

дится в пространстве W^; предельная функция принадлежит
множеству W^((p) и, дает функционалу II минимальное значение

среди функций из W^1 (ф).
Доказательство. Если ввести в W^ скалярное

произведение, полагая

(х, у) = Гх (s) у (s) ds + J 2 pH-dt,:. x,ye* W$\

то W™ обращается в гильбертово пространство. При этом норма

произвольного элемента х е W^ (ф) и значение функционала Н
на этом элементе связаны соотношением

|хр = \\q>(s)\2ds + H(z).
•

. (36)
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Обозначим через W^ множество всех х е W^^
обращающихся на S в нуль. Как было отмечено в конце 4.5, W2 является

вамкнутым подпространством пространства W2 .

•Рассмотрим некоторый элемент х0 е W™ (ф). Можно считать,

что х0 ортогонален подпространству W™. В самом деле, в

противном .случае х0 можно представить в виде х0
—

х0+ х01 где х0

ортогонален W^x a x0 e W4\ Так как

х'о \s = х0 |s — х"0 \s = ф,

то х0 е Wi (ф) и вместо х0 можпо рассмотреть элемент х0.

Докажем, что Я(ж0) = d. Пусть х — произвольный элемент из

W4> (ф). Так как х — хп е то эта разность ортогональна

элементу х0, следовательно, в силу (36)

Щх) -Н(х0) = Ыг.- Пж0П2 = lb - x0Wz > 0, (37)
т. е.

d^H(x0)<:infmx) = d

или, иначе, d = Я(ж0). Полагая в (37) х = х„, получим

Я(ж„) — Н(х0) = Иж„ — xBll2, n =■ 1, 2, ...

Но Я(ж0) = d, поэтому Н(х„) — Шх0) -»- 0. Таким образом, а;„ -*■ ж0.

Теорема доказана.
Замечание. Соотношение (37) показывает, что элемент

<r0 e W% (ф), доставляющий минимум функционалу Я, единствен.
Мы не будем останавливаться на доказательстве того, что

функция х„, минимизирующая функционал Я, дает решение
граничной задачи (34), и притом единственное, отсылая за этим,

а также по поводу других приложений теорем вложения в

математической физике к монографии С. Л. Соболева (см.
Соболев — I), в которой эти вопросы изложены со всей подробностью.

Дальнейшее знакомство с теоремами вложения читатель может

продолжить по монографиям: Соболев — I, И; Бесов, Ильин,
Никольский.



ЧАСТЬ II

ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ

Г л а в а XII

СОПРЯЖЕННОЕ УРАВНЕНИЕ

§ 1. Теоремы об обратном операторе *)'

В этом параграфе мы пополним те сведения об обратном
операторе, которые были даны в первой части (см. § 4 гл. V).

1.1. Напомним данпые в первой части определения. Пусть D —

непрерывный линейный оператор, отображающий нормированное
пространство X в нормированное пространство Г. Если

существует оператор V, переводящий Y в X, такой, что

VU = IX, Ixx = x, жеХ, (1)

UV = IT1 IYy = y, y^Y,
'

(2)

то V называется обратным по отношению к U (V = U~l).
Существование (хотя бы и не*непрерывного) обратного

оператора I/-1 равносильно тому, что U осуществляет взаимно

однозначное отображение пространства X на Y. Если, кроме того,
U~l непрерывен, то указанное отображение будет изоморфизмом.

Если выполнено лишь одно из соотношений (1) или (2), то

оператор V называется левым, соответственно правым обратным
(в обозначениях: V =J7J"1' соответственно V — U71 **))• В V.4.4
было доказано, что для существования непрерывного левого

обратного оператора необходимо и достаточно, чтобы

Ш(ж)И > тЫ, х^Х, (3)

где т > 0 не зависит от х. Если при этом оператор U

отображает X на все Т, то левый обратный оператор будет также и

правым обратным, т. е. в этом случае существует непрерывный
обратный (двусторонний) оператор U~x.

1.2. Докажем теорему.
Теорема 1. Если непрерывный линейный оператор U,

переводящий В-пространство X в нормированное пространство Yt

*) JIo поводу содержания этого параграфа см. Нейман [1]* Шау
ЯРР И-
• **). Иногда ввачки4 и г в индексах будут опускаться.
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имеет непрерывный левый обратный, то множество У •= U{X)
представляет собой В-пространство.

Доказательство. В нем нуждается только полнота

пространства У. Пусть {yj — сходящаяся в себе последовательность
элементов пространства У. Обозначим хп == J7-4#n) (j/n=* U(xn);
п «-> 1, 2, ...). Согласно отмеченному в 1.1

Ilj/n - yJH = Ш(х„) - U{xhn 2* m\\xn - xA

где m — положительная постояпная. Таким образом,
lira }xn — xkl = 0.

h,n-»oo

Следовательно, в X существует элемент х0 = lim аг„. Так как

lim уп — lim U(xn) =» С/(ж0), то, обозначая у0
= U(xo), получим у„ <з

Qj'n ji„-+ J/o. Полпота пространстве У доказана.

Следствие, Z? условиях теоремы множество Y'

замкнуто в У.
1.3. Пусть имеются два нормированных пространства X и У

п непрерывный линейный оператор U, отображающий X в Y.
Множество Х0 = С/_1(0) является, очевидно, замкнутым
подпространством пространства X. Образуем фактор-пространство X =»

■°1/Х0 (см. IV.1.8). Пусть гб1; рассмотрим произвольный
элемент х е х и положим

Шх)~17(х). (4)

Определение элемента £7(х) не'Чависит от выбора элемента х^х,

так как если а;', х" ej, то х' — х" еХ0 и, следовательно, £/(х')=
■=■ £/(х"). Таким образом, формула (4) определяет оператор U,
отображающий пространство X в У. Этот оператор однороден
и аддитивен. Он и непрерывен, так как, переходя к точной
нижней границе в правой части неравенства

ШШ - 01УЫИ < ИДЫ, х е х,-

можем написать
__

Из определения оператора Um следует, что U = £/ф, где д>
—

естественный гомоморфизм X на Х/Х0 (см. IV.1.8) и ПШ = ilf/II.
В отличие от исходного оператора U, оператор U

осуществляет взаимно однозначное отображение (пространства X в УК

Действительно, если U(x) ■=(), то для любого х^х будет 17(х)=0,
■«, е. «е i7_i(0) *=ХВ, и, следовательно,^ совпадает с классом

*о — нулевым элементом пространства X.
_

В случае, когда U отображает X на Y, оператор U
отображает X также на У. Если при этом существует непрерывный
обратный оператор Z7-1, то пространства X w. Y называются

гомоморфными, а оператор О— гомоморфизмом пространства X на У.
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В терминах исходпых пространств X и Y то, что U является

гомоморфизмом пространства X на Y, может быть
охарактеризовано следующими двумя условиями:

1) U(X) = Y;
2) существует го>0 такое, что для каждого уаУ найдется

х е X, так что

у
= Шх), йу\\>тЫ.

В самом деле, если U — гомоморфизмов первое условие,
очевидно, выполнено. Беря, далее, х&х «=£/~Чг/), в соответствии о

(4) из IV.1.8 получим

1x1 < 2Ш < 2Н£М111г/П
1

и можно принять т = —„ _ , ,

Наоборот, если оба условия выполнены, то из первого
получаем U(X) = Y. Пусть JeX; по элементу у— U(S).найдем
элемент гвХв: соответствии со вторым условием. Поскольку

Шф)) - Щх) = у=и(х),
- **

вследствие взаимной однозначности оператора U будет ф(ж) = Я

и, следовательно,

H7(*)I -lyl > тЫ > roll* II.

Как отмечалось в 1.1, это вместе с соотношением UOC) = Y

обеспечивает существование непрерывного обратного (двустороннего)
оператора i7-i.

1.4. Фундаментальную роль в теории функциональных
уравнений играет утверждение, обратное к теореме 1,'Оно является

частью следующего предложения.
Лемма 1. Пусть U — непрерывный линейный оператор, ото*

Сражающий В-пространство X в нормированное пространство Y.

Тогда, если образ ЩВ) единичного .шара В (с центром в нуле)
пространства X плотен в. шаре Sr радиуса г {также с центром
в нуле) пространства Y, то U является гомоморфизмом
пространства X на пространство Y. В частности, если отображение,
осуществляемое оператором U, взаимно однозначно, то

существует непрерывный двусторонний обратный оператор U~k,

Доказательство. Проверим выполпепие двух условий
предыдущего пункта. Очевидно, можно считать шары В и Sr

вамкнутыми; докажем, что

U(B)=>Sr/t. (5)

Возьмем последовательность {е„} положительных чисел такую,
со

что 2 eh^ *i рассмотрим у е S,. Так как UW) => 'S„ то найдется
fe-i
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Hi
«a U(B) такой, что

III/ - yt\\ <^Г.
Обозначим через xt элемент из В такой, что i/i = U(xi). Пусть
Bh — замкнутый шар пространства X радиуса h (с центром в

нуле). Ив условия леммы вытекает, что U(Bh) =э 5ftr. Следовательно,
поскольку у — ^е SZ^T, то найдется элемент х2 е= Ве^ такой, что

Ц — (yi + Уг)И < e2r, у2 = и(хг).

Продолжая рассуждать подобным образом, найдем две

последовательности, {yj сУи {xj с: X, такие, что

yn^U (Xn)t Xn S -Ве^, y-JZVk <e„re beN, e0 = l.-(6)

Ввиду того, что IteJI < e„_i, а пространство X полное, ряд 2а хн

сходится. Если х означает сумму этого ряда, то

И<21**К2ек-1<2я
Ь=1 Ь=1

т. е. «efij. Далее,

'#(*)-2#(**)» 2у*.
ft=l . Ь=1

Но из (6) ясно, что 2 Ун—У- Поэтому у = U(x). Таким образом,
ft=i

доказано, что и(Вг) => Sr, что равносильно соотношению (5).
Так как ив (5) следует U(Bn) => 5nr/z, то

П=1 П=1

и первое условие проверено.

Далее, если у&'О — произвольный элемент из Y, то

и в силу (5) можно указать элемент х' е= В такой, что у' = U{x').

Полагая ж ■* -^ aj'j будем иметь

Следовательно, выполнено и второе условие. Лемма доказана.
Следствие. Если выполнены условия леммы, то

пространство Y полное.
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В самом деле, поскольку V— гомоморфизм, оператор U,
отображающий фактор-пространство Х = Х/Хв LXof= и~*(Ь)) на У,
имеет непрерывный обратный. Так как Y*=U(X), то применима

теорема 1.
Условие леммы затруднительно для проверки. Более удобным

является условие следующей теоремы.
Теорема 2 (Банах). Если множество U(.X) второй

категории в пространстве Y, то выполнено условие леммы и,

следовательно, оператор V есть гомоморфизм пространства X на Y.
Доказательство. Сохраняя обозначения леммы, докажем,

что если условие леммы не выполнено, то множество U(B) нигде
не плотно. Действительно, предполагая противное, найдем шар
S{y0, г) в пространстве Y (с центром в точке у0, радиуса г)

такой, что

U(B)^S(y0, г). (7)

Множество" U(B) симметрично, т. е. вместе с элементом у

содержит и,элемент —у. Замыкание U(B) также, очевидно,
симметрично. Это дает возможность написать па основании (7)

ШВ) = S(-i/„, г).

Возьмем y^Sr; у» + ув S(y0, г), -j/0+je5(-y0, r), так что эти

элементы входят в U(B). Но множество U{B), а следовательно,

и его замыкание U(B) выпукло, поэтому вместе с двумя
элементами оно должно содержать и их полусумму. В частности,

,.(>, + ») + (-», +»)ащ
Таким образом, UU?) *=> Sr.

Итак, если условие леммы 1 не выполнено, множество U(B)
нигде не плотно. Таким же будет и любое из множеств ЩВп)
(веЮ. Но

tf(X)- [jU(Bn)t

и мы получаем, что множество U(X) первой категории. Теорема
доказана.

Укажем на следствие из доказанной теоремы, являющееся

обращением теоремы 1.

Следствие. Если непрерывный линейный оператор U

осуществляет взаимно однозначное отображение В-пространства X
на замкнутое подпространство В-пространства Y, то обратный
оператор U~l непрерывен.

Действительно, замкнутое подпррстранство .В-пространства
само является ^-пространством и, следовательно, будет
множеством второй категории в себе (см. 1.4.7).
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1.5. Укажем на некоторые непосредственные приложения

теоремы 2.

Допустим, что в векторном пространстве X двумя различивши
способами введена нормы. Норму элемента х <= X при первом
способе определения нормы будем обозначать через lljclli, а при

втором — через 1Ы1*. Множество X обращается при этом в

различные нормированные пространства, которые мы будем
обозначать Х± и соответственно Х2. Хотя Xt и Хг следует
рассматривать как различные нормированные пространства, качественных

различий между ними может и не "быть. Последнее
обстоятельство имеет место* когда всякая последовательность {#„},
сходящаяся в одном пространстве, сходится и в другом к тому же

самому элементу. В зтом случае говорят, что нормы в

пространствах Xt и Х2 эквивалентны; это означает, что пространства Xt и

Х2 изоморфны (см. IV.1.3).
Теорема 3. Пусть Xt и Х2 — два В-пространства, причем

X, с: Х2 *). Если из сходимости хп -*■ х в пространстве Xi
вытекает сходимость хп -*■ х в пространстве Х2, то либо Xi = X2 и

при этом нормрг в пространствах Xt и Хг эквивалентны, либо
Xt есть множество первой категории в пространстве Х2.

Доказательство. Обозначим через U оператор вложения

пространства X, в пространство Х2, т. е. оператор,
сопоставляющий элементу х е X, этот же элемент х, но рассматриваемый
в пространстве Хг. По условию теоремы U — непрерывный
линейный оператор. Если множество Xi = U(.Xi) второй категории в

пространстве Хг, то на основании теоремы 2 Xt = Х2 и U имеет

непрерывный обратный. Поэтому, если хп -*■ х в пространстве Х2,
то ««=» и~Чхп) -*-и~Чх) = х в пространстве Xit т. е. нормы в

указанных пространствах эквивалентны.

Принимая в теореме X1 = C<1)(D), X2 = C(.D), получаем, что

множество всех непрерывно дифференцируемых функций —
множество нервой категории в пространстве С непрерывных

функций. Точно так же убеждаемся, что множество измеримых почти

везде ограниченных фукций — первой категории в пространстве
£/ и т. д.

1.6. Отображение Т (не обязательно липейпое), переводящее
множество Q нормированного пространства X в нормированное

пространство У, называется замкнутым, если из

Хп ^ «, П == 1, Z, •«», Хп ~*" Xq, 1 \Хп) —*" J/o»

вытекает х9 & Q и Т(хв) = ув..
Непрерывный линейный оператор, определенный на замкпу-

том множестве, очевидно, замкнут. Справедливо и обратное
предложение. Именно, имеет место

*) При этом предполагается, что вложение Xi с Х? сохраняет
алгебраические оверации, т. е. что Xi можно рассматривать как линейное

множество в Х2.
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Теорема 4. Пусть Т — линейный замкнутый оператор,
отображающий замкнутое линейное "множество fi В-пространства
X в В-пространство Y. Тогда Т — непрерывный оператор.

Доказательство. Можно считать, что Q = X (так как Q
само есть .В-пространство). Введем в пространстве X новую
норму, полагая

1Ы1, «= 1Ы1 + \\Т{х)\\, агеХ. (8)

Нетрудно проверить, чте так определенная норма удовлетворяет
аксиомам нормированного пространства. Проверим, кроме того,
полноту пространства X по новой норме. Пусть

lim ||жп —»h|i = 0.
fc,n-»oo

Это значит, что

lim \\xn-xk\\ = 0,: lim 1Т(хп) - Т(xh)|- 0.
ft,n-»oo й,П-»оо

А так как пространства X (по данной норме) и Y полные, то

отсюда можно заключить о существовании пределов

lim xn = xs lim Т (жп) = у0.
П-»оо П-»оо

По замкнутости оператора Т: у„ = Т(.хв). Но тогда

.ИтЦаь —«„I- Ит | хп - х01| + Ит | Т (хп) - Т {х0) || = 0
П-»оо П-*оо П-*оо —-

я полнота пространства X по новой норме доказана.
Так как

"

Ы < 1Ы1„

то из НжЛ -*■ 0 вытекает 11ж„И -*■ 0. Применяя предыдущую
"теорему, получим

Тем более,
МТх\\*£МЫ\г

что и означает непрерывность оператора Т.
Замечание. Класс замкнутых линейных операторов,

определенных на всем пространстве (или на замкнутом линейном

множестве), совпадает .с классом непрерывных линейных

операторов. Однако если рассматривать замкнутые линейные

операторы на линейном (незамкнутом) множестве, то они образуют
существенно более широкий класс, чем непрерывные операторы.

Так, например, в пространстве L2(a, b) оператор Ts

» = Г(*)._1Г(*)-^,
определенный на множестве Q всех абсолютно непрерывных
функций, производная которых входит в U{a, Ь), будет, как

нетрудно проверить, замкнутым, но не непрерывным.
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Замкнутые, но не непрерывные операторы изучаются главным

образом в случае, когда X = Y есть гильбертово пространство.
Рассмотрение общего случая сильно затрудняется сложностью

структуры произвольного 5-пространства.

§ 2. Связь между данным и сопряженным уравнением

В этом параграфе мы наряду с уравнением

Шх) = у (1)

рассмотрим уравнение

UHg) = /, (2)

которое будем называть сопряженным по отношению к

уравнению (1). При этом, как обычно, предполагается, что U является

непрерывным линейным оператором, отображающим
пространство X в пространство Y. Эти пространства, не оговаривая этого

в дальнейшем, мы будем считать полными, хотя некоторые из

теорем настоящего параграфа верпы и без предположения
полноты указанных пространств.

Для пространства L2(a, Ъ) теоремы этого параграфа были доказаны Хел-
лингером и Теплицем [1, 2], для пространств I' и L*(a, Ъ) — Риссом [3];
в общей случае см. Банах; 3 а а н е н — I.

2.1. Большую роль в дальнейшем изложении будут играть
так называемые нулевые множества. Пусть Г — некоторое
множество линейных функционалов в пространстве X. Через МГ)
обозпачим совокупность всех таких геХ, для которых /(ж) «= О

для любого /еГ. Если EczX, то через N*{E) будем обозначать
множество всех функционалов /еР, обращающихся в нуль на

каждом из элементов множества Е. Множества МГ) и N*(E)
называются нулевыми множествами множества Г, соответственно

множества Е.
Если мы рассмотрим дуальную пару <Х, Х*>, то очевидно,

что МГ) — аннулятор Гх множества Г, a N*(E) — аннулятор Е1-

множества Е, введенные в общей ситуации в Ш.3.2. Учитывая

свойства апнуляторов и поляр, изложенные в Ш.3.2, а также то,

что замкнутость по норме и слабая замкнутость в X совпадают,,

получаем, что: 1) МГ) — замкнутое линейное множество в X;
2) N{N*Ce)) является замкнутой линейной оболочкой Е; 3) если

Хо — замкнутое подпространство в X, то

Хо = ММЧХ„)).

Аналогично получаем, что: 1) N*(E) — (»)-слабо замкнутое
линейное подмножество в X*; 2) М*(МГ)) есть (»)-слабо
замкнутая линейная оболочка Г; 3) если Z—(*)-слабо замкнутое
подпространство в X*, то

Z = M4MZ)).
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Так как (если X нерефлексивно) не всякое замкнутое по

норме подпространство в X* является (»)-слабо замкнутым, то

не всякое замкнутое подпространство имеет вид N*(E) СЕ<=Х).
Пусть л: X -*■ X** — каноническое вложение. Если Е —

некоторое множество в пространстве X, то обозначим п(Е) через Е0 х

т. е. Е0 есть множество всех функционалов в X*, имеющих вид

Fx (ж е X), где, как обычно,

F.(/)-75), /el».

Аналогично для пространства У употребляем обозначение Gu
(y&Y).

Очевидно соотношение

n*(E) = n(eD.
Для множества Гс:Х* можно рассматривать два нулевых

множества,— МГ) <=Х и N*(.T) <=Х**. Легко видеть, что

[#(Г)]Г = лг*<г)пхГ,

где Х0 означает" в соответствии с принятым обозначением

множество я(Х).
Введем, наконец, множество N(.U) — нулевое множество one*

ратора U, попнмая под этим совокупность всех х^Х, которые
оператор U переводит в нуль. Иначе говоря, NW) = U~l(.0).

2.2. Следующая теорема дает некоторые сведения о том, из

каких элементов состоит образ U(X) пространства X.

Теорема 1. Обозначим У = U(X), и пусть У, — замыкание

множества У. Тогда

т. е. Yt представляет собой множество общих нулей тех

функционалов g е У*, на которых обращается в нуль оператор U*~

Доказательство. Докажем сначала соотношение

N*(Y') = NW*). (3>

Пусть ge=7V*(y'). Тогда, так как U(x) e= У при любом геХ,
имеем

UHgUx) = g(U(x)) = О, гех, (4>

т. е. U*(g) = 0 и g^N(U*). To же равенство (4) показывает, что

если U*(g) = 0, то g&N*(Y'). Таким образом, соотношение (3>

установлено. Переходя в обеих частях этого соотношения к

нулевым множествам, получим

NW4Y')) = NWW*)).

По ввиду того, что У есть линейное множество, его замыкание,,

как указано в 2.1, совпадает с N(N*(Y')). Теорема доказана.

30 Л. В. Канторович, Г. П. Авилов
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Имеет место и двойственная теорема

Теорема 1*. Обозначим через X* (*)-слабое замыкание

множества U*(Y*). Тогда

X* = N4N(U)).

Доказательство. Напишем соотношение (3), заменив в

вем оператор U оператором U*:

N*W*(Y*))= NW**),

■я рассмотрим пересечение обеих частей с множеством Х0 , Так

как
,

U**(Fx)(g) = Fx(U*(g)) = £(£/(*)) = Gvm(g), g&Y*, x^X,

U**(Fx) = GUCxn xeX,

то пересечение N (U**)(]X0 состоит из тех функционалов Fx a

€=-Х0 i для которых жеЖШ. Иными словами,

N (£/**) П X? = IN (U (Y*)))*0\
С другой стороны, имеем

N* (£/* (у*)) п х** = [N (U* (У*))С
Сопоставляя полученные соотношения, найдем

N(U*(.Y*))=*mU),
и, следовательно,

N*(N(U*(Y*))) =N*m(U)).

. Но X* =* N*(N(U*(Y*))), что и доказывает теорему.

2.3. Следующие две "теоремы дают зависимость между

разрешимостью одного из уравнений, (1) или (2), при любой правой
части и однозначной разрешимостью другого уравнения.

Т е о р е м а 2. Для того чтобы уравнение (2) имело решение
при любом f е X*, необходимо и. достаточно, чтобы оператор U
имел непрерывный левый обратный f7-'.

Доказательство. Необходимость. Пусть уравнение
(2) имеет решение при любом /^Х*. Иными словами, пусть
U*(.Y*) = X*. Рассмотрим в пространстве X произвольный
элемент х Ф 0. На основании теоремы V.7.2 существует функционал

'. /-S X* такой, что

•11/11 = 1, /Ы = 1Ы1.

Далее, согласно теореме 1.2 оператор U* является гомоморфна-*
мом, поэтому найдется g&Y* такой, что

. - U*(g)=f, h\\<m\\f\\,
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-#де т не зависит от / и, следовательно, от х. Учитывая сказан-»

Мое, можем написать

1Ы1 = /Ы = gWix)) <WgWW(x)\\ < mWix)h

Таким образом,

■ в[/(*)||>А-й,; ^х«

бткуда и вытекает существование непрерывного левого обратно*
го оператора U~l.

Достаточность. Пусть /,еХ*. Предполагая существо*
вание непрерывного оператора t/f1 ■=» U1,, обозначим

g'(y) = UU-4y))i уеШХ).

Определенный на множестве У «= ULX) функционал g' линеен

и непрерывен. Распространяя его на все У, получим.

функционал go e У*. Так как U(x) e У при любом а « X, то-

UHg.Kx) -*.(#(*)) - g'(tf(a;)) - ft(.U~lU(x)) = /„(ж).

Следовательно, C/*g = /0, т. е. уравнение (2) разрешимо при лю*

бой правой части.

Теорема 2*. Для того чтобы уравнение (1) имело решение

при любом y^Y, необходимо и достаточно, чтобы оператор U*
имел непрерывный левый обратный U*~*.

Доказательство. Необходимость условия данной теоре*
мы проверяется аналогично необходимости условия теоремы 2.

Пусть y^Y— произвольный элемент с Itj/H< 1. Согласно теоре*
ме 1.2 в X найдется такой элемент х, что

U(x) = у, Ы1 «£ rnMyW <m.

Если, далее, ^еГ*и/е t/*(g), то

\g(y) I = lgCt/Ы) I = I/(*) I < Н/ШЫ1 < mll/ll.

Переходя в левой ласти к точной верхней границе по у (с ИрИ ^
< 1) и учитывая при этом, что m пе зависит от у, получим

1*1« sup|g<i/)|<m||^| = mi£/*(g)ll*
IMKi

и мы приходим к условию, обеспечивающему существование не*

прерывного левого обратного оператора U*~l.

Достаточность. Докажем, что оператор U удовлетворяет
условию леммы 1 предыдущего параграфа и, следовательно, па

основании леммы, U(X) = У.

Итак, пусть В — единичный шар пространства X (с центром
в нуле). Множество U(B) абсолютно выпукло, поэтому его за*

мыкание в пространстве У есть U(B)°" (см. Ш.3.2). Пеляра
U(B)" есть множество всех таких функционалов g e Y*, что

SO*
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lg(y) I < 1 для всех у е= ЩВ). Или, иначе,

\g(U(x))\ < 1 для всех х&В.

Обозначая / = U*g, мы можем записать последнее соотношение

так{

1/Ы1<1, are В.

Таким образом, когда g пробегает множество U(.B)°, функционал
f-=>U*(g) пе выходит за пределы единичного шара В°
пространства X*, т. е.

U*(U(BV)<=B°()U4Y*).

Перепишем это соотношение следующим образом!
1КВУ с: и*~ЧВ° П U*(Y*)).

Вследствие непрерывности оператора U*~* множество 5 =
= £7*-1Ш° П ?7*(У*)) ограничено в пространстве Y*. Поэтому
поляра 5° является окрестностью нуля в пространстве У. Но

•что и требовалось доказать.
Из теорем 2 и 2* вытекает

Следствие. Для того чтобы существовал непрерывный
двусторонний обратный оператор U~l, необходимо и достаточно,
чтобы существовал непрерывный двусторонний обратный опера-

гор и*~*. При этом

U*-1 = (tf-1)*.

Докажем последнее соотношение. Пусть /еХ* и g = (и~*)*(.{).
Имеем

g(y) = jW-Чу)) = f(x), у - U(x) e у.

С другой стороны, если обозначить g' = [/*""'(/), т. е. f==U*(g'),
то .

f(x)=*g4U(x))=g'(y), x = U-4.y)^X.

Таким образом, при любом y^Y будет g(.y) = g'iy), иначе говв-

ря, (U~l)*(f) =■ £/*~Ч/), что и требовалось доказать.

2.4. Обобщением теорем 2 и 2* являются следующие две

теоремы, в которых устанавливаются условия разрешимости
уравнений (1) и (2).

Теорема 3. Если множество ?7*(У*) замкнуто, то

U(X)=N(NLU*)),

г. е. уравнение (1) разрешимо тогда и только тогда, когда иэ

U*(g) «=» 0 следует g(y) = 0.

Доказательство. Рассмотрим подпространство У, = ШХ)

пространства У и оператор Ult отображающий пространотво X
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в Yt:

и,{х) = Шх), хеХ*).
Докажем, что

Ul (У?) = U* (Y*). (5)
t

Для этого обозначим через со оператор вложения пространства
Yi в У. Поскольку, очевидно, существует непрерывный левый

обратный со-1, на осповапии теоремы 2 заключаем, что со* (У*)=»
"-»Yi. Но U = (aUi, поэтому U* = t/xto* (см. IX.3.1) и,

следовательно,

U* (У*) = С/? (о* (У*)) - С/Г (УГ).

Так как Ui(X) =» Уь то на основании теоремы 1 будем иметь

что возможно лишь в случае, когдаN{U*)=*{0}%
следовательно, оператор f7x осуществляет взаимно однозначное

отображение ^-пространства Y± на пространство Ux (У*),
которое в силу (5) также является fi-пространством. На основании

следствия к теореме 1.2 заключаем, что существует

непрерывный левый обратный Ui~xf а тогда по теореме 2

ШХ) - UАХ) - У„

после чего применение теоремы 1 приводит к требуемому
результату.

Теорема 3*. Если множество U(X) замкнуто, то

U*(Y*) = N*(.mU)\ (6)

т. е. уравнение (2) имеет решение тогда и только тогда, когда
функционал J обращается в нуль на множестве нулей опера-
тора U.

Доказательство. Рассмотрим сначала случай, когда

U(X) = У. ^Обозначим Xo = N(,U) = U~i(0) и введем

фактор-пространство X = Х/Х0. Построим, как указано в 1.3, оператор U,
отображающий пространство X на У. При этом U = Uq>, где <р

—

естественный гомоморфизм пространства X па X. Так как

пространство X полное, а оператор U взаимно однозначен, то по

следствию к теореме 1.2 существует непрерывный U~* и,

следовательно, согласно теореме 2 U*(Y*) =Х*. Но U* = (p*U*,
о поэтому

£/*(У*) = <p*(tf*(Y*)) = <р*(Х*).
Таким образом, осталось доказать, что_ <р*(5Г*) =7V*(X0).

Возьмем произвольный функционал /е<р*СХ*). Пусть /еР

*) Различие между операторами V и U{ состоит в том, что

пространства, в которых лежат образы 0(Х) и Ui(X), различны, так что

сопряженные операторы U* и Ux действуют в ровных пространствах.
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таков, что / = ф*(/). Так как

/Ы=/(ф(а:)), леХ,

а при жеХ, будет <рЫ = 0, то /е= N*(X0).
Будем теперь считать, что / — произвольный функционал и»

N*(X0). Проводя буквально те же рассуждения, которые были
использованы в 1.3 при построении оператора U, мы убедимся»
что функционал

f(x)=f(x), ге1 = ф(1),

определен корректно и является непрерывным линейным
функционалом в X. Но тогда / = ф*(/) eq>*U*).

В общем случае, когда U{X) = Ft Ф Y, введем, как и при

доказательстве теоремы 3, оператор £/„ отображающий X па Yt.
Оператор Ul подходит под рассматриваемый частный случай,
вследствие чего, учитывая соотношение (5), можем записать

U* (Y*) = Ut (У*) - N* (N (UJ) =- N* (N.(U)).

Теорема полностью доказана.

Следствие. Если множество U*(Y*) замкнуто, то оно и

{*)-слабо замкнуто.-

Действительно, по теореме 3 будет" замкнутым множество

V(X), а тогда применима теорема 3, на основании которой и

ваключаем о (*)-слабой замкнутости множества Z7*(Y*).
Отметим частный случай следствия — когда U* имеет непре»

рывный левый обратный. Множество U*(Y*) замкнуто в этом

случае на основании следствия к теореме 1.1.
2.5. Укажем некоторые следствия доказанных теорем.

Теорема 4. Для-того чтобы уравнение (1) имело

единственное решение при любом y&Y, необходимо и достаточно*
чтобы уравнение (2) имело единственное решение при любом.

/еХ*.
Теорема 5. Пусть уравнения (1) и (2) разрешимы, каковы

бы ни были y^Y и /еX*. Тогда существуют непрерывные

обратные (двусторонние) операторы U~l и U*~l. Таким образом^.
решения уравнений (1) и (2) единственны.

Теорема 6. Пусть уравнения (1) и (2) при у = 0 и /=»0
имеют только нулевые решения. Тогда, если одно из множеств

V(X) или U*(Y*) замкнуто, то уравнения (1) и (2) разрешимы
при любом y^Y й feX*, причем решения единственны.

Замечание. Замкнутость множества ШХ) или С/*(У*)

равносильна (в условиях теоремы) существованию непрерывного
левого обратного оператора U~l или U*~l.

2.6. Если Х*=Н есть гильбертово пространство, a Y==X, то

теорема 6 приводит к результату, который был получен в гла-»

ве IX из иных соображений и даже в несколько более общем
виде (ср. теорему IX.5.3): для того чтобы, самосопряженный оне-»

ратор U имел непрерывный обратный (двусторонний), необхо*
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димо и достаточно, чтобы существовал непрерывный левый
обратный- оператор С/"1, т. е. чтобы для любого х^Н имело место

1{7Ы0>тВг1, т>0.

Из теоремы 5 получаем
Теорема 7. Если самосопряженный оператор U отобра-

жает пространство Н на себя, то существует непрерывный
обратный оператор U~l.

2.7. Проиллюстрируем доказанные в этом параграфе теоремы
на примере системы линейных алгебраических уравнений

all6l Н" а12Ь2 "г" • • * Н" almfem == 'Пи

a2ili + ааг1г + • •» + Ягт5т = Т)г« (7)

Эту систему можно трактовать как одно уравнение

Шх) = у,

где U— оператор из m-мерного нбрмированного пространства Х„
в n-мерное нормированное пространство У„ *), определяемый
матрицей

[°11
°12 "• Am"!

°21 а22 •" а2т I

вШ °П2 ••' °nmJ

Сопряженный оператор U* из Уп в Хт определяется матрицей

А* = \
Г °н «21 ' •* вП1 I

= | °12 °22 ••' fln2 I

L°im fl2m • • • "пт J*lm "2m
так что

f=U*(g), / = (ф!, Ф2, - •
•, Фт) e A"m, gr = (ih, я|>2, ....^erj»

означает

n

Фй
= 21 «ih%. ft = 1, 2, ..., m.

Так как множество C/(A"m), будучи конечномерным линейным

множеством, заведомо замкнуто (IV.4.6), то "теорема 1 дает

£/(X*J= MM£/*)).

*) Каким именно способом введена метрика в Хт и У„, не имеет

существенного значения. Для определепности можно, например, считать

Хт = /то, Уп = 1^. Пространства считаем вещественными.
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*

Но ти*) состоит из тех функционалов g = (i]^, if2,;».., г]>п)е Ут
для которых U*(g) = 0, т. е.

п

2 Щь$] = 0,: к =■ 1, 2t.,,, -m. (8>

Следовательно, у = (ть, t]z, ..., T]n) s C/(Xm) в том и только том

случае, когда из (8) вытекает

п

Иными словами, для того чтобы система (7) имела решепиег
необходимо и достаточно, чтобы правые части системы

образовывали вектор, ортогональный любому решению однородной
системы с сопряженной матрицей.

Допустим теперь, что т = п. Если система (17) разрешима
при любых правых частях, то оператор U* имеет левый

обратный (теорема 2*). Нетрудно видеть, что в таком случае

■» Хпг так как иначе U* отображал бы n-мерное пространство
в пространство меньшей размерпости, что противоречило бы

существованию левого обратного С/*-1 *).• Применяя теорему 4,
находим, что решение системы (7) единственно.

Используя теорему 5 и-применяя аналогичные раосуждепия,
можно установить*обратный результат: если система (7) имеет

не более одного решения, то решение существует при любых

правых частях.

Для систем с симметричпыми матрицами оба эти результата
непосредственно следуют из теоремы 7.

*) Действительно, пусть множество U* (У*) имеет размерность п0 <

'<< п, т. е. существуют элементы fv /2> • ..» /„■ ё£/*(У^) такие, что дл»

любого /еР* (У*)

Для любого уеУ* имеем тогда g= 2 chgh< где ^h~v* *
(Л0> т- е* Раз"

'
ft=i

мерность Уп меньше п.



Глава XIII

ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО РОДА

В этой главе будет научаться уравнение вида

х — КЩх) = у,
'

(*)

где U — непрерывный линейный оператор, отображающий
.В-пространство X в себя. Такое уравнение мы будем называть

.уравнением второго рода, а оператор U — ядром уравнения.
Терминология эта заимствована из теории интегральных уравнений,
где уравнением второго рода называется уравнение

ь

х (s) — К J К (s, t) х (t) dt ==y (s), s e [a, b]t
a

в отличие от уравнения первого рода

ь

J К (s, t) х (t) dt=y (s), s e [a, b].
a

Хотя формально функциональное уравнение (*) может быть
записано и в виде уравнения «первого рода»

Т(х) = у, T-I-W,

•однако выделение тождественного оператора оказывается

целесообразным, поскольку оператор U. может .обладать лучшими
свойствами, нежели оператор Т, что позволяет полнее

исследовать уравнение (*).

§ 1. Уравнения с компактным ядром

В зтом параграфе мы рассмотрим уравнение

x—U(x) = y, г,уеХ, (1)

и сопряженное к нему

g-U4g) = f, 1,g = X*, (2)

предполагая, что U (а следовательно, и U* — теорема IX.3.3) —

компактные операторы в ^-пространстве X. Введем обозначение
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T*=I—U, где, как всегда, через / обозначен тождественный:

оператор в пространстве X. Уравнение (1) можно записать при
этом более коротко:

Т(х) = у, (1')
.а уравнение (2):

T*(g)-f, (2')

поскольку T* = I*—U* (IX.3.1) и I* — тождественный
оператор в X*.

1.1. Докажем предварительно три леммы.

"Лемма i. Множество Т(Х) замкнуто.
Доказательство. Обозначим X0 = N(T) = Г~Ч0) и

рассмотрим фактор-пространство X = Х/Х0 и оператор Т,
отображающий X в X (см. ХП.1.3). Через <р, как и в ХП.1.3, обозначим
естественный гомоморфизм пространства X аа X. Пусть {уп) а
<= Т(Х) — последовательность, сходящаяся к элементу у0 '<= X.

Так-как Т(Х)'=Т(Х), то существуют элементы г.еХ такие,
что уп •=,-Т(ж„) {п = 1, 2, ...). Найдем, далее, хп е X в

соответствии с соотношением (1) из IV.1.8, т. е. так, что

хп
= <р (жп)« 1^п|>-2" ИМ* и = 1, 2,.., (3)

Докажем, что последовательность {*„} ограничена. В
противном случае*, переходя, если нужно, к подпоследовательности,
можно было бы добиться того, что с„ = Иж„И -*■ °°. В силу (3)

последовательность j —} ограничена, поэтому, переходя еще раэ

к подпоследовательности, можно, было бы считать, что \ U I -^ IJ-

сходится. Пусть, например, UI •—■ I ->■ z. Ввиду того, что Г(ж„) =*

«= Г(ж„) «=

у„, "можно написать

но,

Г(2) = ИюгЫ = ИшЫ = 0,
П-»оо \ П / П-»оо \ П /

—- = 1 при любом п= 1, 2, ..»

я II

в, следовательно,

т. е. zelj. Но тогда
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, Таким образом, последовательность {#„}, а на основании (3)
и последовательность {ж„}, ограпичена. Можно поэтому считать,
что. {U(xn)} — сходящаяся последовательность. Если, например,
U(x„) -+■ х, то

хп = Т(хп) + U(xn) = уп +JJ(xn) ->-уо + х='Х9.

Отсюда получаем

у0 = lim уп = iim Т (хп) _ Т (х0) е Т (X),.
П-*оо П~*оо

что и требовалось доказать.

Лемма 2. Последовательность множеств

тт),тт*),...,ттп)

возрастающая и содержит лишь конечное число различных
множеств.

Доказательство. Первая часть утверждения леммы

почти очевидна, так "как если х & N(Tn), то Т"(х) = 0 и тем

более Г"+,Ы = 0, т. е. х е ЩТп+1), ЖТп) <= ЖТп+1).
Для доказательства второй части обозначим ХП = Л^(Г") и

установим, что если при некотором п = 1, 2, ... будет Хп •= Хп+1,
то и Xn+i = Хп+г. Возьмем х е Xn+i. Это значит, что Тп+г(х) •=

= Г"+,(2гЧ:г)) = 0 и, следовательно, Т(х) е Xn+i «= Х„. Стало быть,
У+'Ы = Т"(ГЫ) — 0, т. е. х^Хп+1. Таким образом, Xn+t<=
<=Х„+1. Обратное включение имеет место всегда, поэтому

окончательно Хп = Xn+i = X„+i =...
Предположим теперь, что при каждом ra = 1, 2, ...

Каждое Х„ является подпространством пространства An+i,
поэтому по лемме о почти перпендикуляре (IV.1.7) в Хп+1 можно

указать такой нормированный элемент хп+1, что

р {хп+1, Хп) > -g-,
п = 0,, 1,... (4)

Пусть тп>п. Рассмотрим элемепт

. U(xJ -= U(xn) =xm- Пхп) - lxn- T(xJ] =xn-S,

где обозпачено х ■= T{xm) -¥xn — T{xn). Докажем, что * ^ Xm—1«
В самом деле,

Г—«(» « T^ixJ + Гт-Ча;п) - Tm(xn) = 0,

так как xn^X„cz Xm-U a :rm-<= Xm.
Принимая во внимапие (4), имеем

iU{xm)-U(xn)l = }xm-x\>-^, m>n; m, n =. 1, 2,.,, (5)
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Но {хп) — ограниченная последовательность, и вследствие
компактности оператора U из последовательности W(xn)} можно-

выделить сходящуюся подпоследовательность', что, однако,
противоречит (5).
Лемма 3. Среди множеств

Т(Х), ТЧХ), .... ТЧХ), ... (6>

имеется лишь конечное число различных.

Доказательство в общих чертах сходно с

доказательством предыдущей леммы, вследствие чего мы проведем его, пе

входя в подробности.
- Отметим, что множества (6), согласно лемме 1, замкпуты и,

кроме того, они образуют убывающую последовательность. Ясно,
что из равенства ТЧХ) =» Тп+1(.Х) при некотором п вытекает, что-

ТЧХ) = Г"+ЧХ) = Т"+ЧХ) =

и лемма в этом случае доказана.

Допуская, что ТЧХ) Ф Тп+,(Х) (п = 0, 1, ...), с помощью-

леммы о почти перпендикуляре (IV.1.7) построим последовательг
ность {хп} такую, что

[яп||=1,: хп<=Г(Х), р(хп,Тп+1(Х))>±, и-1,2,,.. (7)

Пусть m > д. Как и в лемме 2, имеем

U(xn) — U{xm) = хп
— Т(хп) — lxm — T(xm)] = хп — х.

Но
Пхп) е T»+«GO, xm е ТЧХ) с Тп+ЧХ),

T(xJ e Tm+l(X) с=.Г".+,(Х),

и, таким образом, х = Т(хп) + xm- T(xm) е= Тт+ЧХ). Из (7)
вытекает поэтому

~ 1
[U(xn)~ U-{xm)l=*lxn — x\>-Yf m>n; т,.п = 1,2t ,,.,

что противоречит компактности оператора U.
1.2. Обозначим через г наименьшее из пеотрицательпых

целых чисел п такого рода, что ТЧХ) = Тп+,{Х). Если, в

частности, га) = Х= Г(Д то полагаем г = 0.

Пусть, далее, X' = ТЧХ), X" *=ЖТГ).
Характеристика оператора Т и, следовательно, уравнения (1)

содержится в следующей теореме.
Теорема 1. а) Оператор Т взаимно однозначно отображает

подпространство X' на себя.

Ъ) Подпространство X" конечномерное. Оператор Т

отображает X" в еебя.
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с) Каждый элемент ieX может быть единственным обра*
вом представлен в форме

х~х'+х", 1'еГ, х"<=Х"; (8)

при этом существует постоянная М>0 такая, что

Ib'U^MIWI, \\х"\КМЫ. (9)
- d) Оператор U допускает представление в форме

U = U' + U'", (10)

где V, U" — компактные операторы, отображающие простран*
ство X в X' (.оператор V) и в X" (оператор U"). При этом

оператор Т' ■= / — V имеет двусторонний непрерывный
обратный и справедливо соотношение

£/'£/" =t/"t/' = 0. (НУ

Доказательство, а) Так к"ак X' = ТТ(Х), то

ГСХ") = ТГ+1(Х) = Т'(Х) = X'.

Если Т(х) ■= 0, где х е X', то, взяв п&т так, чтобы в

соответствии с леммой 2 было N(Tn) =N(Tn+l), будем иметь же

еГЩ'и, следовательно, существует х^Х такой, что х = Тп(х).
Но тогда 0 = Г(ж) = Гп+,(ж), и поэтому x^N(Tn+1)=MT"), т. е.

а: = Тп(х) = 0.
b) Имеем

Г = (/-£/)' = /-Е/„

где оператор Ut есть линейная комбинация положительных

степеней оператора U. Таким образом, на основании теоремы IX.2.2 .

оператор Ut компактен. Так как для х<=Х" будет Ul(x) = x, то

каждое ограниченное множество в X" компактпо. В силу
теоремы IV.1.3 X" конечномерно.

Мпожество Т(Х") в случае г>0 есть, очевидно, МГг_,)сг
сЖП =Г. Если же г = 0, то X" = {0} и включение T(X")cz
<=Х" тривиально.

c) Обозначим через Те оператор Т, рассматриваемый лишь

на множестве X'. На основании леммы 1, примененной к one*

ратору Тт■=/—£/„ заключаем, что множество X' замкнуто и,

следовательно, является В-пространством. Поэтому в силу

теоремы XII.1.2 оператор Т0, взаимно одпозначно отображающий1
X' на себя, имеет непрерывный обратный Г^"1.

Пусть х — произвольный элемент из X; положим

х' = Т~ТГ (ж), х" = х - х' = х - Т^Г (х). (12>

Ясно, что х' е X', а так как

Г {х") = Г (х) - ТгТоГТт(х) = Г (ж) - Г(ж) = 0,
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то «'еХ', что и доказывает возможность представления х в

•форме (8).
Если ж *ш xl +-xt

— какое-нибудь другое представление элемен-*

та т в форме (8), так что xt e X', xt e X", то

.Но так какж1еХ'л.то T'fa'x) «= TZ(xJt поэтому

ii-rr?" (*) = *'

и единственность представления (8) доказана.
Наличие оценок (9) вытекает на основании (12) из

непрерывности оператора Tq1,
d) Ввиду того, что U = / — Г, для х е X' имеем

_. ." Ш=ж-ВДбХ',

т, е. оператор С/ отображает X' в себя. Аналогично убеждаемся,
чтоЕ/(Х")с:Х".

Для произвольного х е X "положим

£/'Ы = Е/(ж'),
"

«/'(яг) — «7Сяг*>. (13)

тде я'еХ' и ж"еХ" из представления элемента а: в форме
(8), Учитывая оценки (9), без труда убеждаемся, что V и V —

^непрерывные линейные операторы.. Кроме того, ясно, что £/=•
- V 4-17" и £/'(Х) с X', V" (X) е= X". Далее, очевидно,

С/'(Х") = С/"(Х')=.(0}. (14)

Из втих соотношений следует, что U'U" =U"U' =0, т. е. (11).

Оператор U" отображает пространство X в копечномерное
пространство X", в котором всякое ограниченное множество
компактно. Поэтому U"—компактный оператор. Но £/' = £/ —
— V, и с помощью теоремы IX.2.2 можно заключить о

компактности оператора V.
Докажем, наконец, что оператор Т'=1' -r-V имеет

двусторонний непрерывный обратный. Для этого достаточно установить,

во-первых, »то 7"(ж) = 0 влечет ж = 0 и, во-вторых, что Т'(Х) =

-=Х. Пусть Г'(ж)=0. Представляя, х в форме (8), получим

0 = ГЫ=г-£/'Ы = 1'-£/(г') + г"=Г(ж') + ж".

Так как Tix') e X', -tq вследствие единственности представления
элемента 0 в форме (8) будем иметь

■Пх')-х'-0

и на основании пупкта а) #' = 0. Тем самым х*=х' + х" = 0.

Рассмотрим теперь произвольный элемент у
е X. Представим

«го в форме (8): у = у' + у" (j/'eX', у" &Х") и положим

х^=Т^(у') + у\
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Так как Т^1 {у') е X', то

£/'(*>-# WOO)*
Г (х)=х~ V (х) = Го"1 (у') - U(То1 {у')) + у" -

= ТТо1 (у')+У' = у' + y"<-yt
Итак, Т'(Х)=Х..

Теорема полностью доказана.

Замечание. Пусть m озпачает наименьшее из неотрица*

тельных целых чисел п таких, что N(Tn) •= N(Tn+1). Тогда
m = r.

В самом деле, беря x^N(TT+1) -и представляя его в форме
(8), получим

К 0 - Т'+,(х) = Тг+1(х') + Г+,(ж") = Тг+Чх'),

что в силу пункта а) возможно лишь при х' = 0. Отсюда х =»

= х" еЛ?(Гг) и, следовательно, тп^г.

Далее, если у
*= Tm(x)(x e X), то, подставляя х в форме (8),.

будем иметь

у
= Тт\х) = Тт (х'\ + Тт (хп) = Тт (х') = Tm+1 (T'1 (х'))

и у
е Тт+,(Х), следовательно, должпо быть также г^т.

Частный случай факта, указанного в замечании, содержится"
в следующей теореме.

Теорема 2. Для-того чтобы уравнение (1) было разрешимо-
при любом у^Х, необходимо и достаточно, чтобы однородно»

уравнение
Т(х) = 0 (15)

имело единственное решение (очевидно, х = 0).

Действительно, разрешимость уравнения (1) при любом

у^Х озпачает, что Т(.Х) = X, т. е. что г = 0. Единственность

решения уравнения (15) эквивалентна тому, что т = 0.
Замечание. Опираясь на результаты § 2 предыдущей

главы, можно дать доказательство теоремы 2, не зависящее от

теоремы 1, используя лишь тот факт, что множество Т(Х) замкпу-
то. Предоставляем читателю самостоятельно провести
необходимые рассуждения.

1.3. Связь между уравнениями (1) и (2) устанавливается л

следующей теореме.
Теорема 3. Множества N(T) и N(T*) имеют одинаковую'

конечную размерность. . ..

Доказательство. Так как МЛ <=ЖГГ) =°Х", а на

основании пункта Ь) теоремы 1 X" конечномерно, то будет
конечномерным и N(T). Поскольку U* —* также компактный оператор,
то сказанное применимо и к множеству ЖГ*).

Пусть размерность .множества N(T) равна п, а размерпость

N(T*) — иг. Пусть хи х2, ..., хп
— система линейно независимых
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элементов в N(T), a gt, gt, ..., gm
— линейно независимые

'

элементы в N(.T*).

Поскольку элементы хи хг, ..., хп линейно независимы,
к ним применима теорема о биортогонализации (теорема. V.7.4),
на основании которой существует биортогональная система

■функционалов fu /2, ..., /«:

(16)

Равным образом, пользуясь леммой Ш.3.1, найдем элементы

Уи J/2, ..., Ут, так что

[1, / = к,.
т. (17)

Предположим сначала, что п<т. Рассмотрим в

пространстве X оператор V = U + W, где

W(x) = 2 fk(x)ykf хе=Х.

Так как линейный оператор W переводит X в конечномерное
пространство, то он компактен. Значит, и V— компактный

оператор. Рассмотрим уравнение

?(х) -х - V(х) = Т(х) - 2 fk(x)yk - 0. (18)

Пусть х0 — некоторое его решение:

Т {х0) = Т {х0) - 2 h (*0) Ук - 0.
'

(19)

Из этого равенства следует
п

g,{T{xo))-^fk(xo)gt(yk) = 0t *-i,2,...,n, (20)

т. е., учитывая (17),
g.mx0))-fAx0)=0

ш вследствие того, что T*(.gs) = 0, будет

/.(Жо)=0, s = l, 2, .... п. (21)

Вместе с (19) это дает Г(аг0)=0, т. е. x0^N(T) и, значит, х0
может быть представлен в форме

п •

Х0 = 2l ahxh-
~~

Так как в силу (16) a. = /,(#<,), то из (21) вытекает а, = 0,
а потому и ж0=*0. Таким образом, уравнение (18) имеет

единственное решение. По теореме 2 соответствующее неоднородное
уравнение разрешимо при любой правой части. В частности,
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имеет решение уравнение
п

f (х) = Т (х) - 2 А {х) yh = уп+1.

Обозначим через ж* решение этого уравнения. С одной стороны,

gn+1 ( Т {х*) -2А (**) yh) = Г* (gn+1) (*•) - 2Л (**) £n+i (Ы=0.

Между тем g„+,(i/n+1) = 1.
Таким образом, должно быть пг^п.
Возможность неравенства т<-п исключается аналогичными

рассуждениями. А именно, вместо уравнения (13) надо
рассмотреть в пространстве X* уравнение

т
'

T*{g)-^,g(yh)fk = 0.
k=i

1.4. Объединяя доказанные выше теоремы, получаем
следующий результат.

Теорема 4. Либо уравнения (1) и (2) разрешимы при
любой правой части, и тогда их решения единственны. Либо

однородные уравнения
Пх) = 0 и T4g)=0

имеют одинаковое конечное число линейно независимых

решений хи хг, ..., х„ и gi, g2, ..., g„ соответственно. В этом случае,
для того чтобы уравнение (1) '{соответственно уравнение (2))

имело решение, необходимо и достаточно, чтобы

gh(y) = 0, ft = 1, 2, ...,
в

{соответственно f(xh) = 0, ft = 1, 2, ..., в). При этом общее
решение уравнения (1) имеет вид

п

X = X* + 2 ChXkt

а общее решение уравнения (2) —

g = g* + 2 Ckght

еде х* {соответственно g*) — какое-нибудь решение уравнения
(1) (соответственно (2)), а си с2, ..., с„

— произвольные
постоянные.

Вторая часть теоремы получается применением к уравнениям
(1) и (2) теорем XII.2.3 и ХП.2.3*, условия которых выполнены

вследствие леммы 1 (но ее можно доказать и непосредственно).
Ввиду аналогии с известной теоремой теории интегральных

уравнений настоящую теорему называют альтернативой Фред-
голъма.

31 л. В. Канторович, Г. П. Акилов
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§ 2. О комплексных нормированных пространствах

Как это ясно будет из дальнейшего (см. § 3), уравнение

x — KU(x) = y

естественно рассматривать в комплексном пространстве, в

частности, придавая к комплексные значения. В связи с этим ниже

вводятся некоторые вспомогательные понятия, относящиеся к

комплексным пространствам и позволяющие включить

вещественный случай в комплексный.
2.1. Пусть Z — комплексное нормированное пространство.

Мы говорим, что Z имеет вещественное ядро, если на Z
определен оператор С, переводящий Z в себя и называемый

инволюцией, который обладает свойствами:

1. Clk^ + XiZz) = X,C(z,) + Х2Сиг) (z„ z2eZ).
2. C4z)=*z (zezZ).
3. HC(z)ll = llzll.
Множество тех элементов, для которых Clz) = z, называется

вещественным ядром пространства Z и обозначается ReZ;
элементы этого множества называются вещественными.

Пусть zeZ; элемент х — -у [z+C(z)] называется

вещественной частью элемента z и обозначается х = Re z. Элемент у =

к=

-jr- [z — С (z)] называется мнимой частью элемента z и

обозначается у
= Im z. Так как

С(х) = ± [С (z) + С2 (z)] = xx C{y) = -±-[C (z) - С2 (z)] = у,

то х = Re z и j/
= Im z r- вещественные элементы. Очевидно,

z=*x + yi, (1>

C(z) = x — yi.

Последнее соотношение дает основание называть элемент C(z}
сопряженным к элементу z и ввести обычное обозначение:
CXz)=>z.

Если элемент z каким-нибудь образом представлен в форме
(1) с вещественными х и у, то непременно # = Rcz, j/ = Imz.

Действительно, z = x—yi = x — yi, и поэтому #=-у (z + z)=Rez„

у = "оН2 — z)=Imz. Таким образом, представление (1)

единственно; элементы х и у однозначно определяются элементом z.

Вещественное ядро X пространства Z является вещественным

нормированным пространством, полным, если полно исходное

пространство Z,
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В самом деле, линейная комбинация с вещественными

коэффициентами элементов из X снова является элементом

множества X. Выполнение для X аксиом нормированного пространства
вытекает из того, что -эти аксиомы выполнены для данного

пространства Z. Убедимся в полноте X (предполагая Z полным

пространством). Пусть {х„) — сходящаяся в себе

последовательность элементов пространства X. Рассматривая ее в

пространстве Z и принимая во внимание его полноту, найдем, что

существует limxn=z=Z'. Так как в силу условия 1 xn — z = x„
—

z,
п-*оо

то \\хп — zll = Из;п — zll = \\хп — zll, откуда х„ —■ z. Ввиду
единственности предела. 1 = z, т. е. z e X.

Все конкретные вещественные пространства, рассмотренные
зыше, являются вещественными ядрами соответствующих

комплексных пространств. Так, например, вещественное С(К)

является вещественным ядром комплексного пространства Сс{К)-
При этом инволюцией будет оператор комплексного сопряжения
x(t) -+■ x(t). To же можно сказать по отношению к

пространствам L", V; Со и т. д.

Вообще произвольное вещественное пространство X можно

рассматривать как вещественное ядро некоторого комплексного

пространства, именно как вещественное ядро пространства Z,
элементы которого суть упорядоченные пары элементов прост*

рапства X; z = (ж, у) (х, у е X), причем действия над ними

введены по следующим правилам:

(ж„ Уд + («г, Уг) = (xl + x2, yt + j/2);

&(#, у) = (ах — §у, §x + ay), K = a + $i,. a, p" — вещественные;

Ц (х, у) || = max | х cos в + у sin в || *). (2)
о

Чтобы убедиться, что X — веществепноо ядро пространства Z,
Достаточно положить

С((х, у)) = (х, -у).

При этом вещественными в пространстве Z будут все элементы

вида (х, 0) и только они. Так как

а (ж„ 0) + р (х2, 0) = (ажх + рж2, О),,

|(*,0)| = max|a:cose|=|*ll«
е

то, отождествляя элемент (ж, 0) с элементом х, мы и получим

требуемый результат. Такое отождествление позволяет вместо

(ж, у) использовать обычпое обозначение x + yi. Пространство Z
называется комплексификацией X.

*) Разумеется, в конкретных пространствах норма может быть

введена и иначе. Так, если X = Lp, то обычная норма в комплексном Lq
эквивалентна, но не равна норме, определенной равенством (2),
31*
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2.2. Пусть Z vl W— комплексные пространства с

вещественными ядрами X = Re Z и У = Re W. Непрерывный линейный

оператор £7, переводящий Z в W, называется вещественным,

если он переводит вещественные элементы пространства Z в

вещественные элементы пространства W, т. е. если DiX) <=: Y;
вещественный оператор индуцирует, таким образом, непрерывный
линейный оператор из вещественного пространства X в

вещественное пространство Y.

Наоборот, если U — непрерывный линейный оператор,
отображающий пространство X в пространство Y и если X = Re Zt
Y = Re W, то, полагая

£7(z) = D(x + yi) = U(x) + iV( y), z = x + yi,

мы получим непрерывный линейный оператор U из

комплексного пространства Z в комплексное пространство W. Очевидно,
па X оператор £7 совпадает с U. Оператор £7 называется

комплексным расширением оператора U.
Отметим неравенство

. Н7КИ71К2Щ7И. (3)

Первая часть неравенства очевидна. Что касается второй, то она

является следствием цени неравенств

«£7(2)11 = HE/W + Й7(у)И < H7MII + W(y)\\ <

<IIE7ll(llrf+lli/ll)<2[lC/llll2ll.

(Здесь мы использовали неравенство Ше zll < llzll, которое

доказывается так: |Bes|— -^-flz + 2|<-|-[||2|| +||z||] = flz||).
В ряде случаев можно доказать равенство П£7П = ШН. Так,

если норма в пространствах Z и W определена формулой (2),
то

|| £7 (z)! «= max f Е/(ж) cos 6 + U {у) sin6||<
6

<|)t71maxlarcose + ysine|| = ||£/||||2|
б

и, следовательно, Н£7И < НЕ/Н, что вместе с (3) дает ll£7ll = IIC/II. -

Далее, если для любого е > 0 существует такой
нормированный вещественный элемент х, что li£7(ar)li > Н£7Н — е, то также

11£7Н = ЯШ, так как в этом случае

11£711 < 11£7(ж)И + е - Ш(ж)И + е < ЯШ + е.

Последнее условие выполнено, например, когда Z и W суть

пространства функций из числа указанных выше, а С! — ннтег-
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ральный оператор
ь

w = U(z), w(s) = $K{s,t)x{t)dt,
а

с вещественным ядром K(s, t).
Точно так же условие выполнено, если Z и W—

пространства последовательностей, а оператор D определяется
вещественной матрицей.

2.3. Если вещественный оператор V компактен, то, очевидно,
и индуцируемый им оператор U из X = Re Z в Y = Re W также

компактен. Справедливо и обратное утверждение, т. е. если U —

компактный оператор из X в F, то его комплексное

расширение — оператор V
— компактен.

Для того чтобы доказать этот факт, достаточно сослаться па

то,, что из сходимости последовательпости {z„} вытекает

сходимость последовательностей {Re z„} и {Im z„}, п обратно.
2.4. Если Z — пространство с вещественным ядром, то и

сопряженное пространство Z* также имеет вещественное ядро.

Действительно, пусть /eZ*; инволюцию определим, полагая

С(/)=/:
_ _

/(z)=/(z), ze=Z. (4)
Убедимся прежде всего, что /—непрерывный линейный

функционал. В самом деле,

/(A,z, + цг2) =

= JiKzT+^izT) ■= /(а7, +]iz2) = a/Cz,) + Д/(г2) = а/Ы + n/lzj,
l/(z)l = |/(z)l<ll/IIHzll = ll/llllzll. (5)

Проверим теперь, что выполнены условия 1—3 определения
инволюции. Имеем, учитывая правило умножения функционала
на комплексное число:

(Я/,+ц/2)(г) = (л/, + ц/2)(г) = Ш*) + Й/ifc) =

= Щг) + Щл) =ЯДЫ + ц/2(г) = (Ц + (Гд)(г),

/(2) = /iI) = /(f) = /U).

Наконец, из_(5) ^зытекает неравенство ll/il ^ И/Н. С другой

стороны, Н/Н = Н/11 < H/II, откуда ll/il = 11/11.
Обозначим через X вещественное ядро пространства Z и

докажем, что если ф
— линейный функционал в вещественном

пространстве X, то комплексное расширение / функционала ф
принадлежит вещественному ядру пространства Z*, которое
исчерпывается функционалами указанного вида. Оба эти утверждения
без труда вытекают из определения сопряженного функционала.
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В самом деле, если / есть комплексное расширение функционала
<реХ*, то

Jiz) = fiz) = ф(ж) — <р(у)г = <рЫ + ffiyH = /(z),

z = х + yi e Z.

Напротив, если функционал / является вещественным

элементом пространства Z*, т. е. если / = /, то, согласно (4), это

означает, что fiz) = /(z). В частности, если z = х е X, то fix) =
= fix), т. е. fix) вещественпо.

Доказанное предложение можно высказать в следующей
форме: вещественное ядро сопряженного пространства является

сопряжепным пространством по отношению к вещественному

ядру данного пространства.
'

.

2.5. Естественно ожидать, что оператор, сопряженный к

вещественному, снова будет вещественным оператором. Пусть О —

вещественный оператор, отображающий пространство Z в

пространство W, и U — индуцируемый им оператор из

пространства X в У (X = Re Z, Y = Re W). Докажем, что V* будет
вещественным оператором и что индуцируемый им оператор из

пространства Y* в X* есть U*. Последнее утверждение надо
понимать в том смысле, что если ф и ф— функционалы в

пространствах X и Y соответственно, причем

Ф = С/*(ф), (6)
то

f = V*ig), (7)

где / — комплексное расширение функционала ф, a g—

комплексное расширение функционала ф; наоборот, если

вещественные функционалы /eZ* и g^W* связаны соотношением (7),
то индуцируемые ими фупкционалы qieX* и фе Y* связаны -

соотношением (6).
Вещественность оператора V* доказывается совсем просто:

если g^W*— вещественный фупкционал, т. е. если g^=g и

/ = #*(#), то

fiz)=/ш =7(Ш)=giUiz))=gWiz)) - fiz).

Пусть, далее, ф
= £/*ф, тогда ix — Re z, у = Im z)

fiz) = ф) + tyiy) = ф(С/ ix)) + iqiUiy)) =

= gMx) + iUiy))=giUiz)),

так что f = D*ig). Столь же просто устанавливается, что иэ (7)
^вытекает (6)..
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§ 3. Спектр

3.1. В этом и следующем параграфах мы исследуем
поведение уравнения

ТЛх)=х-кШх)=у, (1)

или, что то же самое, уравнения

li(x) = iuc-U(z) = y _(!')
в зависимости от комплексного параметра К (или ц). Под U
вдесь и в дальнейшем подразумевается непрерывный линейный
оператор в комплексном ^пространстве X*). Мы рассматриваем
два уравнения (1) и (1') в связи с тем, что уравнение (1)
принято рассматривать в теории интегральных уравнений,
приложения к которой мы дадим в § б, а уравнение (1') принято рас-
матривать в абстрактном -функциональном анализе при изучении

спектральных свойств оператора U.
В отношении разрешимости уравнения (1) комплексная

плоскость разбивается па два множества: множество я(С/) тех

значений Я, при которых уравнение (1) имеет единственное

решение, какова бы ни была правая часть уравнения ysX
(следовательно, оператор Г», имеет непрерывный обратпый (см.
XII.1.3)), и множество %{U) остальных значений "К. Точки
множества я(£/) называются неособенными значениями оператора U;
мпожество %(U) называется характеристическим множеством

оператора U.

Аналогично введем мпожество р(С/) тех ц, для которых
уравнение (I7) однозначно разрешимо при любой правой части,
и дополнительное множество a(U). Точки множества рШ)
называются регулярными значениями оператора U, а само множество

p(U) называется резольвентным множеством оператора U;
множество a(U) называется спектром оператора U.

Если при некотором Я однородное уравпение

Г»Ы-*-М7(*)-0 (2)

имеет отличные от нуля решения, то К называется характера
стическим значением оператора U. Очевидно, множество %olU)
всех характеристических значений содержится в множестве %Ш),
Каждое решение уравнения (2) называется собственным

элементом, или вектором, отвечающим данному характеристическому
со .

числу. Множество (J N \Т^) называется корневым подпростран*

ством, а его размерность (конечная или бесконечная)-—

кратностью характеристического значения К. Число г различных

*) Если первоначально пространство X вещественное, то вместо U ми

рассмотрим его комплексное расширение.
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множеств N (Т^) (п = 1, 2, ,..) пазывается рангом
характеристического значения (ср. лемму 2 из XIII.1.1).

Если вместо уравнения (2) рассматривать однородное
уравнение, соответствующее уравнению (1'):

T'll(x) = [ix-U(x) = Or (2')

то мы нридем к понятию собственного значения или числа,

собственного элемента {вектора) и корневого подпространства,
отвечающего данному собственному зпачепию, которые уже были

определены для операторов в гильбертовом пространстве (IX.4.1).

Отметим, что если U — самосопряженный оператор в гильбертовом
пространстве и ц

— его собственное значение, то его ранг г = 1, т. е.

^;)=*(<)----=мо==--- (з>

и потому в этом случае корневое подпространство есть N (т ), т. е.

состоит из всех собственных элементов оператора U.

Докажем соотношение (3). Так как собствеппые значения

самосопряженного оператора вещественны, то оператор Т
ц

и все его степени суть

самосопряженные операторы. Опуская для простоты индекс ц и беря
п — 2*, будем иметь для х е N \Т'2 )

(Г*'1*, r2"_1x)-(r2ftx, *)=0,
откуда

г2"-1,=о.

Продолжая так дальше, придем в конце концов к равенству Т'х = 0, т. е.

j;eJV(f), и тем самым JV (7") => N\T'2 ). Обратное включение

выполнено для произвольного оператора. Таким образом, N (7") = N \Т' ) (к =>

= 1, 2, ...). Если взять далее произвольное п = 2, 3, ..., то, подбирая к

так, чтобы ra.sg: 2*, будем иметь очевидное включение ./V (7") с: ./V (Т'п) с:

с N (Г2*). Отсюда N (Г) = ./V (Т'п).

Укажем на простую" связь между спектром и

характеристическим множеством одного и того же оператора U. Легко

видеть, что если %<=%Ш), то ц= j-eo({/), и наоборот.

Очевидно, таким же образом связаны характеристические и

собственные значения оператора U. Важпо при этом иметь в виду, что

собственный элемент, отвечающий характеристическому значению

Я, будет также собственным элементом, отвечающим
собственному значению и, = 1А., и обратно. Далее, так как при K[i = 1

будет N (Г£) = N (Т1^ ) (п = 1, 2, ...), то последнее замечание

распространяется и па собственные подпространства. В связи с

указанным обстоятельством шея необходимости различать
понятия собственного (характеристического) элемента,

соответствующего характеристическому значению, и собственного элемента,
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соответствующего собствеппому значению, что и отражено в

терминологии, введенной выше.

Указанная связь между характеристическим множеством и

спектром позволяет рассматривать, в зависимости от удобства,
лишь одно из этих параллельных, а по существу эквивалентных

понятий, только в исключительных случаях давая обе

формулировки.
Выскажем песколт.ко простых предложений, относящихся к

введеппым выше понятиям.

I. Соотношение К^пШ) равносильно существованию

непрерывного двустороннего обратного оператора, В^—Т^ =(1 — KU)~ .

См. ХП.1.3, следствие к теореме ХП.1.2.
II. Множество неособенных зпачений открыто и,

следовательно, характеристическое множество замкнуто.

Это вытекает из теоремы о том, что если некоторый оператор
имеет непрерывный обратный, то и оператор, близкий к нему по

норме, также имеет непрерывный обратный (V.4.6). В пашем

случае

\Tk-Tvl = \K-V\lUl,

так что если 7Т1 существует, то при достаточно малой разности

Я — А/ будет существовать и ?Т •

III. Круг 1М<|Т7Гй содержится в множестве n(.U);

следовательно, спектр с(£/) целиком входит в круг 1ц1 < IIШ.

Чтобы установить справедливость этого предложения,
достаточно применить теорему Банаха об обратном операторе (V.4.5).

IV. Множества %Ш) и %№*) расположены симметрично
относительно вещественной оси.

Действительно (IX.3.1),

Tl = [/ - %U\* = 1* — W*.

'А по теореме ХП.2.4 операторы Т^1 и (7>.)-1 ) существуют

одновременно.
V. Если X — пространство с вещественным ядром, a U —

вещественный оператор, то множество зСо(С^) симметрично
относительно вещественной оси. Кроме того, если А. е %„(£/) и z—

соответствующий собственный элемент,' то характеристическому
значению Я будет отвечать собственный элемент zy

В самом деле,
'

!-Шг)-=г--ИДг),

откуда вытекает, что равенства z — A,£/(z)=0 и z —A,£/(z) =0

равносильны.

*) Т% следует понимать как (Tfi .
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Замечание. В IX.5.3 было дано определение спектра для

случая самосопряженного оператора в гильбертовом
пространстве. Доказанная там теорема IX.5.3 показывает равносильность

обоих определений (главы IX и данного выше).
3.2. В случае, когда U — компактный оператор, структура

характеристического множества может быть выяснена довольно
полно.

Теорема 1. Если U — компактный оператор, то:

a) характеристическое множество содержит лишь

характеристические значения, т. е. %(U) =%„Ш); при этом каждое

характеристическое значение имеет конечную кратность;
b) каково бы ни было г = 0, круг |Я,1<г содержит разве

лишь конечное число характеристических значений;

c) если K&%(U) и К^%Ш*), причем Kt¥=Kz, и если а^е
в-А — собственный элемент, отвечающий Kt, a gz^X* —
собственный элемент, отвечающий Кг, то gzixj = 0.

Доказательство, а) Согласно теореме ХИ.1.4, если КФ

ФлШ), то однородное уравнение (2) имеет ненулевое решение.

Конечномерность собственного подпространства вытекает из

леммы 2 (XIII.1.1). Действительно, согласно этой лемме

существует такое п0, что N(Tl) = N (Г?) (п>/г0). Поэтому в данном

.случае собственное-подпространство есть N(Tl°). Но

Tl0 = {I-W?° = I-U,.

где £/■=»]£(— l)ft
*

Cn0khUh есть, очевидно, компактный оператор.

Поэтому на основании упоминавшейся уже теоремы ХП.1.4

совокупность решений однородного уравнения

К°(*) = 0

образует конечномерное подпространство, a iV(7Y) с: N(Tj,°).
Ъ) Допустим противное, т. е. предположим, что в некотором

"круге Ш < г содержится бесконечное множество

характеристических значений. Выделим из этого множества

последовательность {KJ различных характеристических значений:
'

|Х„1 «£ г

(и ■= 1, 2, ...). -Пусть ixj — последовательность соответствующих
собственных элементов:

хп-кпЩхп)°=0, п —1,2, ... (4)

Покажем (по индукции), что при любом п = 1, 2, ... элементы

«1, xt, ..., хп линейно независимы. Для п = 1 это верно.

Предположим, что утверждение справедливо при некотором п > 1.

Проверим его для элементов xit xit ..., хп, xn+i. Допуская про-
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тивное, будем иметь

Яп+i = S «fc^ft.

откуда в силу (4)
h=a

п

.. Сопоставляя это с предыдущим равенством, найдем

Так как 1 1^^О (А =■ 1, 2, ..., п), то, таким образом,
элементы Xi, x2, ..., аг„ оказались линейно зависимыми вопреки
индуктивному предположению.

Образуем множества Xn = S'(.{xi, хг, ..., хп}). Так как по

доказанному Хп+1¥=Хп, то по лемме о почти перпендикуляре
(IV.1.7) можно найти такие элементы yit у2, ..., уП1 что

уп е Хп, ||j/„|l =■ 1, р (уп+1, *„) > -|-, п = 1, 2,; ... (5)
" "

В
"

Если хеХ„, т. е. если х■_= ^ pftarft, то U(х) =* ^ ■=£■а:Ле Xn.
h=l k=l ft

Вместе с тем, Гх„(ж) = я — Хп#(*) = 2 Р*( 4 ~X) ** е ^п-*

(так как коэффициент при хп равен нулю).
Пусть га > п. Рассмотрим выражение

U(Ш- U (Куп) = Ут - [Ткт (Ут) + U (Куп)] =.#«-£.

По доказанному Т^ (ym) e Xm-i и U (К„уп) ёХпа Xm-i. Следо*
вательно,

У = ТКп (У™) + и (КпУп) е Xm-t.
Вследствие (5)

IIU (ХтУт) ~ U {%пуп) || = || Ут -11 >±.

,Это, однако, противоречит компактности оператора Ut
поскольку последовательность {Кпуп) ограничена (НХ„у„И «S г),

с) Имеем K,U(xi) = аг4 и &*£/*(#») — g2. Следовательно,

*s («О = ёгWЫ) =» ^£7* (ft) fe) - Xif-g-) (zj =-* -^- ft (агх),

что в силу Ki Ф "кг возможно лишь в случае, если fttei) •"■ 0.
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Отметим в заключение, что если U — компактный оператор
в бесконечномерном пространстве X, то точка нуль принадлежит

спектру оператора U.

§ 4. Резольвента

4.1. Здесь мы будем продолжать изучение уравнения

x-W(x)=y, (1)

однако, в противоположность предыдущему параграфу, сейчас

нас будет интересовать случай однозначной его разрешимости.
Пусть КФ 0 — неособенное значение оператора U. Оператор

Вх, определяемый из соотношения

/ + *А-(/-Ш-\ (2)

называется резольвентой оператора U. При Х = 0 полагаем

в„-и.
Если рассматривается спектр и соответственно множество

регулярных значений, то вместо Вк удобнее говорить об

операторе
Яй = (ц/-Е/)-\ (3)

который имеет смысл для всех регулярных значений оператора
U. Оператор /?„ мы также будем называть резольвентой.
Опасность смешения двух понятий исключается, так как из

контекста всегда будет ясно, о какой именно резольвенте идет речь;

кроме того, для различения той и другой резольвенты остаются

разные обозначения. Отметим, что резольвента Вк часто

встречается в теории интегральных уравнений, где ее называют

резольвентой Фредгольма, а в функциональном анализе

резольвентой обычно называется /?„ (ср. 3.1).
Если ц ¥• 0, то, очевидно,

*n = -f'+AiW (4)

Наоборот, из равенства

С/ + X5J (/ - W) = (7 -Ш(/+Ш- /

получаем ,-

Вк=Щ1-Ки)-1 = (1-Ки)-*и. (5)

Следовательно, при К ¥• О

вц-хР%-{%Р. (6)

Соотношения (4) и (6) позволяют все предложения,

доказанные для Вк, переформулировать для /?„, и обратно.
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4.2. Исследуем поведепие резольвенты В% при малых К.
Рассмотрим ряд

I +W+ ?SU* + ... + KnUn + ... (7)

Если он сходится в пространстве операторов В(Х, X),. то со»

гласно замечанию к теореме Банаха (V.4.5) его сумма есть

(/-ЛЕТ-1), т. е.

U-W)-l~I +W+ ... + hnUn + ...,

откуда вследствие (5)

BK-*U+ XU* + ... + XnUn+l + ... (8)

Эта формула имеет место для тех же Я, для которых схо*

дится ряд (7). Но, как установлено в V.4.2, ряд (7) сходится,
если

п

limj/ir£/ni<l,
п-юа

и расходится, если

lim^S"^rl>l.

Таким образом, мы приходим к следующей теореме.
Теорема 1. Резольвента Вк разлагается в ряд (8) по отв*

К, .радиус сходимости которого

Гш*

lim y\U*\ lim У\ВпХ

Если от резольвенты Вк с помощью соотношения (4) перейти
к резольвенте /?„ то получим

Следствие. Резольвента /?„ разлагается в ряд по

степеням ц-1:

В^-ТГ1 + \и + ». +Аип~х + ...» \»\>-j—Umy\ir]rИ Ц ft
T

П-м»

4.3. Можно указать другое выражение для радиуса сходи*
мости ряда (8), связанное с расположением характеристического
множества на комплексной плоскости. Докажем сначала два

вспомогательных предложения.
Лемма 1. Каковы бы. ни были К, цея(£/), имеет место

равенство
Вц-Я-^а-цВД*. (9)

Доказательство. Из соотношения (5) имеем

Ях-я„=щ/-ш-*-(/-цг7)-4#. •
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Умножая это равенство справа на I — KU, а затем слева на

/ — цО, получим

(/-ui/нд-д)и-ш = (/— nmu-uu-w) = a- ц)сл

и, следовательно,

д-д=а- и)(/
- цт-*и ■ ии-ш-* = а - ц)дд,-

что и требовалось доказать.

Следствие. Операторы Д и В» перестановочны, т. е.

дд„=дд.
Аналогично доказывается, что для всех К, ц^рШ)

Лемма 2. Резольвента В\ является непрерывной функцией
параметра К в каждой точке множества л(£/), т. е. если Кп -*■ X»
(K„,h>*zn(U)),TO Bxn->-B},0.

Доказательство. Докажем сначала, что вещественная

функция ИДИ непрерывна па .n(f/). Если U — Q, то 2?». = О, и наше

утверждение доказано. Если же U¥=0, то ДФ О,, ввиду чего

можно доказывать непрерывность функции гд-з. Из равенства

(9) получаем

|1!Д11-.11ДЛ < НД- ДП = 1Я,- цШДДН < 1Я- цШДИНДП.,

Следовательно,

II
II

ra~ral<u_fM'
,

откуда и вытекает требуемый результат.
Установим теперь непрерывность Д. Так как множества

ji(J7) открытое, a k0&nW), то найдется круг IX —Я,0| < е,
целиком содержащийся в n(U). Непрерывная функция ИДИ
ограничена в этом круге; пусть, например,

ПДН^Л/, \К-1е\<в.: (10>

Согласно (9) и (10) ■".--- . - -

|д,-д^<|я-ь01!д.0|ЦЯП1<лня-М, |х-я.0|<е.

Лемма доказана.
Теорема 2. Радиусt сходимости г ряда (8) равен

расстоянию Го от точки К = 0 до характеристического множества f(U).
Доказательство. Во-первых, так как в круге \"К\<г

ряд (8) сходится и, следовательно, при этих % существует

резольвента, то указанный круг содержится в мпожестве

неособенных значений. Поэтому г < г0.

Возьмем теперь произвольный элемент х^Х и произвольный
функционал /еХ*и рассмотрим функцию <р комплексного пере-
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•менного К:

фШ=/1ВхЫ).

Докажем, что ф регулярна па множестве nW). Действительно,
если К, ц^пШ), то в силу (9)

: - у Qi) - у (Я) __

/ (Яд («)) ~ / (Дх («)) Е у (В д ,гъ

Ц —Я (А
— Л.

При ц-*К правая часть имеет пределом f{Bl(x)) (лемма 2).
Таким образом, существует непрерывная производная

Ф'(*.) = /(#(*)).
Разложим функцию ф в ряд Тейлора в окрестности точки k0 — 0i

Ф(Я)-Ф(0) + ^Х+...+^Хж+... (И)

Это разложение имеет место в круге, не содержащем особых
точек функции ф, и тем более в круге |Х| <г0. Но в силу (8)

Ф W = 2 1(иП+1 (*)) **« \Ц<Г. (12)
п=о

При этом вследствие известной теоремы теории функций -комп«
лексного переменного ряды (11) и (12) тождественны, так что

■ряд (12) сходится при |Я,| <г0.
Возьмем произвольное 0<Xi<r0. Из сходимости ряда (12) при

Л = Я,1 вытекает

tf/(C/n+1(*))—*0

и, следовательно, ввиду произвольности / ._

tfff*-" (*)-*■ 0 (сг(Х,Х*)).

Но слабо сходящаяся последовательность элементов ограничена

<VIH.1.1);

впр1л?£7п+1(*)Г<<».
п

Так как это неравенство выполнено для каждого геХ, а про*
«транство X полное,' то по теореме VII.1.1

sup \k?Un+1 \ = M< оо. (13)
Поэтому

h lim }/Г\иК1< MmM1/n- 1,
П-»оо

lim {У|0»1
t-ьоо r

ft-»00
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Так как Kt можно взять сколь угодно близким к г0, то г0 < г.

Учитывая доказанное выше неравенство г < г0, получаем отсюда

г =г0, что и требовалось доказать..
Замечание 1. Пусть к0 — неособенное значение оператора

U. Как и выше, обосновывается разложение

Вь = В^ + fr-h)Bl0 + ...+ (К-КГВ1+1 + ...,,

имеющее место в круге \К — Кв\<ро, где р0 есть расстояние от

точки Ко До характеристического множества, или, как в теореме 1,

Заменяя .резольвенту By резольвептой Вт получаем
следующий результат.

Следствие 1. Разложение

R» = TI+jrU+...+^riUn+... (14)

имеет место при |ц|>1/г, где 1/г — радиус наименьшего круга

£ центром в начале координат, целиком содержащего спектр.
Число 1/г называется спектральным радиусом оператора D.
Замечание 2. Если U — самосопряженный оператор в

гильбертовом пространстве, то по IX.5.3 1/г = 11 £711. Сопоставляя это

с результатом следствия к теореме 1, приходим к интересному

соотношению

\vi = vm y\ir\m).
П-»оо.

Следствие 2. Спектр a(U) непрерывного линейного

оператора U в комплексном В-пространстве непуст.

Доказательство. Если с(£7) = 0, то, учитывая

соотношение между o(U) и х^^ и 0Ф%Ш), получаем, что множество

n{U) неособенных значений есть вся комплексная плоскость.

Так как можно считать U¥=0, то при любом К будет Вк = 0.

Пусть у0 = Bj,o (х0) Ф 0. Возьмем /&Х*, f(y0)=^0. Аналогично

доказательству теоремы 2 получаем, что функция
. <рМ->'/1Вх1*„))

*) Впрочем, ото равенство является следствием более сильпого

соотношения

IUI=V\0*\, /1=1,2,...,

которое можно получить, если воспользоваться теоремой о спектре
оператора ср(ЭД (теорема IX.5.4) применительно к функции <p(i) = tn (n = 1, 2, ...).



**] РЕЗОЛЬВЕНТА Ш

.регулярна на всей комплексной плоскости. Далее,

1<рWI = №(*„)) I < И/И1Шх111ж.11.
Так как aiU) = 0, то существует непрерывный V~l, откуда

аналогично лемме 2 получаем, что при К -* со \\Rl/x\\ ->• 11£/-1||»
Следовательно, в силу (6)

!Ял||<4/|Я|||Я1А||Ц£/|1-*0.
л—»оо

'

Таким образом, <р(Х) ограничена, откуда по-теореме Лиувил-
ля <рШ есть тождествеппая постоянная, которая, очевидно,
может быть только нулем. Однако q>(Ka) = f(yB) Ф 0, чем получено

противоречие.
Отметим, что если бы мы попытались определить спектр

оператора U в вещественном пространстве аналогично тому, как это

было сделано в 3.1, то спектр мог бы оказаться пустым
множеством. Это основная причина того, что мы рассматриваем

комплексный случай.
4.4. Применим доказанный результат к исследованию

сходимости метода последовательных приближений для уравнения

x~U(x) = y. (15)

Как было показано в V.5.1, сходимость ряда

I+U+U* + ... + Un + ... (16>

обеспечивает сходимость метода последовательных приближений,
с какого бы начального нриближения xv ни начать процесс

последовательных приближений. Полагая в (14) и. = 1, приходим
к следующему критерию сходимости метода последовательных

приближений для уравнепия (15).

Теорема 3. Если спектр оператора U лежит в круге

|ц|<1, то метод последовательных приближений для уравнения
(15) сходится, каковы бы ни были иеХ и начальное

приближение хв^Х. Если же вне круга |иТ<1 имеются точки спектра,
то существует множество Е<=-Х, являющееся вычетом*) в X,
такое, что при у^Е процесс последовательных приближений
для уравнения (15), начатый с х0

— 0, расходится.
В доказательстве нуждается только вторая часть теоремы.

Заметим, что в этом случае будет

lim|]tfn|=oo
п-»оо

и вследствие замечания к теореме VI 1.1.1

вир UT Цг) 1 = ч» (17).
п

*) Напомним, что множество Е в пространстве X называется вычетом^
если его дополнение

— первой категории в X (см. 1.4.7).
«2 д. в. Канторович, Г. П. Аки.юи



498 ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО РОДА 1ГЛ. XIII

.для всех jeX, за исключением, может быть, некоторого
множества G первой категории в X. Но сходимость процесса
последовательных приближений, начатого с х0

= 0, равносильна

сходимости ряда

y + Uiy) + U4V) + ... + U*(y) + ...t

а ввиду (17) этого ряд расходится, если y&G.
Замечание 1. Если оператор U таков,- что все точки

лпектра, отличные от нулевой, суть собственные значения, то

теорема может быть высказана в более определенной форме.
Именно, для сходимости метода последовательных приближений
в этом случае необходиимо и достаточно, чтобы все собственные
значения оператора V лежали в круге \ц\ < 1.

Действительно, согласно доказанной теореме, если метод

последовательных приближений сходится, спектр оператора U

лежит в круге |uj < 1. Если допустить, что существует
собственное значение ц0, лежащее па окружности |ц.| = 1, то, полагая

в уравнении (15) у = у', где у' — собственный элемент,
отвечающий собственному значению ц0, и беря аг0 = 0, получим для
n-го приближения хп выражение

хп = (1 + Но + • • • + (С1)*/'*
.которое не имеет предела.

Замечание 2. Результаты теоремы и замечания 1
значительно упрощаются, если в уравнении (15) оператор U является

-самосопряженным оператором в гильбертовом пространстве.
Учитывая замечание 2 из 4.3, имеем в этом случае: для

сходимости метода последовательных приближений для уравнения (15)
достаточно, чтобы НС/11 < 1. Если все отличные от нуля точки

-спектра являются собственными значениями, то это условие

также и необходимо.

Сформулируем, наконец, л теорему 3 в терминах характеристического
множества. ~

Теорема $'. Если характеристическое множество-оператора U лежит

■ вне круга |Я,| ^ 1, то метод последовательных приближений для уравнения
(15) сходится, каковы бы ни были у еХ и начальное приближение х0 е X.
Если же в круге \Х\ < 1 имеются точки характеристического множества, то

существует такое множество Е сг X, являющееся вычетом в X, что если

у е= Е, то процесс последовательных -приближений, начатый с х0 = 0,
расходится.

В связи с этой теоремой также можно сделать замечания, аналогичные

замечаниям 1 и 2. Предоставляем это читателю.

4.5. Если U — компактный оператор, то к результатам

теорем 1 и 2 можно присоединить более тонкие факты, относящиеся
к поведению резольвенты в окрестности характеристического
значения.

Будем называть непрерывный линейный оператор -V
конечномерным,- если он отображает пространство X в конечномерное



I 4] РЕЗОЛЬВЕНТА 4g^

подпространство X<=X. Выберем в X полпую систему линейно
независимых элементов xlt хг, ..., хп.. По самому определению

для произвольного х^Х
п

v№ = 2 «ад..

Коэффициенты а4, а2, ..., а„ зависят, очевидно, от х. Полагая

ak
= fh(x) (к = 1, 2, ..., п), мы без труда убедимся, что фупкцио-

налы fh (к = 1, 2, ..., и) линейные и непрерывные: линейность
их не вызывает сомнений, а непрерывность вытекает из того

факта, что если последовательность элемептов нормированного
конечномерного пространства стремится к нулю, то к нулю
стремится и каждая координата (см. IV.1.6). Таким образом,
получаем

V{x)^U^)xl + ^{x)xi + ... + Ux)xn. (18>

Обратно, всякий оператор V, представимый в форме (18),
будет, разумеется, конечномерным.

Отметим, что конечномерный оператор необходимо компактен.

Рассмотрим теперь компактный оператор U, и пусть К0 — его

характеристическое значение. Справедлива
Теорема 4. Оператор U допускает представление в форме

U=*U' + U",

где U" — конечномерный оператор, а V — компактный, при этом

характеристическое множество оператора U" состоит из

единственной точки Я,0, а характеристическое множество оператора U*

получается из характеристического множества оператора U удале~
нием ив последнего точки К0.

Доказательство. Можно считать, что К0 = 1 (иначе мы

рассмотрели бы вместо U оператор у-
U ). При этом

предположении докажем, что 'разложение оператора U на сумму U' + U",
указанное в теореме 1.1, удовлетворяет требованиям данной

теоремы.

Будем употреблять обозначения, использованные в

теореме 1.1. Проверим, что оператор V" имеет единственное

характеристическое значение Я0 = 1. Действительно, если х0 s N(T), то

тем самым х0 s N(T') = X", следовательно, в силу определения-

оператора U"

£/"U) = £/(*„) = *„

и Ко = I есть характеристическое зпачение оператора U",
Если

W"(x) = x (19)

ври некотором х^Х (х^О), то, так как U"(x)^X", будет
жеХ" и, следовательно, U"(x) = U(x). Пусть то 3*0 таково, что.

32*
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Г^'Ы-О, но Тт(х)Ф0. Вследствие (19)

О - ТЧх - кЩх)) = Г»(* - Ях - ТШ) =

= (1 - Л,)Г"Ы + KTm+lU) = (1 - %)ТНх),

что возможно лишь при Я»= 1.
■ Итак, единственное характеристическое значение оператора

V" есть Лв •=* 1.

Докажем теперь утверждение теоремы, относящееся к

характеристическому множеству оператора V.
Так как согласно теореме 1.1 оператор T' = I—U' имеет,

обратный, то л0 = 1 не является характеристическим значением

-оператора £/'. Пусть КФ1 — какое-нибудь характеристическое
значение оператора U и xQ ¥• 0 — соответствующий собственный
элемент. Если бы оказалось, что жве-Х",, то, рассуждая как

выше, мы получили бы X =■= 1. Таким образом, ж0 & Х'\ Поэтому
в разложении

ж0 = а:о + 4, 4еГ„ «JeX' (20)

<см. пункт с) теоремы 1.1) должно быть х0ф0. В силу
единственности представления (20) из соотношения

x0^KU(x'0) + W(xl)

тюлучавмх0 = ки(х£) = №(х'0),т. е. К является характеристик
ческйм значением оператора V.

Наоборот, пусть Я, — характеристическое значение бпе'ратора
V нл^О— соответствующий собственный элемент. Так как

то. U'(x) = U(x) и, следовательно, х = KU(x), т. е. Я есть

характеристическое значение оператора V.

Остальные утверждения теоремы, содержатся в теореме 1.1.

Теорема доказана.

4.6. Более полное представление о поведении резольвенты
в окрестности характеристического значения можно составить^ на

основании следующей теоремы.
Теорема 5. Пусть А,0— характеристическое значение ком-

.пактного оператора U. Тогда в достаточно малой окрестности
точки л* имеет место разложение

+ и1(к-к0)+ ... + ип(^-К)п+ ... (21)

При этом г — ранг характеристического значения А,0; операторы

ZJ-T, ..., £/_! конечномерные; U-r^ 0.
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Ряд в правой части (21) сходится в пространстве
операторов В(Х, X).

Доказательство. Как и при доказательстве предыдущей
теоремы, будем считать Яв = 1. Отметим сразу же, что на

основании леммы 2 из 1.1 ранг характеристического значения Яв
конечен. Снова используя обозначения теоремы 1.1, будем иметь

на основании замечания к упомянутой теореме, что X' ««■ ТГ(Х),
Х'.-=тГ).

Представляя элемент х ^ X в форме
х =*х' + х", ж'еХ', ж"е=Х"

<пункт с) теоремы 1.1) и сопоставляя элементу х элемент х' =•

= Р'(.х) или элемент х" =Р"(.х), построим операторы Р' и Р" —

проекторы пространства X на подпространства X' и X". В силу
оценки (9) § 1 эти операторы непрерывны. Отметим еще, что

Р'Ш=Х', Р"(Х)=Х", Р' + Р"~/.

Рассмотрим произвольный элемент j/eX Элемент х^В^у)
«сть решение уравнения

x-W(x)=*U(y). (22)

Подставляя сюда х = Р'(х) + Р"(х), у — Р'(у) + Р"(у) и

учитывая, что U(X')<=X', a U(X")<=X", можем записать уравнение

(22) в виде системы двух уравнений

P'(x)-WP'(x) = UP'(y) I
(23)

P"(x)-WP" (x) -= UP"(у)]'
Замечая, что UP' = U'P', можно переписать первое из уравнений
в форме

fk(P'(x)) = U'P'(i,)f

где обозначено 7\ = / — №. В силу теоремы 4 Л,0 = 1 есть

регулярное значение оператора U'. Поэтому на основании замечания

к теореме 2, если разность Я •-1 достаточно мала, резольвента

Вк оператора U' допускает разложение

В'к = К + (Я- 1)^; + ... + (Я- IfUn + ...,

причем ряд в правой части сходится в пространстве В{Х, X).
Учитывая сказанное, можем написать

!>'(*) = В'%Р'(у) = [U0 + (Я- l)Ut + ... + (к- l)nUn+ ...\(yh

(24)

где Un = UnP' (n= 1, 2, ...) и ряд в правой чести по-прежнему
сходится в пространстве В(Х, X).
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Займемся теперь^ вторым из уравнений (23).
Образуем фактор^пространства

х<*>=mD/mr-1), к=1,2,..., г,

и через <р* обозначим естественный гомоморфизм пространства
ЩТк) на X'*'. Пространство Х(г),- очевидно, конечномерное.. Выбе-

•>

~

(г)
рем в нем полпую систему линейно независимых элементов хх

«1-. • • •. *п?» и пусть х[г), х%\ ..., Хп\ — такие элементы из

ШГ), что Фг(хП = 3". Элементы xf'» = Т(х\г)) (/ = 1,2, ...

..., пг) входят в N(.Tr~l). При этом их образы xf~l) =■ фт-i (*Г-1-)
«r

линейно независимы, так как если 2 аЯ^г = 0, то

2 «ИГ» - rf2 «nf ) е лг(г-^

"г

иначе говоря, l&oiffp ^ N {l*-1) и, следовательно,

2«^г)==Фг(2а^г)) = 0,

что возможно лишь при а,
= а2 = •..

==

On,
= 0.

Присоединим к элементам #ir-1), а4г_1), ..., x„~v еще элемен-
'

так, чтобы в результате получился

базис в Х(г_,). Выберем, далее,-а£г"+1, ..., х%^ ^ N (Т*-1) так,

чтобы 5<г-1) = фг_1(^г-1)).
Продолжая рассуждать так и дальше, мы для каждого к =»

•= 1, 2, ..., г построим элементы a4* , x2h, ..., х^ так, что

/ = 1, 2, ...,«„; А =1,2, ...,г; *$*> = 0. (25)

При этом элементы

xf~4>hwn, ^ = флГЛ ...,"3S = q*(*8)
образуют при каждом к •= 1, 2, ..., г базис в пространстве Х<ч.

Обозначим

Xh = -бvl#i > ^г > ■
*.ч ЯпА1./, Л = 1, <£, ..., г.

Вследствие (25)

mjcX*-., Л=1, 2, .... г; Х„ = {0}. (26)
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Докажем, что элементы [х™\ (/ =■ 1, 2, ..., пк; к = 1, 2, ..., г)
образуют полную в X" систему линейно независимых элементов.

Пусть __

22*W-oi
л—1 j=i

Поскольку ^Ь)е^(Г-1) при ft < г, применение оператора <р,
дает

ft=l 9=1 3=1

и, следовательно, Я,)г) =0 (/==1, 2, ..., иг). Аналогичным образом
убеждаемся, что и все остальные коэффициенты равны
нулю. Рассмотрим теперь произвольный элемент х" еГ. Элемент

<рг(#") е Х<г), поэтому найдутся коэффициенты ajr)x с4 , ,.., а^
такие, что

Фг (х") = Д«^ - Vr f2 «W).
Поэтому

Продолжая подобные рассуждения, получим в конце концов, что
(ft)

при некоторых а)

/-SS «f>*$*>е= ЛГ(Г0) = {0},
к—1 j=4

г nft

и, следовательно, х" — 2 2°j ж,- .

Если х —произвольный элемент из X, то Р'ЫеХ", вслед*

ствие чего

ft=ij=i

при этом, как отмечалось в 4.5, коэффициенты ctj суть линей*
ные функционалы. Если обозначить

Ph (x) - 2 «Г (ж) af, ft = 1, 2, .... г,

то в силу сказанного Р„ будет непрерывным оператором,
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о'тображающим X на Хк, причем

Р" -Л + ft + ... + Pr,

О, тфк,
пЖГк = \рп% т = к,

РтР> -С кх т = 1, 2, ..., г.

(27)

(28)

Принимая во внимание соотношение UP" *=*P"U, запишем

правую часть второго из уравнений (23) в виде P"U(y), после

чего заменим оператЪр Р" суммой Р, + Р2 + ... + Р,:

S Ph (х) - я. 2 #** (*) = 2 *V (у).
ft=l h=l h=l •

Применяя к обеим частям равенства оператор Рп, получим
с учетом (28)

Pm(x)-%iiPmUPh(x) = PnU{y)% ro = lt2,...,r. (29>

Но
UPM-PAxi-TPjLx),

поэтому вследствие (26)

Рт (х), к = т,

PmUPk (х) =
- TPm+l (X)t k=m + lf

[0г кфт, т + 1%

к, т = lt 2, ..
,ь г; Pr+i = 0.

Используя это соотношение, можем записать уравнение (29)
в более простой форме

РАх) - КРЛх) - РТШу), (30)

PJx) - MPJx) - ТРт+1Ш = PmU(y\ m - 1, 2 г - 1. (31)

Из (30) находим

следовательно, на основании (31)

Pr-l(x)«

и вообще для любого т = 1, 2, ..., г

fr=0 I1
— А'
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Складывая все полученные равенства, будем иметь

г г r-m
h

,

jp" tx) = 2 р» (*> = 2 2,7-^+i ***wff <»> -
tn=i m=l ft=o I1 A'

r—l . r—ft

2n-W«2^-H*^(ii). (32)
ft=0 l1

~ A' m=i

Jlft
Дробь j^j разложим на простейшие:

(1 — А)

t»
-

v «Ув-S(l-*)ft+1 Я (*.-!)i+1*

Здесь с/8' — некоторые постоянные, причем <4 — (— 1) +1.
Подставляя это в (32), получим

^ U Лу)

тде операторы £/_, (s = 1, 2, ..., г) суть линейные комбинации
операторов вида T*Pm+kU. Так как Pm+ft(X) =i Хт+ь с: X", а пя

основании пункта Ь) теоремы 1.1. ЛХ")сХ", то операторы U-,

отображают пространство X в X" и, следовательно, являются

конечномерными. Далее, из равенства (32) видно, что

v-t = (-irr-'/w.

Поэтому, если, например, у = х^, то в силу (25)

и.г(у) = (- ir г-зд(*П = (- i)r r-lPr№ - 4Г_1)) -
= с- i)r г-Ч*И = (- i)r41} =* о,

так что U-T Ф 0.
Складывая соотношения (24) и (33), получим требуемое

разложение резольвенты fix..Теорема "полностью доказана.
Замечание. Если V — самосопряженный оператор- в

гильбертовом пространстве, то теорема может быть несколько

уточнена, так как в этом случае г=1 (см. 3.1) и, следовательно,
в разложении (21) будет лишь одно слагаемое с отрицательным
показателем у разности X — Кв, именно (Я, — h0)~lU-i. Мы не

приводим подробной формулировки соответствующего результата,
так как он сформулирован уже (и в более сильной форме)
в IX.4.5.
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§ 5. Альтернатива Фредгольма

В этом параграфе будут указаны условия, которым должен

удовлетворять непрерывный линейный оператор Т,
отображающий /^-пространство X в себя, чтобы для него имела место

альтернатива Фредгольма (см. 1.4). В частности, оказывается, что

если некоторая степень Um линейного оператора U есть

компактный оператор, то для Т*=I—U справедлива альтернатива
Фредгольма. Изложенные ниже результаты принадлежат

С. М. Никольскому [1].
5.1. Рассмотрим уравнение

ТЫ =

г/ (1>
и сопряженное к нему

*■*(*)«/. (2>

Рассмотрим также соответствующие однородные уравнения

ГЫ = 0,
"

(3)

2*(*) = 0. J4)

Напомним, что справедливость альтернативы Фредгольма для

оператора Т означает, что:

1) либо уравнения (1) и (2) разрешимы, каковы бы ни были
Нх правые части, и тогда их решения единственны;

2) либо однородные уравнения (3) и (4) имеют одинаковое

конечное число линейно независимых решений хи х2, ..., х„ и

£ii gu . •
•> ёп соответственно; в этом случае для разрешимости

уравнения (1), соответственно уравпення (2), необходимо и

достаточно, чтобы

gk(y) -? О, к = 1, 2, ..., п,

соответственно

}{хк) = О, к = 1, 2, ..., и;

при этом общее решение уравнения (1) дается равенством
п

X = X* + 2 ChXk,

а общее решение уравнепия (2) —

п

g = g* + 2 chgh1

где х* (соответственно g*) — какое-нибудь решение уравнения (1)
(уравнения (2)), a ct, c2, ..., сп

—

произвольные постоянные.

Следующая ниже теорема показывает, что класс операторов
Т, для которых имеет место альтернатива Фредгольма, немногим

по существу отличается от класса операторов вида T=*I—Ut
где U — компактный оператор.
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Теорема 1. Каждое из следующих двух условий
необходимо- и достаточно, чтобы для оператора Т имела место

альтернатива Фредгольма.
1) Оператор Т представим в форме

T = W+V,

еде W— оператор, имеющий двусторонний непрерывный
обратный, а V — компактный оператор.

2) Оператор Т представим в форме'

T~Wt+Vt,

где Wi — оператор, имеющий двусторонний непрерывный
обратный, a Vi — конечномерный оператор.

Доказательство. Очевидно, можно ограничиться
доказательством достаточности условия 1) и необходимости условия 2).

Достаточность условия 1). Пусть

t=*w + v,

причем W имеет двусторонний непрерывный обратный W~l, a V
компактен. Уравнедде (1) эквивалентно в этом случае уравнению

W-lT(xT= W-l(y). (5)

Далее, существует непрерывный двусторонний обратный рпе-
ратор' W*'1 = (W~1)* (XII.2.3), поэтому уравнение (2)
равносильно уравнению

T*W*~4g) - / (6)

в том смысле, что если g0
—

решение уравнения (6), то W*~l(g0)
будет решением уравнения <2), а если g0

—

решение

уравнения (2), то W*(g'0) будет решением.уравнения (6).

Введем- обозначение U = —W~1V. Принимая во внимание,

ЧТо U**=-V*(W-n* = -V*W*-1 (см. IX.3.1), мы можем

переписать уравнения (5) и (6) в форме
x-U(x) = W-i{y), (7)

g-UHg)=f. (8)

Поскольку оператор U компактен, для уравнений (7) и (8)
справедливо заключение теоремы 1.4. Следовательно,
однородные уравнения

.'х-и(х)=0, (9)

g-U4g)~0 (10)

имеют одинаковое конечное число линейно независимых

решений ж„ хг, ..., хп и gi, g2i...,gn- Однородное уравнение (3),
очевидно, будет иметь ту же полную систему линейио

независимых решений, что и уравнение (9), т. е. Докажем,

<ч
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что функционалы

gk = W*~l (gk), к = 1, 2, .... п, (11)

образуют полпую систему липейно независимых решений
уравнения (4). То, что каждый функционал (11) является решением
уравнения (4), вытекает из отмеченной выше эквивалентности •

уравнений (2) и (6). Функционалы (11) линейно независимы, так
п пи

как из соотношения 2ал£л = 0 вытекает 2а*£ь = 2 ctkW* (gk)=*
= 0, a это возможно лишь при cti «= а2 ==... = а„ = 0. Наконец,
если бы уравнение (4) имело решение gv, пе являющееся

линейной комбинацией фупкциопалов (11), то функционал W*(gB}
был бы решением уравнения (10), не являющимся линейной

комбинацией фупкциопалов gi, g2, ..., gn, что невозможно.

•Таким образом, уравнения (3) и (4) имеют одинаковое

конечное число линейно независимых решений.
Далее, снова по теореме 1.4 уравнение (5), а следовательно,

и уравнение (1) имеет решение тогда и только тогда, когда

g'k (W-\(y)) = 0, к = 1, 2, ..., п.
■

(12)

Это условие в силу (11) эквивалентно следующему:

{W~1)* (g'h) (у) = W*'1 {g'h) (у) = gh (у) ■= 0. к = 1, 2, ... „ п.

Аналогично проверяется, что условия

Цхк) = 0, к = 1, 2, ..., и,

необходимы и достаточны для разрешимости уравнения (2).

Докажем необходимость условия 2). Пусть хи хг, ..., я, и g,,
gt, ••■, gn — полные системы линейно независимых решений

уравнений (3) и (4) соответствепно. Пользуясь теоремой V.7.4
и леммой Ш.3.1, найдем функционалы Д, /2, ..., /леХ* и

элементы уи уг, ..., Уп^Х так, что

/ifo)=-{ij ]t:k,
'

U А==1'2' '••'"* <13>

(0, 1фк,
\ gh (Уз) = \if ;- = л

7, А = 1, 2, ..., п. (14)

Обозначим Г'-ПХ), У" =^({у1, 1/2, ..., уг}). Каждый элемент

уеХ может быть единственным образом представлен в виде

У
= У' + У", /еГ, y"^Y". (15)

Действительно, если положить

п

у" = 2 а (у) г//« у' = у
— у"х

Ь=1
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то в силу (14)
п

ёз (У') =» Si (у) —2 Sk (y).gjЫ = 0,: / - 1, 2, .,,, щ
ft=l

так что уравнение Т(х) — у' имеет решение и, следовательно,
}'бУ', Единственность представления (15) вытекает из того,

7»

что если у" = 2 аъУк s У, то уравнение 74a:) = j/"t должна
ft=l

иметь решение, и поэтому &(у") = а,-
= 0 (/ = 1, 2, ..., к).

Обозначим, далее, X'«=M/t, /2, ..., /«) и X" =*2?{{хи х2, .•»

..., хп)). Аналогично предыдущему докажем; что всякий элемент

«еХ может быть единственным образом представлен, в .форме

х^х'Л-х", 1'еГ, ~х"^Х". (16>

Построим оператор Wu полагая

W, (*) = *"(*)+ 2 Л (*) И*

и докажем, что Wt осуществляет взаимно однозначное

отображение пространства X па себя и, следовательно, имеет

двусторонний непрерывный обратный (теорема XII.1.2). В самом деле,

пусть у
— произвольный элемент из X. Представим его в фор-

ме (15): у = у' + у". При этом у'е'У = Т(Х), у" = 2 «*#/« е У"
ft=i

т. е. уравпение Т(х) = у' имеет решение х', которое можно
считать элементом из X' *).

Положив

х" = 2 «ft**» х* = х' + х"
ft=l

и учитывая, что Т(х") = 0, /Дж') = 0, а также (13), получим

Wt (х*) ~ Т (*') + Т (х") + 2 Мх") ук =з

fc=l

п I n \ n

- = Г(*') + S/ft 2алЬ/л = г/'+ 2«Аг/А = ^
ь=1 \j*=i / ft=i

Покажем, что, кроме элемента х*, других решений уравнение
Wt(x) = у не имеет. В самом деле, в противном случае
существовал бы такой элемент хв ^ 0, что

W,(*o) = 0,

*) Действительно, представляя решение х в форме (16): х = Xе + х",
и принимая во внимание, что Т(х") = 0, будем иметь у' = Т(х) ■= Т(х'),
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т. е.
п

т(х0)+ 2/ft(*o)ifc = o. .

ft=l

n

При этом Т (х0) е Y, а 2 /л (#o) Уь ^ Y". В силу единственности

представления элемента в форме (15), приходим к соотношениям
п

T(xJ = 0, 2 fh(x0)yk = 0, /ft(ar0) = 0, fc= 1, 2, ...,»,
к=1

юткуда получаем а;0 = 0 (так как одновременно ж0 е X" и

Чтобы завершить доказательство теоремы, достаточно
положить

Vi(*) = -2/*<*)»*.

Замечание. Предоставляем читателю доказать, что если

в условиях 1) или 2) замелить оператор Т 'оператором Т*, то

■получатся два условия, такие необходимых й. достаточных для

того, чтобы для оператора Т имела место альтернатива Фред-
тольма.

5.2. Дальнейшее изложение опирается на две простые леммы.

Лемма 1. Пусть А и В— непрерывные линейные

операторы, отображающие нормированное пространвтво X в себя. Если
эти операторы перестановочны, а оператор С =АВ имеет

обратный (двусторонний), то операторы А и В также имеют обратные.
Доказательство. Докажем сначала, что операторы А и

•С*1 перестановочны. Действительно, имеем

А - С-1СА ~ С-1ABA— С-1А{АВ) - С~1АС.

Умножая это соотношение справа па С-1, получим ACz* = С~*А.

Далее, используя доказанную перестановочность операторов
А и С~\ можем написать

В(АС-*) =ВАС'1 - СС-* = /,
(АС-ПВ - С-'АВ = С~*С = /,

откуда и следует, что существует В'1 = АС~1. Аналогично

доказывается, что существует А~* = ВС**.

Замечание. Если оператор С-' непрерывен, то будут
непрерывными и операторы А*1 и В~1.
Лемма 2. Пусть U—непрерывный оператор в

пространстве X. Характеристическое множество %(U) оператора U и

характеристическое множество х(^т) оператора Um связаны
соотношением

[%W)V^%(Um),
•т. е. еслик<^%(У),токт^%(ит).
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Доказательство. Обозначим е = е2п'/т. Имеем

Если Хт Ф %(.Um), то, полагая

А = /- W, В= а - ле*7)...(/ - Лет-!г/), С = / -г- VUn,

будем иметь, что существует непрерывный обратный С~\
Следовательно, на основании замечания к лемме 1 существует

непрерывный обратный А~\ т. е. h&%W).
5.3. Считая X, как и в 5.1, В-пространством, рассмотрим

непрерывный линейный оператор U в X.

Теорема 2. Пусть существует такое натуральное число тп,

что оператор Um компактен. Тогда для оператора T = I—U

справедлива альтернатива Фредголъма.
Доказательство. Согласно лемме 2 характеристическое

множество %(U) состоит из изолированных точек, поэтому на

единичной окружности комплексной плоскости имеется лишь

конечное число точек Я,1? Я,2, ..., KV^%(U).
Пусть р пробегает множество всех простых чисел; числа

е**„,/Р) k=l, 2, ..,, р-1,
все различны, поэтому при достаточно большом р0

Ki Ф е2*"'7", р > рв; к = 1, 2, ..., р- 1; / = 1, 2, ..., v. (17>

Можно считать, что пг — простое число, причем m > рв.

Напишем разложение

-/ _ Um~ (I - UHI- eU)...(/ - в—'#) = (/ - U)V, (18>
где

8 = ez""m, V =( / - eU)... (/ - em-!*7).

Вследствие (17) операторы I—ekU'(k = l, 2, ..., тп
— 1)

обратимы, и, следовательно, существует непрерывный оператор У-'.
Но тогда

T = I-U = U- Um)V-\= У-4 - UmV-\

Поскольку оператор У-1 обратим, а оператор UmV~l компактен,,

применима теорема 1.
'

Доказательство теоремы закончено.

5.4. На операторы рассмотренного в предыдущей теореме

вида распрострапяется теорема о характеристическом множестве

компактного оператора (теорема 2). Именно, справедлива
Теорема 3. Если при некотором m оператор Um

компактен, то: •

1) характеристическое множество х^) оператора U состоит

только' из характеристических значений, причем каждое

характеристическое значение имеет конечный ранг, а соответствующее
собственное подпространство конечномерно;

2) в каждом круге Ш<Я комплексной плоскости имеется,

лишь конечное число характеристических значений.
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Доказательство. Принимая во внимание результат
леммы 2, можно ограничиться доказательством только первого
пункта теоремы. При этом первая его часть очевидным образом
вытекает из теоремы 2. Следовательно, остается доказать

конечность ранга каждого характеристического значения и

конечномерность соответствующего собственного подпространства.
Не умаляя общности, можно считать, что рассматриваемое

характеристическое значение Я,0 =» 1. Обозначим Tm — I—Um. На
-основании (18) можно записать

Поскольку операторы Т, Гт, V и" V~f перестановочны друг
■с другом, то

гп _ ynTnf Tn = ^-nyn f „ = 1, 2, . . .

•Отсюда сразу же следует, что

N(l4n) = N(Tn). (19)
Таким образом, поскольку Um — компактный оператор, а для

таких операторов доказываемое утверждение уже установлено,
на основании (19) молено заключить о справедливости этого

утверждения и в рассматриваемом случае..
В заключение приведем пример непрерывного линейного

оператора U, который сам не является компактным, но имеет

компактную степень IP.

Пусть X—одно из пространств I" (Кр<<»), с, с„. Для
ж = {|„} е X положим у

= Щх), где

!0,
п нечетное,;

Ь^, /г четное,,
" = 1'2-'

Очевидно, IP = 0.
Замечание. Поскольку теоремы § 4, доказанные для

компактных операторов, использовали лишь те свойства компакт-

пых операторов, которые заключены в теореме 1.1 и теореме 3.1,
а эти теоремы лереносятся на случай операторов рассмотренного
выше вида без каких-либо изменений в формулировках, то

упомянутые результаты из § 4 также верны, если считать, что лишь

некоторая степепь оператора U компактна.

§ 6. Применение к интегральным уравнениям

6.1. Рассмотрим интегральное уравнение
1

х (s) - К J К (s, t) х (0 dt = y {s)t (1)
о

предполагая ядро K{s, t) непрерывной в квадрате [0, 1; 0, 1]
функцией. Если трактовать интегральное слагаемое как линей-



« 6J ПРИМЕНЕНИЕ К ИНТЕГРАЛЬНЫМ УРАВНЕНИЯМ 513

ный оператор в пространстве СЮ, 11, то уравнение (1)
оказывается уравнением изученного в'предыдущих параграфах типа.

Молено было бы рассматривать интегральное уравнение более

общего вида, чем (1), а именно уравнение

х (s) - X J К (s, t) х (t) dt = y (s), (Г)
г

где Т — произвольное замкнутое ограниченпре множество в

и-мерном евклидовом пространстве ($, t в данном случае
означают точки и-мерного пространства). Однако все, что будет
доказано для уравнения (1), без каких-либо существенных
изменений в доказательствах переносится на уравнение (1'), ввиду
чего мы и будем рассматривать более простой случай.

Интегральный оператор U:
1

z = U(x)t z(s) = §K(s,t)x(t)dtt (2)
О

рассматриваемый как оператор из СЮ, 1] в СЮ, 11, имеет норму
(см. Ш.2.4)

|j*7|| = maxj|tf(s, t)\dt
*

о

и является компактным (IX.2.1).
Запишем уравнение (1) в форме . .

x-W(x) = y. ~ (3)

Решение х* этого уравнения, выражающееся через у по формуле
х* = у + %Вк(у),

может быть согласно теореме 4.1 разложено в -ряд по степеням:

• х* = у + ХШу) + ^. + Мп{у) + ...,
(4)

который сходится для всех

•1ч<4-=г-

где d = lim у |С^"||, а г есть расстояние от точки А, = 0 до ха-

рактеристического множества оператора U (теорема 4.2).
Сходимость ряда (4) во всяком случае имеет место для

. 1^1<(|Щ = —г
■

шах Г | К(s, t) | dt
*

о

Л. В. Канторович. Г. П. Акилов
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Как было показано в V.3.8, степени оператора V также будут
интегральными-операторами. Именно:

1

z~Un(x);z{s) = §Kn(stt)x(1)dt, « = 1,2,..., (5)
о

где K„(s, t) — повторные ядра.
Подставляя (5) в (4), получим разложение решения

интегрального уравнения (1) в ряд по степеням параметра:
' * }

х* (s) = y(s) + X$K{s, t)y{dt) + ... + Kn j'tf„ (s, t)y(t)dt +' ...

0 / -. 0 .

При этом ряд сходится равномерно относительно s е [0, 11.
Поскольку ряд

Bx = U+ MP + ... + V-1Un + ... (6)

сходится в пространстве операторов из СТО, 1] в ClQ, 11, то

Следовательно, при каждом фиксированном s е [0, 1] ряд

dt —* 0.
Л»-»ео

2tf-%(M) . (7)

сходится в пространстве L* равномерно относительно s^[0, 11.
Сумма этого ряда

— функция 14s, t; А,) — называется

резольвентой интегрального уравнения (1). Ясно, что

1
-

,

Дх(Й М-J Г («,«;*) tf(t) «В,
%

о

в силу чего формулу (4) можно записать еще в виде
_ 1

-

ж* (s) = У {s) + К j Г (s, t; а) у (t) dt.
о

Если |ЯГ<г, то по теореме 1.3 процесс последовательных
приближений для уравнения (3) сходится, а это в применении
к интегральному уравнению (1) дает следующий результат: для

.указанных А, решение уравнения (1) может быть получено как

предел равномерно сходящейся -последонателыюсти непрерывных
функций lx„(s)), определяемых по рекуррентной формуле

1

*п+1 (s) = * jК(s, *)xn(t)dt + y(s)t n = 0, 1, ...

,0

причем х0Ш — произвольная непрерывная функция.
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6.2. Если ядро К($, t) обращается в нуль при s < t, то урав-
яелие (1) можно записать в форме

*

x(s)>-X§R(s, t)x(t)dt = y(s). (8)
о

Уравнения такого вида называются интегральными

уравнениями Вольтерра.
Нетрудно проверить', что повторные ядра для уравнения

Вольтерра также обращаются в нуль при s < t.

Предполагая ядро K(s, t) непрерывным при 0<i<s<f,
докажем, что разложение (4) имеет место при всех комплексных

Я, т. е. что г= оо. Положим \K{.s, t)\ <Af. Для Kn(s, t) без труда,
получаем оценку

\Kn(s,t)\^^L.M\ «=1,2,... (9)

Действительно, при п = 1 эта оценка тривиальна, а если она

верна при некотором я > 1, то

1Яп+1(М)1<
« •

• °

Из (9) получаем .

*
.

*

|t/nl = maxj \Kn(st t)\dt^Mnm^^Tldt^-J^t
о о

откуда

Таким образом, г= °° и интегральный оператор типа

Вольтерра не имеет характеристических значений.
:' 6.3. Рассмотрим опять уравнение (1). Так как оператор (2)

Компактен, для уравнения (3) имеет место альтернатива Фред-
Тольма. Это приводит к следующему результату для

интегрального уравнения (1).
Теорема 1. Либо уравнение (1) имеет единственное

непрерывное решение, какова бы ни была непрерывная функция' yis),
Либо уравнение

. 1

x(s)— Я, JЛГ(st *)а:(0с?* ==. О (10)
о

имеет конечное число линейно независимых решений х,Ы,
33»
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Xzis), ..., xn{s). При этом уравнение

1

•ф (*) — £ j F(MH (s) ds == О

имеет также п линейно независимых непрерывных решений
ifiU), tyzit), ..., i$n(t). В-последнем случае уравнение (1) имеет

решение тогда и только тогда, когда

л.

fah(s)y{s)ds = 0.

Те значения к, для которых уравпепие (10) имеет решения,

отличные от нуля, называются характеристическими значениями

уравнения (1) или ядра K(s, t). Иначе говоря,
характеристические значения уравнения (1) не что иное, как

характеристические значения оператора U. Поэтому для наименьшего по

модулю характеристического значения К, интегрального уравнения
справедлива оценка

\Аг\ = В = _—>-—^ *^\U\ \
^

max | К («, *) |*
maxj|JE(«, t)\dt «,l

о

Используя зависимость решения уравнепия (3) от Я,, мы на

основании теоремы 4.5 приходим к следующему* результату.

Теоре^ма 2. В окрестности характеристического значения

решение К0 уравнения (1) может быть представлено в форме

...+Un(s)(k — A0)"+ ...»

где yh{.s) (k = —г, «.., 0, ...) — непрерывные функции, зависящие
только от у. Ряд в правой части сходится, равномерно
относительно «е [0, 1].

Таким образом, x*{s) при каждом фиксированном s е [0, 1J
является, мероморфной функцией Я, с полюсами в

характеристических значениях.

6.4. Рассмотрим теперь пространство L*(D), где D —

ограниченная область и-мерного пространства, и интегральное
уравнение в нем

x{s)~ a J К (srt)x{t)dt =*y(s)t «бД (41)
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Пусть ядро K(s, ^.удовлетворяет условиям теоремы-XI.3.3
(сд = р), т. е.

1)

2)

3)1

Ь J

D J
o — r(p — l)<a<p.

Тогда, по цитироваппой выше теореме интегральный
оператор V с ядром K(s, t) будет компактным оператором из LP(D)

ie L"(D) с нормой IU |<! С{~а/рС%/р и, следовательно, к

уравнению (11) применимо все сказанное выше по поводу уравпе-
яия (1).

В частности, если ядро K(s, t) типа потенциала, т. е. если

K{Stt) = li!!dLtу '
|» — t\m

где Bis, t) — ограпиченпая непрерывная при s Ф t функция,
а т<п, то указанные выше условия будут выполнены

(теорема XI.3.6).
Если, кроме того, B(s, t) — непрерывная функция и

то по теореме XI.3.7 оператор U будет отображать LP(D)
в C{D), так что в этом случае степенные ряды, представляющие
решения x*(s) в окрестности характеристического значения или

в окрестности нулевой точки, будут сходиться равномерно.

Подобные формулировки предоставляем читателю.

§ 7. Инвариантные подпространства
-

компактного оператора. Проблема аппроксимации

Рубеж 1960—1970-х годов ознаменовался рядом крупных

'■открытий в теории Б-пространств. Одним из них является ха-

рактеризация гильбертовых пространств, данная Линденштраус-
«ом и Цафрири (см. теорему V.3.3). Здесь мы остановимся еще

на двух важных результатах. (С современным состоянием тео-

$ии ^-пространств в целом можно познакомиться по монографии
[ инд еншт pay ее, Цафрири.) .

-

7.1. Пусть X— ^-пространство, U — непрерывный лилейный
оператор в X. Замкнутое линейное множество /?<=Х называется

инвариантным подпространством оператора U, если U(E) <= Е.

Очевидно, что {0} и X— инвариантные подпространства.
Инвариантное подпространство Е называется нетривиальным, если

ЕФХ, (0). Наличие у оператора, собственного вектора означает,
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что оператор обладает одномерным инвариантным
подпространством. Однако даже компактный оператор может не иметь пи

одного собственного вектора.

Примером тому является интегральный оператор типа Воль-

терра (см. 6.2). Но этот оператор имеет много инвариантных
подпространств. Например, при любом а е (0, 1) совокупность
всех функций г^СЮ, И, которые равны нулю в интервале [0, а],
представляет собой такое подпространство.

В 1935 году Дж. фон Нейман доказал существование
нетривиального инвариантного подпространства у любого непулевого
компактного оператора в гильбертовом, пространстве*). Недавно
В. И. Ломоносовым [1] было получено простое доказательство
более общего факта (мы приведем вариант доказательства,
предложенный Хилденом).

Пусть U— компактный оператор в бесконечномерном В-про-
странстве X. Обозначим через St множество всех операторов,

коммутирующих с U, т. е. множество всех Т^В(Х, X) таких, что

TU=UT. Очевидно, что Я—линейное подмножество в В{Х, X),
и если Ри Тг ^ Я, то TtT3 ей.

Теорема 1 (Лбмопосов). Существует, подпространство Е
в X, которое является нетривиальным инвариантным

подпространством для всех операторов T^9i.

Доказательство. Так как l/ФО, то можно считать, что

IIШ = 1. Кроме того, найдется элемент хв s X такой, что

1ь„п>1, m7U.)H>-i. (1)

Пусть В — открытый единичный шар с центром в х0. Так как

оператор U компактен, то K= V(B) — компакт. Любой, are В

представим в виде х = х0 + z, где 1Ы1 < 1. "Если у
= U(x), то у

==»

= и(х0) + U(z) и llf/(z)U < 1. Следовательно,

\\у\\ > Ш(*)П - 11*7ЫН > Ш(ж„)11 - 1 = б >0,

откуда для любого у^К имеем

Ц\\>Ь>0, ■ (2)

где б не зависит от. у. Рассмотрим два случая.

а) Пусть оператор U имеет ненулевое собствеппое число %.
Обозначим через Nx соответствующее "К собственное
подпространство. .Покажем, что NK является инвариантным подпространством
для любого Т е 91 (очевидно, что N%. Ф X, так как U компактен).
Если х е NK, то

ШПх)) = Т(Щх)) = Шх) = КПх),
*

откуда Т{х) е NK.

*) Этот результат Неймапа был опубликован в статье Ароншайна и

Смята [1], где он был обобщен на ^-пространства. .
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/

■;.Ь) Далее считаем, что оператор U пе имеет собственных

чисел, а тогда спектр о(?7) = {0). Следовательно, спектральпый
радиус оператора U равен нулю, а тогда в' силу 4.1 при любом К

irt^l^O. '(3)
Допустим, что пет нетривиального подпространства,

инвариантного для всех ГеЯ. Для, произвольного jeX, хФО,
рассмотрим подпространство Lx, равное замыканию множества Lx =»

«:'{?'(х): Гей}. Так как Я—линейное множество, то

множество Lx линейпо. Если y^Lx, то y^Ta(x)t Та^Ж. Для
любого ГеЯ.имеем ТТееЯ, откуда Т{у) = (ТТ0)(у) <= L'x. Отсюда
и из непрерывности всех операторов из Я вытекает, что под-'

пространство Lx инвариантно для любого оператора из Я.

Так как тождественный оператор / принадлежит Я, то lei»,
откуда La Ф {Oh Так как мы предположили, что не существует

нетривиального инвариаптпого подпрострапства, то LX= X при

любом х Ф 0, откуда Lx (\ В пепусто.

Следовательно, для любого хФО существует ГеЯ, для

которого T(x) €5 В, откуда

и т-^щ-х^о].
гея

В силу (2) К<=Х\{0}, откуда {Т~НВ): Т еЯ>— открытое

покрытие компакта К. Выберем из пего копечпое покрытие:

Возьмем точку ж0, выбранную в начале доказательства (папом-
НИМ-, что хе удовлетворяет XI)). Так как U(x0)^ U(B) <= К, то

'найдется it(l < it < m), для которого U (х0) е Т^ХВ). Тогда

x^T^iUix^^B.
Аналогично, найдется i2(l < к < тп), для которого

*, = Гц(17^))е=Д,
и т. д. Получим последовательность {а:п> с: В такую, что

хп = TlnUTln_1UTi^_2 J^ff (ж0). ,

Учитывая перестановочность операторов Tt с U, имеем

xn = TinTtn_1Tin_a...TiUn(x0).
Применим к х„ оператор U:

Ъ-Uixn)- Т^Т^Т^-* • • • ЪР**1 (*о) е Я.
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В силу (2)
_

llznll>6>0, rae=N. (4)

Теперь оцепим llz„!l по-другому. Положим Я = тах{Н7'111: 1^
< i =$ п). Имеем

KKHI^II^MkKl^^MKi. (5)

В силу (3) получаем, что правая часть в (5) стремится к нулю

при п ■=»- <», что противоречит (4). Это противоречие и

доказывает теорему. Из доказанной теоремы получаем, в частности,

что сам оператор U имеет нетривиальное инвариантное
подпространство, т. е. старый результат Неймана.

Как мы видели, задача о том, что операторы некоторого
класса •

имеют нетривиальные инвариантные подпространства,

весьма непроста. Однако сложной является и противоположная

задача нахождения непрерывного линейного оператора,
действующего в сепарабельном банаховом пространстве без
нетривиальных инвариантных подпространств.

7.2. Как мы убедились в этой главе, компактные операторы
по своим свойствам весьма близки к конечномерным. Это

побудило А. Гротендика [2] дать следующее определение.

Говорят, что В-пространство X обладает свойством

аппроксимации, если любой компактный оператор U из любого

^-пространства У в X есть предел последовательности конечномерных
операторов по норме пространства В(У, X). Это условие
эквивалентно тому, что для любого компакта К в X и любого числа

е>0 существует конечномерный оператор Т^В{Х, X) такой, что

№х-хЪ<е, х^К.

г »

Гротендик поставил вопрос, любое ли В-пространство
обладает свойствами аппроксимации. Он же доказал, что

положительное решение этого вопроса, называемого проблемой
аппроксимации, эквивалентно выполнению ряда весьма

конкретных'предложений. Например, такому. Если K(s, t) — непрерывная функция
на квадрате [0, 1; 0, 1] и <

1

| К (s, t) К (t, u)dt = 0 для всех sr и е [0, 1],
-

о

то

\K(t,t)dt=*0.
О

Еще раньше была поставлена проблема базиса (см. Б а п а х),
которая ваключается в следующем.
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i

. Говорят, что последовательность {хп} элементов 5-простран-
ства X является базисом*) в X, если каждый элемент геХ

однозначно раскладывается в ряд
00*

-- X = ^j АП.ТП(|

сходящийся по норме пространства X.

Очевидно, что пространство с базисом обязательно сепара-
бельно. Полная ортонормальная система в сепарабельном
гильбертовом пространстве (см. IV.5.8) является базисом. Базисы
имеются в пространствах Lp(0, 1) й V", К р < <»t CIO, U.
Например, в I* базисом, очевидно, является последовательность ортов,

т. е. элементов хп = {£n}£Li« где |„ = 1, |А = 0 (к Ф п).

Вопрос, будет ли любое сепарабельное В-пространство иметь

базис, и составлял проблему базиса. Несложно показать, что

всякое пространство с базисом обладает свойством аппроксимации.

Обе приведенные проблемы оставались долгое время нерешенными.

Лишь в 1972 году шведский математик П. Энфло построил замечательный
пример, отрицательно решивший сразу проблемы базиса и аппроксимации
(см. Энфло [1]). А именно: он построил пример сепарабельного

рефлексивного ^-пространства без свойства аппроксимации, а следовательно, и без

базиса. Подробнее об этой проблематике см. статью Пелчинского и Фи-

геля [1].
В 1975 году .А. Шанковский построил пример сепарабельного

рефлексивного БФП без свойства аппроксимации.

*) Понятие базиса введено Шаудером [1]. Подробнее о базисах см.

Зингер.

\



Г л а в * XIV

ОБЩАЯ ТЕОРИЯ ПРИБЛИЖЕННЫХ МЕТОДОВ

Для приближенного решения задач математического анализа,
дифференциальных и интегральных уравнений, граничных задач
математической физики, конформного отображения и других
предложено -и фактически применяется большое число методов,
основанных на различных идеях! Так, для граничных задач
применяются вариационные и подобные им методы (Ритца, Галеркипа,
метод момептов, метод приведения к обыкновенным

дифференциальным уравнениям), разпостпые методы, интерполяционные
методы. Для суждения об эффективности и обоснованности
применения этих методов необходимо их теоретическое исследование,

при котором в порядке возрастающей точности и трудности

встают-следующие три вопроса:

а) установление осуществимости и сходимости алгоритма;
б) исследование быстроты сходимости;
в) эффективная оценка погрешности.
Решение этих вопросов проводилось для каждого класса

уравнений и каждого из методов своим лутем и часто представляло

значительную трудность, в ряде случаев не преодоленную до

настоящего времени.
Важной является задача объединения этих исследований и

построения единой теории приближенных методов. Естественный

подход к решению этого вопроса дает использование ид«й

функционального анализа.

В этой главе мы рассмотрим построение теории приближённых
методов для некоторого класса линейных уравнений. В этой
теории мы будем рассматривать точное и приближенное уравнения
в различных, разумеется, связанных определенным образом,
пространствах, как это фактически имеет место 80 многих

конкретных методах, например, при приближенной замене интегрального

уравнения конечной системой линейных алгебраических
уравнений. Впрочем, как будет показано, всегда можно свести дело

к тому случаю, когда аппроксимирующее пространство является

подпространством того пространства, в котором задано точное

уравнение. _

В дальнейшем будут доказаны теоремы двоякого рода:
теоремы, позволяющие на основании данных о точном уравнении уста-
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довить разрешимость «приближенного» уравнения и сходимость

приближенного решения к' точному, и наоборот, теоремы,

дающие на основании результатов приближенного решения сведения

о разрешимости точного уравнения и близости обоих решений.

Результаты этой главы при несколько иных предположениях

принадлежат Л. В. Канторовичу (см. Канторович [9]). Некоторые-теоремы § 1

уточнены по сравнению с указанным изложением Г. П. Акиловым. Другие
построения теории приближенных методов, использующие аппарат
-функционального анализа, имеются в работах С. Г. Михлина, М. А.

Красносельского, Н. И. Польского, -Г. М, Вайникко, М. К., Гавурина и др. См. В а й н и к-

ко— I, II; Г а в.у р и н; Красносельский и др.;
Красносельский [1]; Михлин — II.

§ 1. Общая теория для уравнении второго рода

... М. Пусть X — нормированное пространство, а X — его пол-

вое подпространство *). Предположим, что существует
непрерывный линейный оператор Р, проектирующий пространство X па

Л?, т. е. такой, что

Р(Х) — Х, />2 = Р.

Ясно, что оператор Р не меняет элементов -из X.
Пусть, например, X = Cla, Ы, X — совокупность полиномрв

степени не выше (п — 1)-й. Оператор Р сопоставляет непрерывной
функции х <= Cla, b] ее интерполяционный полином, построенный
по варанее заданой системе углов t,, t2, ..-, tn.

Рассмотрим, далее, два уравнения: первое в пространстве X —

Кх^я—'кНх — у, (1)

в второе в пространстве X
—

Кх <^$ - КЯх = Ру. - (2)

Здесь Н есть непрерывный линейный оператор в X, Я — пепре-

рывпый линейный оператор в X. Уравнение (1) будем называть

точным, а уравнение (2) — приближенным (соответствующим точ-

вому уравнению (1)).

Пространства X и X и операторы ЯнЯв дальнейшем будем
связывать следующими условиями.

I. (Условие близости операторов Н и В.) Для любого х ^ X

№Нх-Вх\\^цЪх\\.

-Последнее соотношение равносильно такому:

\\РКх-.Кт<\У,\^хК х^Х.

II. (Условие хорошей аппроксимации элементов вида Нх
элементами из X.) Для всякого ieX найдется х ^ X, так что

0#* - *0 «£ tiJIzO.

*) Само пространство X не предполагается полным.
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HI. (Условие хорошей аппроксимации свободного члена
точного уравнения.) Существует элемент у

^ X такой, что

В отличие от предыдущих условий, т\г здесь, вообще говоря,
зависит от у.

1.2. Для уравпений, удовлетворяющих перечисленным
условиям (или некоторым из них), мы докажем ряд теорем,

связывающих точное и приближенное уравнения.

Теорема 1 (о разрешимости приближенного уравнения).
Пусть выполнены условия I u II и оператор К имеет

непрерывный обратный (двусторонний). Тогда, если

9
= Ш[т] + 11/-.Р11т1.]11Я-Ч1<1, .

"

(3)

го оператор К %акже имеет непрерывный обратный К~*. При
'

этом

.|г?1
я

Доказательство. Предположим спачала, что

пространство X полное. Рассмотрим оператор K,—I — "кРН. Для
произвольного элемента- х^Х пвстроим х^ X согласно условию II

так,, что
UIx - 5Я < ч.ИяН.

Тогда-
UK - Я.Ы1 = ШШх - РНхЪ = ШШх -x+PS -Р#*11=

= шш-рких-sn ^ uih/-piiti,iwi.

Ввиду произвольности элемента х доказано, что

BJC-JCll<|XH/-,PBiiI.

Оператор Kt может быть представлен в виде

К< = К(1 - К-ЧК - Kt)\ (5)

причем для оператора К~1(К — Ki) выполняется оценка
'

ш-чк'-kji < \мч-тц,ик-^ < g< i.

По теореме Банаха (теорема V.4.3) существует обратный
оператор и-к-чк- к,))-* и

i^KfS (4)

[i-k-^k-kjT1^
i

1 — 1ХЦ7-Р1ЧЖ|ЛГ-1Г
Из представления (5) следует теперь, что оператор Kt обратим,
К? _ (I — К'1 (К — К^К'1, и потому

I*r1< |jr"1>
„ ir (6)1 '^l-uiu-pitij*-1! K)
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В пространстве X рассмотрим оператор KiX = х — КРПх.

Очевидно, для любого х е X KiX = Kjt. Оператор Kt обладает еще и

?ем свойством, что если у ^ X, то К^у е X. Действительно, если

я' ?= Ki1]/, то х' — РНх' = у, х' = у + РНх' е= X. Поэтому оператор
Ki -имеет непрерывный обратный, совпадающий с К^1 на Xt и

Wlkkrl. (7)

Оценим теперь разность К
— Ки По условию 1 для любого i^X

Шх - R& - \X\WPHx - ЙЗК Мц\№ (8)

и тем самым

. 1*-Я,!1<1Мч. (9)

Поэтому .согласно (7), (6) и (9)

^ Ы-Чтп л 1-1 \ (т

Записывая оператор R в форме К= К^ (/ — /^(А^—К)) и опять

применяя теорему Банаха, мы докажем существование обратного
оператора К~* и оценку

(ii)

Этим ,в случае полного пространства X теорема доказана.
. Случай неполного пространства X легко сводится к уже

рассмотренному. Действительно, если ввести пополнение

пространства X, то замыкания (см. теорему V.8.2) операторов К и К-1

будут взаимно обратны, а замыкание оператора Н будет также

связано с оператором Я условиями I и II с той же самой

постоянной tj и новой постоянной Tji, сколь угодно близкой к

старой.
1.3. Решение приближенного уравнения (2) естественно

рассматривать как приближенное решение точного уравнения (1).

Оценка погрешности этого приближенного решения

устанавливается в следующей теореме.
• vТеорема 2 (об оценке погрешности приближенного
решения). Если выполнены условия I, II и III,
существует-непрерывный оператор R~l (в частности, если выполнены условия
теоремы 1) и уравнение (1) имеет решение х*, то справедлива оценка

\\х* —2*1 < р1Ь*И, (12)
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где х* — решение уравнения (2), а
'

—

р = 2ШцПК-Ч1 + (ц1Ш +шШШ1+ \\К-1Рт). (13)

Доказательство. Покажем, прежде всего, что" условия

теоремы позволяют аппроксимировать элемент х* элементом из X
с точностью порядка % + г\г. Точнее говоря, докажем, что сущег
ствует элемент ifsX такой, лто

lb* - xl «S elb*ll, (14)
кде

e = min [1, tiJM + nJUOi. (15)

Действительно, выбирая у & X ш z& Х.к& основании II и III

так, чтобы

\\Нх* - & «S ni"**1, .- <» - Уи < ч№ < г)2Ш1Ь*Н,
и полагая 2 = %z + у, будем иметь

lb*-2II = Шх* + у- Ш+ у)\\ «S (tj.IM +ч,иП)1я*П.
С другой стороны, (14) выполнено при е — 1; если положить

Ж = 0. Отсюда и следует, что в качестве е можно взять (15).

Перейдем теперь к доказательству неравенства (12).
Обозначив х0 = R~*PKx, будем иметь -

l**-2*H<l**-2l + tt-2oB+l2,-3*l. (16)

Оценим каждое слагаемое в отдельности. Оценка первого
слагаемого уже имеется — (14). Второе слагаемое оценивается так:

на основании условия I

Ш - 2„Н - WR-lRx -R-lPKx\\ < \\R-4WRx - PKxW <

<-\MiflR-4№. (17)
Но по (14)

.

«5:11 < lb*ll + lb* - 2ll < (1 + e)lx*D.

Подставляя зто в (17), получим окончательно

112-201К|Я,1т1(1 + е)11^-1111Ь*11. (18)

Учитывая, что х* — решение уравнения (2) и, следовательно,

2* = £-•/>#**,

оценим последнее слагаемое в (16). Имеем в силу (14)

\\х0 - 2*11 - Ш-1РКх - R~lPKx*\\ <

<m-lPKl\\x-x*W *£ *%R-lPKMa*\

Сопоставляя это с (14) и (18), приходим к оценке

На*-2*« < [|Mti(1 + еЖ^-М! + е(1 + 1К-*РК№я»Ъ. (19)

Остается ваметить, что 1 -t е «^ 2 и е < rjil^l + т^ИйИ. Теорема
доказана.
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Замечание 1. Может оказаться, что возможность

аппроксимации элемент'а х* элементом ив X удастся установить

непосредственно, а не на основании II и III. В этом случае по-преж-
2№му можно использовать неравенство (19). При этом,
естественно, нет надобности предполагать, что выполнены условия II и III.

Полезно еще отметить, что в этом случае речь идет о

приближении конкретного элемента х* и е может зависеть от него,

«тогда как в условии II гь предполагается не зависящим от х.

Замечание 2. На основании теоремы 2 легко получить

лценку близости приближенного решения к точному, не

использующую данных, относящихся к точному решению. Именно, в

условиях теоремы 2, если при этом р < 1, справедлива оценка

l^-^K^IRI. (20)

Действительно,
■

, 1**1<Р£*1 + Иж*-г*11.

Учитывая это в неравенстве (12), получаем

lb* - а*И < р\\х*\\ + р\\х* - х*\\,

"а решая последнее неравенство относительно \\х* — хН3
приходим к (20).

. 1.4. Пусть теперь имеется последовательность приближенных
Уравнений и полученных с их помощью приближенных решений.
В этом случае пространство X, а также операторы Й(Ю, Р и

постоянные Tj, Tji, tj2, <£, р, е, ..'. зависят от индекса п, который,
Ч>днако, мы для простоты обозначений опускаем.

В следующей ниже теореме даются условия сходимости

последовательности [хп} приближенных решений к точному решению.

Теорема 3. Если выполнены условия:
-

1) оператор К имеет непрерывный обратный;
2) при каждом п = 1, 2, ... выполнены условия I, II, III,

причем —

lim г] = 0, ИттиЦРЦ^О, lim% IIР J — 0,, (21)
П-»оо n-»co n-»oo m

то при достаточно больших п приближенные уравнения
разрешимы и имеет место сходимость последовательности приближенных"-
решений к точному:

■■■-.
• lim||a:*-ж* || = 0..

Т(-"»оо

Точнее, - •

'

■_- - i^-£:|<<?0r1 + e1r11|ime2ri2|in; (22)

tide Q0l Qi, Q2 — некоторые постоянные.

■Доказательство. Так как ПРИ ~> 1, то из (21) следует,
Жго Hm Tjx = Oj и поэтому для достаточно больших п в теореме 1

..
П-»оо

.
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будет д<1/2\ Таким образом, для указанных п существует

непрерывный оператор К~1, причем

|2-11<^<2|я-1|.
Отсюда видно, что И.Й'-1!! ограничена независимо от п. Учитывая

8то, на основании оценки (12) в теореме 2 придем к (22).
Замечание. Если вместо (12) использовать в

доказательстве оценку (19), то получим, что

1«*-2|<^ + Ce|P| (23)
и условия сходимости (21) заменяются условиями

limii = 0, lime|P| = 0. (24)
П-»оо П-*оо

При атом условие III оказывается излишним (условие II

необходимо, так как используется в теореме 1; впрочем, условие т^Ш! -*•

-*■ 0 можно заменить требованием,? ^ д0 < 1 при достаточно
больших п).

1.5. Теорема 1 дает возможность на основании разрешимости

точного уравнения судить о
*

разрешимости приближенного.
Следующая ниже теорема позволяет делать обратное заключение.

Теорема 4. Если оператор К имеет непрерывный обратный,
выполнены условия I и II и

г = Мч(1+ МгьЖ-'П + Мт1,(1 + \\К-1РК\\) < 1, (25)

го оператор К имеет непрерывный левый обратный, норма кото-*

рого оценивается с помощью неравенства

8/rj< i+llff-^B+mTillff-i+flg-1^ (26)

Доказательство. Пусть х* — произвольный отличный от

нулевого влемепт пространства X. Он очевидно, является

решением уравнения
Кх = Кх*.

По условию II найдем элемент х^Х такой, что

'

\\Нх* - £11 < п.1Ь*И.
Так как х* •= "КНх* + Кх*, то

|«*-^|<|X|ni|«*| + |JC«*| = (l*.K + lpSV)l«*I.
Это неравенство позволяет применить теорему 2 (в форме
замечания 1 к ней) со значением \



$1J ОБЩАЯ ТЕОРИЯ ДЛЯ УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО РОДА 529

Так как приближенное уравнение для рассматриваемого точного

есть -

•

^

Rx*=PKx*,

решение которого х* = R~lPKx*t то, заменяя в (19) е его

значением (27), получаем

^х*-К-1РКхЦ^[\Цг1[1 + \%\ц1 + ^)1к-Ц +

"

«[ 1Чч<1 + ^ЫИЯ-1! + lMrii(i + Ш^РкЩи*} +

+ ИМяЦ/г1!* 1 +\k-1pkI]\kx*i
Отсюда
8**11 < Wx* - R~lPKx*\\ + т-Ш\КхЧ «S

< ИЬ*П + [1 + \\R-lP\\A- IaItiII^-MI + \\К-1РЮ\ЖхП,
или

'**'> ,+U-f|+lmiV.|-HP-fK| 1"1-<?!*Ч
Поскольку г < 1, то Q > О, и на основании сказанного в V.4.4

теорема доказана. ,

■' Следствие. Если оператор К удовлетворяет условию:
(А) 1/а единственности решения уравнения (1) следует его

разрещимость при любой правой части;
то в условиях теоремы существует двусторонний непрерывный

обратный оператор К~1.

1.6. Если условие1 III выполнено лишь с большой константой г\г, т. е.

если правая часть уравнения (1) не допускает хорошей, аппроксимации
элементами из К, то и решение х* не допускает хорошей аппроксимациа и

приближенное решение х* будет заведомо плохим.

В этом случае оказывается целесообразной «регуляризация» свободного
Члена. В уравнении (1) сделаем замену неизвестной х = у + z. Новое,

уравнение (относительно z) будет
Kz = y', у'^КНу. . (28)

Правая часть этого уравнения уже «регулярна» в силу условия II.

Приближенным по отношению к уравнению (28) будет уравнение-
Яг = Ш/j/. (29)

>Обозпачая через £* решение этого уравнепия, естественно в качестве

приближенного решения (1) рассмотреть элемент

ж'=2/+ 2*. (30)
Так как

Их»-*'| = 1**-8*У,

где z* означает решение уравнепия (28), то оценка погрешности

приближенного решения (30) может бы'-гь найдена на основании теоремы 2 — в ка-

3£ JT. В. Канторович. Г. TL. Авилов
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■честве г)2 следует при этом взять \K\r\i *). Однако непрсредственпое
рассмотрение данного случая позволяет получить более точную оценку.

Теорема 5. Если выполнены условия 1 и И и существует
непрерывный обратный-оператор R~l и решение х* ураенения (1), то справедлива
щенка

■«•-«'Кр'ВхЧ, -

(31)
■еде

Р'-ЧММ1 + В^Ч^т*1п1^И(|Я11+1»1>]: (32)

Доказательство. Поскольку
г* =, XHz* + ХНу •= ХНх*, (33)

но условию II можно найти такой элемент г е X, что

1«*.—Я<|Х|1||1**В- . (34)
Обозначим

г0 — K-*PKz.

Тогда, так как

KZ* = РКх\
то

г» =, R-ipKz.;
•откуда

Hz»-Zoll < \\Я-1РЩ ||z»-z|| <; \Цги1К^РЩЦх*\\. (35)

Далее, в силу условия 1Г(34) и (33)

P-Zoll <; li/MII Ш-РКЩ <; |A,hl|tf-4l llzil «s

«£ ^hll/r-MltlU»!! +1|2-2»||] < |Я[т11|/Г-Ч1(|Л| 11ЯЦ + IXMB**!.

Но вследствие (34) и (35) получим

J|s» - х'\\ < Вх* — 21 + В* —Ы + 112о - £*В «S

«S [|A,h, + ЩЫ\К-Ч№1\ + тц) + \Ъ.ЫК-1РКЩх*Ц -р'Их*В,

что и требовалось доказать.
• Аналогичным образом в данном случае может быть уточнен результат

теоремы 4.
1.7. Рассмотрим вопрос о сходимости характеристических значений

оператора В к характеристическим значениям оператора Н, ограничиваясь
вци этом случаем, когда оба эти оператора компактны и, следовательно,
когда характеристическое множество дискретно.

Прежде всего в предположениях теоремы 3 можно утверждать, что

характеристические значения оператора В могут сходиться лишь к

характеристическим значениям оператора Н. Действительно, возьмем в плоскости
X круг С0 радиуса R с центром в начале координат, и пусть Х{, Хг, .... Хт —
те характеристические значения оператора Н, которые попадают, в него.
Обозначим через D замкнутую

-

область, получающуюся из С0 удалением
^-окрестностей точек Xi, Х% ..., Хт. В этой области оператор К^1 (К^ =.

«= / — ХН) существует и IК^11 ограничена как функции от X. В таком

случае, по теореме 3 при достаточно больших п и | К^11| (й^ =. / — ХН\

*) Или даже меньшую величину | X | r\t, лишь бы для некоторого р е

•s X было

1я?-Л<т£|г|.
Таким образом, если выполнено второе из условий (21), то выполнения

третьего всегда можно добиться.
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т
аничена независимо от п. Следовательно, при указанных условиях харак-

еристические знченля оператора В могут находиться лишь в выделенных

окрестностях или вне С0, откуда ясно,-что если нри п-»-оо они имеют

конечный предел, то он совпадает с одним из характеристических значений

Оператора Н.
В то же время каждое из характеристических, значений оператора Н

является пределом характеристических значений оператора В.

Действительно, если бы некоторое Я» не было таким пределом, то в какой-то

окрестности точки Я», ограниченной окружностью С», не было бы характеристиче-

«ких значений оператора В (при достаточно больших п). На окружности:

"С% функция l^x"1! ограничена, тогда в силу (И) на ней и Ц^"1]!
ограничена. В таком случае и внутри нее й^х"1)! была бы ограничена тем же

Числом. Последнее устанавливается применением принципа максимума

модуля и аналитической функции ip (Я) = /(/С^а:) (/ — произвольный
функционал в пространстве X, а 2 — произвольный элемент этого пространства).
Применяя теорему 4, мы получили бы, что К^1 существует во всей

•окрестности, что приводит к противоречию.
Вопрос о сходимости собственных 'значений и элементов в плане общей

теории приближенных методов рассматривался Троицкой [1] и Вай-

никко— I, II (см. также Мих^ин— II).
_

1.8. Отметим важный случай, когда можно упростить

формулировки доказанных ранее теорем.

"Часто приближенное уравнение (2) строится специальным об-

?азом.
Именно, в качестве оператора В рассматривается оператор

'Я*); таким образом, в данном случае приближенное уравнение

выглядит так: -

x-WHS^Py, R=°PK. (36)

Условие I при таком выборе, очевидно, выполняется с т)
= 0.

Это вносит упрощения в формулировки теорем. Так, в теореме 1

следует принять -

?=1Я|т]111/-Р1111Л:-,11. (37)
В теореме 2

р = (г),|я1 + njuam+т-1Рк\\). ш>

Условия (21) теоремы 3 заменяются условиями

'_ Iimfh|P|«.IimTh|P| = 0; (39>
«-*оо п-*оо

В теореме 4

{т~\Ь\гЫ1 + \К-*РК\), !^1<1±11^№-^1. (40)

J.'"-'Укажем условия, при которых в данном случае можпо гаран-

Ягировать выполнение соотношений (39) и, следовательно, сходи-
>юсть последовательности приближенных решений к точному.

Йусть имеется последовательность операторов Р„,
проектирующие X на подпространства Хп. Каждому Рп соответствует свое

||риближеппое уравнение (36).

*) Оператор И здесь следует считать оператором из X в X.
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Теорема 6. Если выполнены условия:
1) X— полное пространство;

2) Рп-+1 на X, т. е. lim Рпх =* я (х е X);
П-+оо

3) оператор Н компактен;
то постоянные щ и щ » фигурирующие, в условиях II и III,
можно выбрать так, что щ -*- 0 и т^д -*- 0 при п -*■ °°.

Доказательство. Пусть В — единичный шар
пространства X. Множество Н(В) компактно, и потому по теореме Гель-

фанда (IX.1,4) на этом множестве Рп -*- / равномерно. Обозначая

T)in) =. sup ||P„z — z% n = \,2
геЩВ)

будем иметь

Vin)-o.
С другой стороны, для любого х^Х

Поскольку РпНхеХп, то из этого неравенства следует, что *)"
удовлетворяет условию II. В качестве %" можно взять величину

которая, очевидно, стремится к нулю.

Следствие 1. В условиях теоремы, если К не является

характеристическим аначением оператора Н, то выполнены условия
теоремы 3 и, следовательно, имеет место сходимость

последовательности [хп] приближенных решений к точному.
Действительно^ (39) -выполнено, так как согласно условию 2)

теоремы sup|P„||<oo (VII.1.2).
п

Следствие 2. Характеристические аначения оператора Н

суть пределы последовательностей характеристических аначений
операторов #„.

. Рассмотрим более подробно случай, когда X — конечномерное

(размерности п) пространство. Каждый х е X единственным

образом представим в форме
х ■=3Ci(0iH»c2<»2 + ... + с„ш„, (41)

где элементы oit и2, ..., ш„ образуют базис в X./
Пусть ft, /2, ..., fng- полная в X система линейных

функционалов в Х-, т. е. такая, что из равенств

£Ш=0, У = 1,2, ..., п,

следует х = 0.

Приближенное уравнение (36) равносильно сиетеме равенств

. UPKx) = UPy), 7 = 1,2, .... и.
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Разыскивая решение уравнения (36) в форме (41), получим для

коэффициентов ск систему линейных алгебраических уравнений
•
г» п

2 ЩьРк
— Я, 2 ajftCft = fyt У =» 1, 2, ..

., п, (42)
ft=i fc=i

где

a»
= /i(coft), ал = /ДРЯсо»), Ъ,^^(Ру), /, & = 1, 2, .... п.

Если система функционалов /i, /2, ..., /п биортогопальна
базису coi, <о2, ..., со„, то система (42) упрощается, приобретая вид

п

сз — ^ 2 a#cft ■= bjf / ■■ 1, 2, ..
.,

и. (43)

В частности, если X — гильбертово пространство, а Р —

проектор, т. е. оператор ортогонального проектирования, то,
предполагая систему (о,, <о2, ..., ш„ ортонормальной, получим

ЯД = filPHtoh) = (РЯ(0», Mj) -» (Яб)к, PcOj) = (Я©», COj),

У, к = 1, 2, ..., п,

bi = f,(Py) = (Py, Mi) =?» (у, PcOj) = (у, «i), 7 = 1, 2, ..., »,

я. система, (42) запишется в такой форме:
«о

с, — К 2 сй (Я(ой, (о,) = (у, и,), / = 1, 2,..., п. (44)
ft=i -

Систему (42) будем пазывать системой метода Галеркина в

абстрактной форме *).
.

■

Отметим другой частный случай общей теории, когда

возможны еще большие упрощения.
Бели пространство X совпадает с X, то условия II и III

выполнены очевидным образом с т],
=

tj^
= 0. Условие I

превращается при этом в условие близости операторов Я и Й

(которые действуют в этом случае в одном и том же пространстве)

Следует заметить, однако, что этот случай не представляет

значительного интереса с точки зрения общей теории, так как всё

теоремы для него могут быть доказаны элементарными
средствами (ср. V.4.6).
*, 1.9! Нередки случаи, когда приближенное уравнение того или

иного метода рассматривается не в подпространстве пространства
Х\ а в другом пространстве X, которое, как обычно в таких

случаях, изоморфно некоторому подпространству основного

пространства X.

*) Для пелипейпых уравнений метод Галёркпна изучен в книгах

Красносельский и др. и Вайникко — I.
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Будем считать, что в полном подпространстве X czX

определен непрерывный линейный оператор <р0, отображающий X
взаимно однозначно на полное пространство X. Эти условия
обеспечивают непрерывность обратного оператора. ФсГ1. Будем
предполагать, что- существует непрерывный линейный оператор ф —

распространение оператора ф0 на все X; таким образом, ф
означает непрерывный линейный оператор, отображающий I на I
и совпадающий с ф0 на X.

Если под Р подразумевать оператор проектирования X на. Хг
введенный в 1.1, то в качестве ф можно взять

Ф
- фоЯ

' (45)

Умножая обе части этого равенства наф^1, получим

/> = ф^1ф.- (46)

Ввиду наличия взаимно однозначного соответствия между

элементами пространств X и Я приближенное уравнение (2) можно

преобразовать в эквивалентное уравнение, но уже в пространстве
X. Для.этого в уравнении (2) заменим х = % х, после чего

применим к обеим частям уравнения оператор ф0.
Преобразованное таким образом уравнение примет вид

х — фоЯф^а; = щРу. ^

Обозначая через Н оператор, отображающий пространство X
в себя,

Я^фДфо-1, (47)

и принимая во внимание (45), перепишем приближенное
уравнение в такой форме:

7Гх==х — Шх = фу, К = фо'йГф^1. (48)

Поскольку. в приложениях часто встречаются случаи, когда

приближенное уравнение дано в форме (48), мы укажем

формулировки основных теорем общей теории в терминах
операторов Н, ф (и К). Для этого надо всюду заменить Р его -

выражением (46), а для оператора Й(Ю из (47) находим.

Я = ф"1Яф0, К = <р?К<р0. . (49)

Остановимся на условии I. В новых терминах оно выглядит так:

| ф^Яф^— фо \уНх |< т) \ ж |, igI

Это неравенство будет выполнено", если соблюдено условие
1а. Для любого х е X имеет место неравенство

Щфа£-фЯ*11<г)11*11.
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IIjSh этом в качестве rj в условии I следует взять величину

Ч-Ч1Ф*"1!. (50)

Условия II и III не затрагивают операторов й и Р, поэтому
в новой ситуации они не изменятся.

Дадим.-теперь новую формулировку теоремы 1.
Теорема 1а. Пусть выполнены условия 1а, II, и оператор К

имеет непрерывный обратный. Тогда, если

«f -1М [чк-1| +1/ - ф^фЫ I*"1! < 1* (51).

то К также имеет непрерывный обратный К~1. При атом

1^1<Дн
"

.(52)
1-е

*де.
_

^ = |Я-1|Вф0|||ф-1|. (53)

Действительно, К = ф,Дфо", а дл» оператора R по теореме 1

«эддествует обратный К~* и для него выполнена оценка (4).
Если обозначить через х* решение уравнения (48),_то

приближённое решение х? уравнения (1J будет а;* «■ ф^1^ • Оценка
Погрешности приближенного решения получается с помощью

теоремы 2, если в ее формулировке сделать необходимые замены.

\Теорема 2а. Если выполнены условия 1а, II и III,
существует непрерывный оператор К~х и уравнение (1) имеет

решение х*, то справедлива оценка

|л;*-ф0-1^||<р||а;*||, (54)
где

_

'

_

р = (1 + е) | К1 г, Цф^Т"1 I + е (1+ \ ф^_1Ф^1 ), (55)

е< 4,1X1+4,1X1.
В качестве р можно также взять

Р
= 2\К\Цщ111ч>огК-\0\ + ф+Уо1К-1Ч>К\\). (56)

Возможность для р зпачения (56) сразу же следует из (13).
Равенство (55) требует небольшого дополнительного обоснования.

Сохраняя обозначения доказательства теоремы 2, имеем согласно

условию 1а -

< | фо-1*-1 HI ку£- фЛ&|< 1-М ч | Фо-1^-1 III * |.
Используя эту оценку вместо (17), мы и придем к (55).

Отметим, что факты, о которых шла речь в замечаниях к

теореме 2, остаются справедливыми при соответствующих
изменениях в формулировках.
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Сформулируем, наконец, теорему о сходимости
последовательности приближенных решений.

Теорема За. Если выполнены условия:
1) оператор К имеет непрерывный обратный;
2) при каждом в — 1, 2, ... выполнены условия 1а, II, Шг

причем

Иm ц 1 ф^"1 S — Нт т^ | ц>~\ || = lim t)2 f ^\ 1 = 0; (57)
П-»оо n-»oo rt-*oo

то при достаточно, больших п приближенное уравнение (48)
разрешимо и имеет место сходимость последовательности
приближенных решений к точному решению: При атом

|**-ЭД<Й1%Ч + &ъ1%Ч+'ёл|ф^Ч1» . (58)

где х„ = Ф^Ят a Q, Qt, @t постоянные.

В самом деле, принимая во внимание (50) и (46), заключаем,
что выполнены все условия теоремы 3, откуда и следует

сформулированный результат.
Не приводя полной формулировки теоремы 4, укажем, что

условие (25) в новых терминах примет вид

.- г = |^|[(1 + |Я|г,1)л1фо"1^"11 + %11фо-1^~1Ф^1]<1, (59)

а (26) перепишется так:

ije-ii^ 1+11фо-^-ЧД + 1М^11фГ^1Д+Д<Ро"1^"1^11
ш (60)

1 — г

Для доказательства надо провести те же рассуждения, что и при
доказательстве теоремы 4, воспользовавшись оценкой (54)
теоремы 2а с р из (55).

Непосредственная замена в (25)"и (26) дает для г значение л

(6i)
а вместо (60) приводит к оценке

1^-1|^1+Пфо~^~1фД+|^^1к~1И^"Ч1+Д<Ро"1^~1ф^А> (62>
1 — г

где г из (61).

§ 2. Уравнения, приводящиеся к уравнениям второго рода

2.1. Рассмотрим уравнения, в которых хотя в левой части и

не выделен тождественный оператор, и, более того, левая часть

представляет непрерывный линейный оператор, переводящий
данное пространство не в себя, а в другое нормированное
пространство, во которые благодаря наличию в этом операторе главной
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части простого вида" могут быть приведены к уравнениям второго

рода, рассмотренным в .§ 1.
Итак, предположим, чте у нас имеются два нормированных

пространства X и Y и в каждом из них выделено полное

подпространство X <=■ X и У <= У. Будем предполагать, что имеется

непрерывный линейный оператор Ф, проектирующий У на У.

Рассматриваются два уравнения
— точное:

К,х =*Gx- KTx = ylt (l)

и соответствующее ему приближенное:
Rlx^Gx-%Tx = Q>yi. (2)

Здесь операторы G и Т (и Kt) — непрерывные линейные

операторы, отображающие X в У, а оператор Т (и К) —

непрерывный линейный оператор из X в Р. Кроме того, относительно ука- .

ванных операторов будем еще предполагать:
1) оператор G имеет непрерывный обратный;
2) оператор G устанавливает взаимно однозначное

соответствие между X и У, т. е. G(X)*=Y и, следовательно, G~l(T) = X:
Введем условия, подобные условиям I—Ц1 § 1.
16. Для всякогоIsX имеет место неравенство

ПФтг-гги<1хПгя.
Иб. Для каждого х е X найдется такое у <= у, что

ИГ* - gfO < n.llxll.

1116. Существует элемент уi^j такой, что

"ft - &«» < yjyjl.

Покажем, что при сделанных предположениях изучение
уравнений (1) и (2) сводится к исследованию уравнений.второго рода.

Действительно, применим к обеим частям уравнений (1) и (2)
оператор G~l. Это даст

Кх шв G^KfX — х - 'kG-Чх = G-gy,, (3)

Rx - G-'jr.x — x
- AG-'f£ = G~lOyi. (4)

Уравнения (3) и (4) имеют вид уравнений (1) и (2) § 1, при
этом роль операторов Н, Я, Р(К, К) играют операторы G~lT,
G~lT, G-'OGCG-'/f,, G-'KJ, а роль у — элемент G~lyg.

Проверим выполнение условий I, II, III.
I. В силу 16 имеем

WPHx - #5:11 = UG-lOGG-lTx - G^Tx* < Пв-ЧрДО.

II. По х е X в соответствии с Пб найдем у s у. Тогда,
полагая x = G~ly, имеем

Шх - £0 = Ю~1Тх - G-'Jfll «£ НС-'Нц.Ы.
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III. Пусть pi определено согласно Шб. Обозначим y
= G~lpu

При этом

. Ц - у\\ - WG-'y, - G~ly$ < Ю-Чц2Ц,\] < Ю-ЧЮ^уЛ.

Таким образом, условия I, II, III из § 1 выполнены, причем
постоянные т), t),, г\г выражаются через щ щ» М* следующим
образом:

^ Ч - цЮ-% п, - щОС-Ч, ij,-|i1BG-,aiGl. (5)
i

Замечание. Вместо Пб и Шб можно было бы потребовать
наличия таких х е X и у в 5*, что выполнены неравенства

iG-^-x^ii'jxB, lG-Vi-^I<|i;|G-Vj. (6)

Тогда условия II и III выполняются с 4i = Hi и т]а-«= ц2.

Поскольку, для уравнений (3) и (4) выполнены условия I, II
и III, мы можем из теорем предыдущего параграфа получить
соответствующие им теоремы для уравнений 13) и (4) или для

равносильных им уравнений' (1) и (2). Развернутые
формулировки соответствующих теорем мы. приведем, сделав, однако, еще
одно дальнейшее упрощающее предположение.

Именно, предположим, что нормы.в пространствах X и Y
согласованы в соответствии с отображением G:

Ых = ЮхК, Mr = ПС-VV х е X, yeY. (7),

При этом условии отображение G, очевидно, изометричное;
UGH = HG_,0 = 1. Благодаря этому

НРН = 11ФП, Ш1 = ВД, Ш-МГ.Я, ИДП-ПЛ, 11#11=Н711. (8)

2.2. Сформулируем теперь основные теоремы § 1 для

уравнений (1) и (2).

Теорема 16. Если выполнены условия 16 и Иб, существует
непрерывный оператор К^ и

А = |Х|[ц + |/.-Ф|ц1]|ЛТ1|<1»
'

(9)

то оператор Rt также имеет непрерывный обратный, причем
'

'

\ ■ 1*г1<4?|-. - (Ю)

Теорема 26. Если соблюдены условия 16, Нб, Шб,

существует непрерывный оператор К^ (в частности^ если

выполнены условия теоремы 16) и существует решение х* уравнения (1), .

то имеет место оценка

Bx*-2*ll<j»Ba*D, (11)
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где х* — решение уравнения (2), а

Р^2\к\р\Ж?\+^\к\+11а1КМ1+\Жт1ФКД). (12)
Замечание. Бели имеется такой £el, что

Ha:*-£lKella;*ll, (13)

то оценка (11) верна и без условий Пб и III6, причем под р
следует, понимать в этом случае величину

Р=^2\Х\^\КГ1\+.г(± + \КТ1ФК1\). (14)

Теорема 36. Если при каждом и =» 1, 2, ... выполнены

условия 16, Нб, И1б, оператор К+ имеет непрерывный обратный
« имеет место

liifi> = lim цх |Фf = lim щ J Ф J = 0, (15)"
n-*oo n-»oo n-»oo

TO; последовательность приближенных решений (т. е, решений
уравнения (2)) сходится к решению уравнения (1) х*.'При этом

\х* -2f< Q» + &МФЦ + &МФ1-1 (16)

Теорема 46. Если существует непрерывный оператор ЛГГ1»
выполнены условия 16 и 116 и

.

г = |^|И(1 + |Я|ц1)1^Г11 + |^|Ц1(1+1^Г1Ф^1)<1, (17)

то оператор Kt имеет непрерывный левый обратный, при этом

а д?к Hi^r^i+i^yi+i^Mti m (18)

2.3. Отметим, наконец, частный случай, когда формулировки
•теорем упрощаются. Именно, пусть приближенное уравнение (2)

Построено специальным образом — проектированием точного
уравнения. Иначе говоря, приближенное уравнение получается, если

к обеим частям уравнения (1) применить оператор Ф:
~

К.х^ФК^^вх-КФТх^Фу,,
'

(19)

т. е. в -этом случае Т = ФТ. .

•

Легко видеть, что при этом условие 16 выполнено при- р.
= 0.

Действительно,

Ш - ФТх\\ = 11ФГ2 - ФТхЯ = 0.

Таким образом, всюду в формулировках теорем можно принять
»-о.

•

__

• '

. Добавим еще теорему, получающуюся из теоремы 1.6 и

относящуюся специально к уравнениям рассматриваемого типа.
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Теорема 56. Если имеется последовательность
приближенных уравнений вида (19) и соответственно отображений Ф„г
причем: .

1) пространство Y—полное;
2) Фп — / на Y;
3) оператор G~4 компактен;

и если существует К^ , то приближенные уравнения для

достаточно больших п разрешимы и имеет место сходимость

приближенных решений к точному.

§.3. Применение к бесконечным системам уравнений *)

3.1. Пуеть дана бесконечная система уравнений

Ъ5 — К 2j aihlh = bj, / = 1,2,..., _ (1)
fc=x

в предположении, что

S |aih|2<oo, |)|ЬЛг<оо. (2)

Требуется разыскать решение этой системы, удовлетворяющее
условию

i:ishi2<°o. (3)

Одним из распространенных методов решения системы (1)
является так называемый метод редукции, который состоит в

замене бесконечной системы (1) системой из п уравнений с п

неизвестными

п

I) — Ь 2 ajhlh = bh 7 = 1,2,..., п. (4)

Решение этой системы рассматривается как приближенное
решение исходной системы (1).

Нас будет интересовать вопрос об оценке погрешности
приближенного решения и о сходимости при п -*■ °° приближенных
•решений к точному.

Для применения общей теории примем X ■= Р. Система (1)
при этом запишется в виде одного уравнения в X:

'Кх'^х-КНх-у, х = {|„Ь !/
= {&„}. (5)

Здесь под Н. понимается непрерывный линейный (и компакт-

*) По поводу бесконечных систем см. Рисе [4], Хеллингер, Теплиц [1],
а также Канторович, Крылов.



f 3] ПРИМЕНЕНИЕ К БЕСКОНЕЧНЫМ СИСТЕМАМ УРАВНЕНИЙ 541

ный — см. XI.2.2) оператор в Р, определяемый матрицей системы:

оо

= #ж, £j == 2j «ifeEfe, 1 = 1,2,...; х = Цп}, z€={£„}.z
,

Л=1

В качестве пространства X возьмем конечномерное евклидово

ирострапство 1п- За X естественно при этом взять совокупность

элементов из Р, все координаты которых, начиная с (л+1)-й,

равны нулю. Смысл операторов <р„ ,и ф(Г ясен без пояснений,'

оператор ф сопоставляет элементу х •= {Ъ,т) ^ Р элемент

х = фж = (£1? £2,..., £„) е #.
Очевидно,

1ф1 = 1фЛ = 1фо"11 = 1.

Систему (4) можно записать теперь в виде одного уравнения

в пространстве X. Именно,

Кх е&х — КПх —ц>у, (6)

где оператор Я определяется «усеченной» матрицей

Проверим выполнение условий 1а, II, III. Имеем для

произвольного % = (li, £2, ..., £„, 0, ...)евХ

I = ф/7я — ЯфоЖ, z ■= (£,, £„ ..., £„),

li = 2 «лЕл — 2 а*Ел = О, / = 1, 2, ..., ».

Таким образом, условие 1а выполнено с *) —0.

Для проверки условия II возьмем произвольное х = {£„,} е Z*
и положим х = [//#]„ = (£lf £2, ..., £„, 0, ...) *). Тогда

[оо
оо ^-' 11/2 Г оо" оо оо "11/2

2 2«И2 < 2 2|«»|22|Ы2 .

=

j=n+ifc=i
'

J -Lj=n+ifc=l fc=l J

[оо
оэ Tl/J

2 2le*H •

j=n+i ft=i J

где
■= ЛхИжу,

Ясно по (2), что T]i
-*■ 0 при »-»-«». Накопец, полагая gf = [j/]„>

*) Знаком [x] n мы обозпачаем «усеченный» элемент, т. е. элемент,

получающийся из ге? заменой всех его координат, начиная с (n-J- 1)-й,
вулями. Очевидно, Ип = «р~1фг = />:г.
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имеем

[1
2 |*»Р

■**?—
2|ЬЛ2 J

1И

так что в условии III можно принять

4i-= [оо
-тм/а

l=n+l I

2IM2 J
и здесь т]г

-*■ б при п -»- °°.
1 К данному случаю, таким образом, применима изложенная в

1.9 теория. В частности, теорема За позволяет заключить, что

«ели К не является характеристическим, значением системы (1)
(т. ё. не является характеристическим значением оператора Ю,
то при п, достаточно больших, система (4) разрешима и имеет

место сходимостьцприближенных решений к точному. Быстрота
сходимости определяется неравенством

И-Ф^ЛКа [-11/2
2 \ьз\* I

2№

где х* = (Ei, E2. • •
•» En, ...) означает решепие системы (.1),

л- Хп = (и", Е2П» ••-.§»" ) — решение системы (4).

Отсюда ясно, что Еь мало отличается от |ь -для к = 1, 2, ..»

...., п, а при к> п координата £s мала. Также ясна отсюда

сходимость

limi(ftn) = S:, *-=l,2,...
П-»оо

Используя теорему 1.4 (с условием (59) § 1), приходим к

следующей теореме.
Те о р е м а 1/ Если система (4) имеет единственное решение и

г-Шч»1Я-'ВМЛ<1, t7)

то К — не характеристическое значение .системы (1), причем.

1 — г

Эта теорема заслуживает внимания в том отношении, что

заключение о разрешимости бесконечной системы делается на
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оснований данных о' решении конечной системы; при этом все

величины, входящие в неравенство (7), могут быть без труда
найдены, так что критерий разрешимости, данный в теореме,
является вполне эффективным.

Значение величины т], указано выше. Для ПфАН применима
оценка

[я
ее "J1/S

2 2|«*1Ч .

Наконец, ПАТ-1 II, если матрица Ап симметричная, определяется иа

равенства «

где %у— собственные значения матрицы Ап. В общем случае-
В]?-1!! определяется сложнее (см. V.2.8).

Замечание 1. Вместо систем, удовлетворяющих условию
(2), можно было бы рассматривать более обширный класс систем,

для которых оператор Н компактен из Р в Р. В этом случае tj»

определялось бы формулой
'

% = 1В — %'фЯфо *ф1
и по-прежнему i\i

-*■ О при п-*-°° (XI.2.2), так что и здесь все-

теоремы общей теории применимы.
Замечание 2. Общая теория может быть применена в

к другим классам бесконечных систем, которые могут быть

рассматриваемы как функциональные уравнепия в других
пространствах последовательностей. Таковы, например, системы типа Рпс-

«а, удовлетворяющие условию

Sfsia*lB/&b-1)'r,<oo, 'i<p«*>
i=iL*=i J -

1Н здесь следует рассматривать как оператор в V). Регулярные
и вполне регулярные системы также подходят под эту схему

(в пространстве 1°°). .

§ 4. Применение к интегральным уравнениям*)

4.1. Одним из наиболее эффективных методов численного

решения иптегральных уравнепий. является метод замены

интегрального уравнения алгебраической системой линейных

уравнений с помощью применения квадратурной формулы.

*) О приближепном решении интегральных уравнений и литературу и»

втому вопросу см. Канторович, Крылов.-
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Пусть дано уравнение

1

x(s) — K$h{s, t)x{t)dt = y(s). (1)
о

Заменяя интеграл по некоторой формуле численного

интегрирования, достроенной по узлам tit t2, ...,£„ и имеющей вид

г
. J а: (О Л— 2 А*(**)< (2)

е *-*

и требуя удовлетворепия равенства (1) только в узлах, приходии
к системе

п •

* (*i)-*. 2 4к* (****)*(**) =»(*!)« /=-1,2 п, (3)

решение которой определяет приближенное значение искомого

решения в точках tt, tit ..., f„. '-

Рассмотрим применение общей теории к оценке погрешности

втого метода. Для определенности будем предполагать в

уравнении (1) правую часть непрерывной периодической функцией
{периода 1), а ядро Ms, t) непрерывной периодической (также

периода 1) как по s, так и по t. При этих условиях-решение

тоже будет периодической непрерывной функцией. Уравнение (1)
будем рассматривать как функциональное уравнение в

пространстве Х=»С непрерывных периодических функций.
Алгебраическую систему (3) будем рассматривать^как приближенное

функциональное уравнение в пространстве X = 1£%
Жх =э х

— "кНх = щ. (4)
ч

При этом узлы и коэффициенты квадратурной формулы (2)
выберем следующим образом:

•"к
=

~^~t ^к
~

'2п * Л = 1, 2, . . ., W,j

т. е. положим в основу формулу средних прямоугольников—-

одну из наиболее удобных в случае периодических функций.
При таком выборе оператор В в уравнении (4) определяется

матрицей

-L (1. 1\ Lh(-L JL\ Lull. 2n~l\
nh\2n,2n) nh\2n' 2n) '"

n h\2n' 2и /

1JA I\ 1г. (1 1\ -LJJL *»-l\

пП\2п?2п) nft^2n'2n|
"■

n Л^2«' 2и } . (5)

и fe^ 2n ' 2nj n*^ 2n '2nj "•

n A^ 2и ' 2n j
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Оператор ф определяется следующим образом:

(рх
= (x(tt), x(tz), ..., x(.tn)), ЧфИ = 1, геС.

Что касается пространства А* п связанного" с ним отображения
tfo1, то мы определим их двумя различными способами, что

приводит к двум оценкам погрешности.

Примем сначала в качестве X множество всех непрерывных

периодических функций, линейных в каждом из промежутков

вида [th, £j,+t], где tk— ^n (&=0, ±1, ±2, .. .)• Каждая такая:

функция определяется своими значениями в точках tu t2, ..., tnt.
в тем самым отобразкение ф^1 определено:

X = Ц>о X, X = (§j, . -
., gn) G= ln ',

■ x(h) = IhJ A; = 1, 2, y .., n; xe= X.

При этом Цф^Ц = 1.
Обозначим через <о,(6) модуль непрерывности функции h(.s, tY

как функции от s:

o,(6) = suplMs + o,f)-Ms,*)l, 0<s,f<l, |о|«£б;

аналогично определяется юДб).
Для проверки условия 1а оценим погрешность квадратурпойг

формулы (2) для функции вида zU)x(t), где z — периодическая

функция, модуль непрерывности которой пе превосходит ю(8)„
a£eZ Имеем ввиду периодичности ,

И*<0*<*)Л-24-*('0*<*0
In Ь=1

|*й

f 2 (*> х (t) dt - 2 -^ (z со * со +z с*+o* cm-i»

J(«ltl)(z(i^i±i-)-»(<ktl))]j<2»(A-)R,
fc=o

+

поскольку в силу линейности функции x(t) в каждом на

35 JT- В. Канторович, I1. IX. Авилов
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.промежутков

*ы-1

J x(t) dt = ~(x(th) + x(th+1)); к - 0, 1, .... n - 1.

Полагая в предыдущем неравенстве z(t) —h(tj, t), получим

:|фЯж —Яф0ж|] =

max"
i=l,2,...,n

r
n

'

/ \

о h==1

Итак, условие la выполнено с

«W-tj = 2(0,

Перейдем к проверке условия П. Покажем-предварительно,
"что если z&C— произвольная функция, модуль непрерывности

-которой не превосходит ю(б), то

I z — z и <; юЩ.
„-i„

тде z = ф^ фг,т. е. z — кусочио-линейная функция, значения

которой в точках tt, h, ■..., tn совпадают с соответствующими
значениями функции z. Действительно, если tt ^ s < ti+l, то

У z <s) - z(s) | = | z (s) - Ktj+i - s) z («Л + (* - *j) z (ii+1)J"I <

< n [ I (tJ+1 - s) (z (s) - z (*,)) J + I (* - t,) (z (s) - z (ti+1)) IJ <

откуда вследствие' произвольности s и следует доказываемое.

Оценим теперь модуль непрерывности элемента z = Нх (х ^.С):

1

. |*w-*(OI<JlMM)-M*\*)IU(')l*<«>.(e)H.
о

|s-s'|<6.

Таким образом, в качестве <о(б) можно взять

<о(6) = <о.(6)Ы

я по предыдущему, если обозначить z ^ф^фЯа^ имеем

fltf*-z||<co,(4-)ll4-
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Следовательно, условие II вынолпепо с

4i = «в. (4)-
Наконец, применяя сказанное к элементу у, найдем у е X так,,
что

где ю(8) — модуль непрерывности фупкции у. Отсюда видно, что-

условие III выполнено с

Вследствие непрерывности ядра h(stt) и правой части y{s}
уравнения (1) величины rj, rj„ tj2 стремятся к нулю при п ->■ °°,

a J ф || = | ф^11 = 1, поэтому применимы теоремы общей теории.
В частности, если Я, — не характеристическое значение

уравнения (1), то на основании теоремы 1.3а можно заключить о

разрешимости системы (3) (для достаточно больших /г) и о

стремлении приближенных решений.ц>^ яп (кусочно-липейпых функций,
построенных по значениям {£j, найденным из системы (3)) к

точному.

Для дальнейшего важно отметить,_что на основании теоремы

1.1а норма обратного оператора 1К~Ч ограничена
независимо от п.

В случае, если Ms, t) и y(.s) удовлетворяют
условию.Липшица с показателем а, то на основании теоремы 1.3а быстрота
сходимости последовательности приближенных решений мозкег

быть оценена так;

Действительно, в этом случае ©,(б), юДб), <о(б) имеют вид 0(8°)»
4.2. Рассмотрим другой способ оценки погрешности того же-

летода, к которому мы приходим при ином

выборе-подпространства X.

Для удобства- будем считать п нечетным: п = 2т +1. За X

примем множество всех тригонометрических полиномов порядка
fie выше т, т. е. 3f s X означает

т

х (t) жа -£• + £ (ah cos 2latt + bk sin 2Jc nt).

Ясно, что оператор ф^1 сопоставляет элементу х—(£1% £2)... ,|n)s
е /" интерполяционный полином, построенный по узлам tu tz, ...

•••. tn со значениями в них соответственно |(, £2, •••> In. По
В5*
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.лемме Бернштейна *), если для тригонометрического полинома Я
в узлах U, t2, ..., t„ имеет место оценка

|ВД|<1, /=1, 2, .... л,
то

\хШ\ <АЫт + В, 0<t^i.

•Отсюда получается оценка нормы оператора (pd" :

.1«рГ1!<^1п1» + я. (6)

Обозначим далее через Ет и Е*т наилучшее приближение
Ms, t) как функции от t и s соответственпо тригонометрическими
лголиномами го-го порядка по соответствующей переменной;
иначе говоря, предполагаем существование функций вида

ftj (s, t) = —2 Ь 2* lak («) cos 2knt + bh (s) sin 2hnt\r2

m

+ 2 [«ft if) cos 2kns + bl, (t) sin 2kns]
ft=i

h («, t) — -

2

таких, что

]h(s,t)-hl(S,t)\^Etm, |MM)-MM)|<£m, 0<S, t<i.

Для проверки условия la отметим, прежде всего, что

квадратурная формула (2) точна, если подынтегральная функция—■
тригонометрический полином порядка не выше п — 1 *=" 2го **).

Учитывая, что ft4(s, i)x(t) имеппо такой полином от t, имеем

1 п

j\ (s, t)x (t) dt = ± 2 К (s, to * (fft), 0 < s< 1.
h=l

Таким образом,

lyHx — Яф0ж| =

max

j=l,2 "

^ max

■j=1.2 П

,
• 1

+ max ■—

3=1,2 n n

\ h(tit t)x(t)dt-^-^h(th th)x(th)
J

fc=l

1

J[ft(*i,0-fti('i.O]*W«

<

+

21*^.**)-^^'*)!*(**)
ft=l

<2^||4

*) См. Натапсон — I, c. 542.
**) См. II а т а н с о ы — I, с. 611.
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Следовательно, условие 1а выполнено с

rj = 2Elm.

Для проверки условия II с целью аппроксимации элемента

z — Hx построим функцию*)
г

x(s) — J h2 (s, t) x (t) dt.
о

Как ясно из вида h2(s, t}, функция xis) есть тригонометрический
полином порядка т, т. е. х ^ X. В то же время

|| Нх — ж || = max \ [h (s, t) — h2 (s, t)] x (t) dt <E'm\\xl

Условие II, таким обр'азом, выполпено при

7s

Наконец., условие III выполняется, если положить

Лг =•

-щ Ет (у),

где Ет(у) — наилучшее приближение функции у
тригонометрическими полиномами порядка т.

На основании этих оценок имеем возможность, пользуясь
теоремой 1.2а, получить оценку близости точного и

приближенного решения:

3°=MMEtml^1t\\K-1\\ +

Отметим, что, как было установлено в 4.1, Ш~Ч ограничена
независимо от п.

Предположим, что ядро Ms, t) имеет производные до v-ro

порядка по s и по t, причем —тт- и —— удовлетворяют условию
dsv dt

Липшица с показателем а; эти же предположения сделаем
относительно функции y(s). Тогда в силу известной теоремы

*) Нетрудно показать, что функция hi(s, t) может быть всегда выбрана
непрерывной по t, так что написанный интеграл существует. Впрочем, эта

оговорка не нужна, если интеграл понимать в смысле Банаха (см. 11.4.2),
аак как он определен для любой ограниченной функции.
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Джексона (см. Натансон —I, с. 121)

а -так как на основании (6)

\<b1\ = 0(\nm) = OQnn),

то по теореме 1.3а получаем оценку быстроты убывания
погрешности приближенного решения

|к*-Ф^|| = о(^г).
Используя теорему 1.4, можно на оснований результатов

приближенного решения установить возможную область
расположения характеристических значений уравнения (1).

Отметим, наконец, что аналогичные рассуждения можно было
бы применить для оценки погрешности того же метода и в

случае использования других квадратурных формул. В частности,"
для непериодического случая, используя формулу Гаусса, пужно
было бы опираться на интерполирование алгебраическими
полиномами и теоремы о порядке приближения функций
алгебраическими полиномами.

. 4.3. Рассмотрим некоторые другие методы приближенного
решения интегрального уравнения (1) и, прежде всего, метод
моментов. Этот метод состоит в том, что приближенное решение
уравнения (1) отыскивается в форме

* W = 2 cftcoh (0, 0<«< 1,
*

(7)

где &к (к = 1, 2, ...) — функции полной ортопормалыюй системы.

Коэффициенты .с» при этом определяются из системы

«11 1

Cj
— % 2 ch J J h (s, t) &j (s) coft (t) dsdt = \y (s) <Oj (s) dst

fc—i oo о

/ = 1,2,...,», (8)

которая заменяет требование обращения'в нуль разности Kz — у

условием ортогональности ее первым п функциям данной орто-

нормальной системы.

Предполагая ядро h(s, t) уравнения (1) удовлетворяющим
условию

1 1

JJ|A(*iQI'**<°°e
0 0
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здшмем за X пространство Lz(0, 1), а в качестве X возьмем

т&одпрострапство элемептов вида (7). Оператор Р определим как

оператор ортогонального проектирования на X, т. е. х = Рх

означает, что

п

х =?= 2 i*, coft) со,:.

Система (8) может быть записапа в виде одного уравнения
в пространстве X

х-РНх = Ру.

Отсюда яспо, что мы паходимся в условиях, о которых шла речь
в 1.8. При этом, поскольку система {со*} полпая, выполнепы

условия теоремы 1.6 и, следовательно, имеет место сходимость

приближенных решений к точному. Быстрота сходимости

определяется свойствами ядра h(s, t) и правой части y(s); она

зависит от быстроты сходимости ортогональных разложений этих

функций но функциям системы. Остановимся на случае, когда

ядро периодическое и удовлетворяет условию Лившица с

показателем а + -g- (а >• 0) по s. Аналогичные требования наложим

на y(.s). За ортопормальпую систему {ю*} возьмем систему

тригонометрических функций. С помощью теоремы Джексона нетрудно
получить в этом случае оцепки

ть = 0<п-,/2-и), Ъ = ОЫ~1/1-а),

и, следовательно,

1 х* - ЗД, = О (П1 + ть)=0 (п-1/*-«). (9)

Докажем, что фактически в этом случае имеет место

равномерная сходимость приближепных решений к точному.
я

Пусть х = 2 ciwj- Оцепим \\х\\с через J x L*. Так как llwjllc^

*£ M (/ = 1, 2, ...), то, применяя неравенство Коши — Буняков-
ского, будем иметь

"
— Г " Л1,г

\Ъ\с<мЪ\ч\<мУп\ 2|с,|» ~муъ. l*L

Применим .эту оценку к разности двух приближений $п и xikt
где 2*-1 *£ п «S 2*. Получим

1*:к-щс<м2«*\х*2к-х';
Далее, используя оцепку (9), будем иметь

Сг

а
+ak -r-+a -г+°*

22 п2 22
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и, следовательно,

R*-^ic<2% ар)

-В частности, последняя оцепка верна и при тг = 2*-1, т. е.

p*ft-**ft-i||c<^-
Отсюда можно заключить о равномерной сходимости ряда

** (*) + 2 [х+ (*) - *^_! (f)l = limS*ft (t) - a;* (*).

Учитывая (10), найдем, что и

lim xn (t) = a;* (f)
n-»oo

равномерно. При этом, очевидпо,

- \\x*-xt\c = 0(n-").

Отметим, что если рассматривать интегральпое уравнение (1>

как уравнение в пространстве СТО, 1], то применение теоремы 1.3

позволит получить более сильпый результат, чем только что

указанный. Именно, если ядро (по s) и правая часть y(s)
удовлетворяют условию Липшица с показателем [} > 0, то

приближенные решений" сходятся к точному равномерно и

| х* — х* \\с = О (n-P In тг).

4.4. Рассмотрим теперь метод замены ядра, на близкое (в

частности, на вырожденное). Метод состоит, как ясно из его

названия, в замене уравнения (1) уравнением
-

г

в (s) — Я J h (s, t) x{t) dt = y (s),; (11)
о

ядро которого
— Же, t) — близко к Ms, t) и решение которого

известно.

Записывая уравнение (11) как функциональное в том же

пространстве, что и уравнение (1):

Кх^х — %ЙХ = у,

мы придем к ситуации, которая была описана в конце пункта 1.8.
Как там было указано, условие I сводится к неравенству

Ш-ЯИ<т|, <12>

а условия II и III выполнены с Tji
=

ц2
= 0.
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Быбирая в качестве пространства Х = Х пространство L"(0, 1)
ограниченных измеримых функций, перепишем (12) в форме

м

1

^\h{s,t)-h(s,t)\dt^n, 0<s<l.
о

Норма оператора R~l без труда оценивается, если известна

резольвента Т(%; s, t) приближенного уравнения (11). Так как

обратный оператор К~* имеет вид

1

* («) = У (s) + Я]'Г (%; s, t) у (t) dtx
о

TO

h;Mi *s l + \%\в;
где В определяется из неравенства

г

||Г(Х; я, t)\dt^Bf 0<s<l.
о

Используя оцепку (19) § 1, получаем оценку близости

приближенного решения к точному

\x4t)-x4t)\sZ\%\r](.l+\%\B)\\x*\l (13)

Аналогичная оцепка верна, если поменять ролями уравнения.
Из (13) вытекает равномерпая сходимость приближенных

решений к точпому при соответствующей сходимости ядер.

Общая теория может быть примепена и к методу решения,

при котором решепие ищется в форме (7), причем требуется,
чтобы равенство левой и правой части соблюдалось лишь в

заданных точках. Изложение этого метода и его исследование (см.

Канторович [9]) мы здесь приводить не будем, так как сходпый
метод рассмотрен для дифференциальных уравнений в следую-.

1цем параграфе.

§ 5. Применение к обыкновенным

дифференциальным уравнениям

5.1. Рассмотрим спачала так называемый интерполяционный
лётод, иначе пазываемый. методом совпадения (коллокации) *),
в случае граничной задачи для уравнения

—
/

*) Впервые интерполяционный метод предложен, по-видимому, в работе
Канторовича [1]. Доказательство сходимости на основании теорем §§ 1, 2

получено в статье Карпиловской [1],



554 ОБЩАЯ ТЕОРИЯ ПРИБЛИЖЕННЫХ МЕТОДОВ (ГЛ. XIV

при условиях
ж(а)==а:'(а) = ...

= а:(т-,)(а)==0, . .

х(Ъ) = х'(Ъ) =.. .= х^т-1ЧЪ) = 0.

Приближенное решение будем искать в форме

x{t) = (t-ar{b~t)^^chth-\ (3)

так что граничные условия для х удовлетворены; коэффициенты
С|, сг, ..., с„ находятся из условия удовлетворения уравнения (1)

в некоторой заданной системе точек (узлов) tlt h, •
•., tn:

№тх

Шт

Для применения общей -теории, изложенной в § 2, будем
рассматривать дифференциальное уравнение (1) как

функциональное в пространстве Х = С(2т)[а, Ъ\ 2т-непрерывно
дифференцируемых функций, удовлетворяющих условиям (2). Определение
нормы в пространстве X будет дано ниже.

За X примем множество функций вида (3). Далее, в качестве.

Y рассмотрим пространство Cla, b] непрерывных в промежутке
fa, b] функций с обычным определением нормы. Наконец, за V

примем множество полиномов (п — 1)-й степени. Отображение Ф
пространства Y на V определим, принимая в качестве у

— Ф(уУ
интерполяционный полипом (п — 1)-й степени, имеющий в узлах

*и fe, .
-., tn те же значения, что и у.. Как мы знаем, в случае

чебышёвских узлов

ПФ11<41птг + Б. (5>

Известно также, что в случае гауссовских узлов

ПФ1КЛУЙ; (6>

а если узлы являются корнями п-го ортогональпого полинома

с ограниченным весом co(f) >с>0, то
.

11ФН<4п*). -(7>

Рассмотренная граничная задача равносильна

функциональному уравнению

Ktx^'Gx-KTx = y, (8>

где -

*) По поводу (5) и (7) см. Натансон —I, с. 539 и 544. Оценка (6>
■неется в книге С ё г е.
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Оператор, обратный G, есть интегральный оператор, ядро кото-

jporo есть, функция Грипа дифференциального оператора —^

ври условиях (2).

Существование функции Грипа следует из того, что

дифференциальное уравнение.

dt2m
О (10)

при условиях (2) имеет единственное, нулевое решепие, так как

ебщим решепрем уравнения (10) является произвольный полином

степени 2т — 1, а полипом, отличный от пулевого и

удовлетворяющий условиям (2), должен иметь множитель (t — a)m(b — t)mt
степень которого 2т.

Таким образом,
ь

x = G~lyy x(s) = ^g(s,t)y(t)dt, igXs уеУ.
а

Функция g(s, t) имеет' непрерывные производные до порядка
2т —2, а (2т—1)-я производная ее имеет скачок при s = t.

Отсюда
ь

*№) (s) = 15 g(S' l)У W*' * = 0, lr ..., 2m-1,
a

а потому

max|a;W(s)|<Al!i/||c* fc = 0, 1, ...., 2m -1. (11)
*

.Если принять Агт= 1, то (11) будет верно и при к —2т.

Желая согласовать норму в X с нормой в Y так, чтобы

оператор G осуществлял • изометршо между этими пространствами,
мы должны положить

1 х 1х = || Gx\\Y = max| at™* (t) |.
t

При этом (11) дает возможность оценить любую производпую
функции х через норму элемента х в пространстве X:

max|xW (t)| <4ft|la:|J,; к =» 0, 1, ... „
2т. (12)

t

Отметим, что оператор- G переводит элементы пространства X
в элементы пространства Т— полиномы -степени пе выше тг — 1.

Оценим норму Т как оператора из пространства C(Zm)[a, Ы
я.С[а,Ь]. С помощью (12) имеем

ЦГа^тах
«

Чяп I Г 2т "]

«=i 1 L«=i J
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где Bt = max [ pg (t) I (я = 1, 2, ..., 2m). Таким образом*

27П

FK^luV, (13)
*=*

Аналогичным образом, если известпа фупкция Грина уравнения

(1) при условиях (2)| можно оценить норму оператора/^ •

Приближенное уравнение
—

систему (4) — можно,, очевидно,
ваписать в виде

Ка - Gx - %ФТ% = Фу, - (14)

так как система (4) получается подстановкой в уравнепие (1)
выражения х вида (3) и уравниванием обеих частей в узлах tlt
'г, ■.

-, tn, что равносильно уравниванию интерполяционных
полиномов, ностроенных по значениям в этих узлах.

Сравнивая уравнепие (14) с уравнением (22) в 2.3,
обнаруживаем, что оно построено специальным образом, так что

условие 16 выполнено с и." = 0.

Для проверки условия Иб, т. е. установления возможной
степени аппроксимации элементов вида Тх элементами из ¥,
оценим — Тх. Имеем, учитывая (12),

dt Тх\
0

шах

t

2m
й V

= max

t

pA

it) ar(2"»-«) (f) =■

2m

2(p:(') + *s+1(0)*(2m-8)(9
«=0

9 = Pam+1 (') = 0.

<ЛП*1

На основании теоремы . Джексона существует полином уе Y

такой, что

|r*-i|<4£l£j.

Следовательно, условие Пб выполнено с ц1 = 0|—V
Что касается условия Шб, то если правая часть уравнения

(1) — функция у
— имеет непрерывную производную, то, снова

применяя теорему Джексона, получим для \i2 значение н.2 =»

, Отметим еще, что если в уравнении (1) pi
= 0 (этого всегда

можно добиться подходящей заменой переменных) и

коэффициенты р, дважды непрерывно дифференцируемы, то, проводя

предыдущие рассуждения по отношению к —^1х% мы получили
dt
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бы для р,| величину \it— О [—)• Если же и у
—

дважды дифферен-
\п j

цируемая функция, то и ц2
= О (—).

Используя результаты § 2, учитывая при этом найденпые-
оценки для иУ и ц2 и оценку для ПФИ, по теореме 2.16

заключаем, что при достаточно больших п система (4) разрешима.
Используя же теорему 2.36, заключаем о сходимости при*

ближенных решений к точному в случае узлов Чебышёва или

Гаусса. При этом

1**-21-0(^). l**-S|-o(^j)
соответственно для узлов Чебышёва и Гаусса.

В упомяпутом же случае, когда Pi^O, мы получаем

разрешимость системы (4) и тогда, когда в качестве узлов
рассматриваются корни тг-го ортогонального полипома по весу o(f)>c>0.

Оценка погрешности приближенного решения в этом случае имеег

вид

н-4НIIж* — *,

При условии большей гладкости коэффициентов может быть,

установлена большая быстрота сходимости. Предположим, что

Ри Рг, ••■» Pan. и у дифференцируемы г раз и их r-е производные-
удовлетворяют условию Липшица с показателем а.

Воспользуемся замечанием к теореме 1.3, согласно которому быстрота
сходимости определяется равенством

|s*-2;| = 0(8|PD« P = G"^G, |Р1-|Ф|, (15>

где в характеризует возможность аппроксимации решения х*

алемёнтом «е! Так как

1х*-*1х = Щх*-х)\у I dtim
'

„ y = Gx(=Y%

то е определяется степенью аппроксимации 2т-й производной ре-
тения полиномом степени тг — 1. Но, как легко устанавливается

индукцией по г, функция im
имеет г-ю производную,

удовлетворяющую условию Липшица с показателем а. Поэтому на

основании теоремы Джексона существует полином f/eF такой, что.

сРтх* ~

А8™
У <4,.
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Таким образом, е имеет порядок п~г~а, а тогда согласно (15)

соответственно для узлов Чебышсва, Гаусса и корней
ортогонального полинома по ограниченному (спизу) весу.

Замечание 1. Не меняя существенно хода рассуждений,
ложно установить сходимость даппого метода не только в случае

граничной задачи, по и в случае задачи Коши. Характер
рассуждений не изменится, если рассматривать не одно

дифференциальное уравнепие, а систему.
_

Замечаний 2. Теорему о сходимости данного

приближенного метода можно рассматривать как теорему о сходимости

некоторого интерполяционного процесса
— полином хп (t) "можно рас-

матривать как интерполяционный полипом для решения xHt),
.который строится по граничным условиях и заданным значениям

дифференциального оператора Кх* в узлах t{, t2, ..., ?„.
Замечание 3. Любопытно отметить, что для

равноотстоящих узлов сходимость рассмотренного процесса пе имеет места

даже для простейшего уравпения —j ~ У> что без труда получа-
dt

■ется, если учесть факт возможной расходимости обычного

интерполяционного процесса при равноотстоящих узлах (см. II а т а п-

соп—I, с. 519).
5.2. Рассмотрим теперь применение общей теории к

исследованию сходимости метода Галёркина и метода моментов*).

Пусть имеется дифференциальное уравнение (1) и однородные
трапичные условия

Л/Ы = 0 (16)

на концах промежутка. Метод моментов состоит в том, что, взяв

систему функций {<ой}, удовлетворяющих граничным условиям

(16), ищут приближенное решение в виде

п

причем cft определяют из условия, чтобы результат подстановки
х в уравнение (1) (точнее, невязка, получающаяся при этом) был

*) Сходимость метода Галёркина в общей форме впервые установлоча
в работе М. В. Келдыша [:1]. Частный случай метода Галёркина — метод
Титца — и метод моментов рассмотрен ранее в работах Н. М. Крылова и

Л. II. Боголюбова (см. Крылов, а также М и х л и н — II).

г-Л 1-* х*[
На--
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ортогонален первым тг функциям некоторой системы {£,-):

U ( 2 chcoJ Ci (0 d* = j" # (0 £; (0 ^, / = 1,2 »t

где через L{x) обозначепо дифферепциальное выражепие

Если при этом £,- = %» то получаем метод Галёркина.
5.3. Рассмотрим, в частности, уравнение

x"(t)-%[pl(t)x'(t)-i-p2(t)x(t)\=y(t), \t\<i, (18>

при условиях
аг(-1) = аг(1)==0. (19>

При этом в качестве функций <oft рассмотрим фупкции
©»(*) = l^'d-**), fc-1, 2, ...

Уравнение (18) можно записать в виде

Gx-KTx = y,
'

(20>

где Gx = x". В качестве X возьмем унитарное пространство (не*

полное) дважды непрерывно дифференцируемых функций, удов*

летворяющих граничному условию (19), в котором

[I
-Ji/a 1

jV(OI2d* ■ (*i,s2)x=J xUt)x"2{t)dt.

В У, которое в данном случае состоит из всех непрерывных

функций, введем метрику, согласованную с метрикой пространства X

при помощи оператора G:

[1
"11/2 1

В качестве X берем подпространство функций вида (17), а»,

пространство Y определяем как G(X), что, как легко видеть,

дает 'совокупность всех полиномов степени тг — 1. Наконец,

оператор Ф определим как оператор ортогонального проектирования
У на Т. При этом, если £i, £z, ..., £n — система линейно-

независимых элементов из У, то равенство Фу = 0 равносильно системе-

равенств (у, £,} = 0 (/ = 1, 2, ..., п).

При сделанных предположениях уравнение метода моментов-

равносильно функциональному уравнению

Gx-lOTx^Oy, (21>
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т. е. приближенное уравнепие построено специальным образом
в соответствии с 2.3. Следовательно, условие 16 выполнено с

ц
= 0.

Для проверки условия Иб пужно показать возможность

аппроксимации элемента Тх элементами из V. Отметим

предварительно, что для функции из X через ее норму могут быть
оценены максимум ее самой и ее первой производпой:

t

:i*'Wl = 4-
1 I 1 Г t

I

J [х' (t) - х' (т)] dx =

-J-
П JV (и) du\dx\

-1 I I -1L т J I

■]

<

Ш-|1/2
г t

\x"{u)fdu\ И ей* I йт<Л|а;||,

1 •

И91<] К(т)|Л<Я|;4-
-1

В таком случае можно, предполагая непрерывную дифференци-
;руемость коэффициентов уравнепия (18), паписать

dt
лх 1 Pi*" + (Pi + р2) х + Pix \Y < С | * ||.

Отсюда легко получается, что функция Тх удовлетворяет
условию Липшица с показателем 1/2:

\{Tx){tl)~(Tx){ti)\ = fjL
и

Txdt <■-£*■* .l*2-'l|l/2,

а потому может быть аппроксимирована полиномом у е У так,
что

\Тх-у\<

Таким образом, можпо считать Hi

Аналогичные рассуждения приводят к значению для ц2 ■

«= О(—т= | (в предположении, что производная правой части сум-
\Vn)

ыируема с квадратом). Если pt = 0, то таким же образом можно

оценить —хТх и получить для щ значение w2 = 01——=).
dt- \n ynl

Применение теоремы 2.36 дает порядок быстроты сходимости

последовательности приближенных решений к точному

' Хп\
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Если же /?i
== 0, а у" суммируема с квадратом, то

Если pi, рг и у имеют производные более высоких порядков,
то можпо установить и бо'лее высокий порядок убывания
погрешности приближенных решений, так как в этом случае х*

многократно дифференцируема и допускает в связи с этим более

точную аппроксимацию полиномами.

Сходимость приближепных решений к точному во всех

случаях имеет место в пространстве X, т. е. сами приближенные
решения и их первые производные сходятся равномерно к

точному решению и его первой производной соответственно. Вторые
производные приближенных решений сходятся к второй
производной решения в средпем.

5.4. Рассмотрим то же самое уравнение (18) при других
определениях нормы в пространствах X и Y. Именно, примем

U*IU:=max|x"(f)|,; \[y Цг = max | у (t) |,, x<=Xt,ye=Y.
ItUi KKi

Очевидпо, при этом нормы согласованы, так что IIGII = IIG-1II «= 1.

Определение оператора Ф сохраним прежнее, это позволяет

рассматривать приближенпое уравнение как построенное

специальным образом, следовательно, |л = 0. Оценим норму Ф. Пусть
■£i, £2, ..., £п — ортогональные по весу единица полипомы

(полиномы Лежандра). Проекцию Ф пространства Y на F можно

записать при этом в форме

Фу=-2(у,Ь0Ь.

Но согласно известной оценке отрезка разложения непрерывной
функции в ряд по полиномам Лежандра (см., например, Лгаха-

нов и Натапсон [1])

In
_

так что

Щ<А1п. (22)

Для аппроксимации элемента Тх полиномом, т. е. элемептом

из Y, воспользуемся тем, что

4-Тхdt Y<C\x\.

Поэтому можно найти y^Y так, что

™

Л. В. Канторович, Г. П. Акилов
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Следовательно, щ «= 01-~\ (если pi = О, то можно взять щ =*

•= Of—§-)}. Наконец, Ца = ■
"

, . По теореме 2.26, учитывая (22),,

имеем

1**-«Л|=»О*1 + |ц)0(/;О.
Если £»({/) Т/п -*■ О, то имеет место равномерная сходимость.

приблшкенвых решений к точному вместе с первой и второй
производной. Если, кроме того, pt

«= 0 и у дважды

дифференцируема, то

5.5. В качестве следующего применения рассмотрим решение-
уравнения

Цх)&±[р%\-%{±{Чх] + гх) = у (23>

при условиях
я(0)=а;(1) = 0. (24>

При этом будем предполагать функции р и q непрерывно диффе*
ренцируемыми и pit) > 0. Кроме того, будем считать % таким,.

что указанная граничная задача имеет единственное решение.

Решение по методу Галёркина разыскивается в форме
п

х (*) = 2 скщ (I), 0< t< 1, (25>
ft=i _

где.©» (&в1, 2, ...) — непрерывно дифференцируемые функции,,
удовлетворяющие условию (24):

<о*(0) - ©*(1) = 0, к = 1, 2, ...,

и такие, что их производные вместе с функцией, равной
тождественно единице, образуют полную .систему. Будем считать эту

систему {©/,} ортонормальной по весу р:

Jp(0«>i(«)«k(0«tt-{1] 5 = a] /.fc^1'2*». (26>
о

г 1 -I -1/2-

К этой системе присоединим функцию % (*) = —щ \ —гг I *

тогда соотношение (26) будет иметь место и при /, к = 0, а

система [щ](.к•"О, 1, ...) будет полной ортонормальной системой.

Уравнение (23) вместе с условиями (24) рассматриваем как

одно функциональное уравнение

Gx-'kTx-y (27)



$ 5]
.

ПРИМЕНЕНИЕ К ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫМ УРАВНЕНИЯМ 563

в пространстве X, состоящем из дважды непрерывно

дифференцируемых функций, удовлетворяющих граничному условию (24).

Норму" в X определим, полагая

1И = Пр(9К(012<« * (*i.*k)-.Jp(t)*k(t)*i(*)<».'

Пространство Y составим из непрерывных функций; метрику в Y

введем из условия согласованности ее с метрикой пространства X:

lyllT - HG-'ylx *), (у., »,)'т - (G-'y,, С-*у,)х.

В качестве X рассматривается множество элементов вида (25).
За Y принимается множество элементов вида

п

у - S CftGcoft. (28)
fe=i

Накопец, оператор Ф определяется как оператор ортогонального

проектирования Y на Т, так что ИФВ «=» 1. Равенство Фу «= О
равносильно тому, что (у, Geo*) «= 0 (к ■=■ 1, 2, ,.., л), а это в силу

определения скалярного произведения в Y эквивалентно соотно-

лпепиям

1 1

(G-'y, щ)х = Jp (*) £(C-V) о» (0 Л - - Jj, (I) coft (t) dt - 0.

о о

Уравнение метода Галёркина
l

f [L (ж) (0 - у (t)] щ (t) dt = 0, / -1, 2, i.., n,
о

озпачает поэтому не что иное, как

Ф[дх-КТх]'=Фу,

т. е. специальным образом (2.3) построенное приближенное
уравнение.

Для применения результатов § 2 имеем ц
= 0. Оценим ц,, для

чего воспользуемся замечанием в 2.1 (неравенство (6)), т. е. будем
приближать элемент z>=G~lTx с 1Ы1 < 1 элементом из X в

метрике X. Имеем Gz = Tx или

d Г dz I d . ,

-Зг|/"Зг] = "ЗГ1даг1 + га;.

*) Элемент х = G_1j/ есть решение уравнения ——[р-Д ] = у, удовлет-
dt \ at J

«оряющее условиям (24).
36*
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Проинтегрировав это равенство от 0 до и *§ 1, найдем
и

р(и)ж'(и)-~д(и)х{и) + §r(t)x(t)dt + С-«
о

,
U U /U \ 1

- Q (") j" *' С)л + J fJ г (т) ЛрОЛ + С-^А (и, Q х' (t) dt + С9
о о \t J о

где

h(u,t)
q(и) + ) г(т)dxf *<ы8

t

.0,t t>u.

Чтобы исключить С, проинтегрируем полученное равенство,
разделив предварительно обе части на p(u)i

о Ln J о

Определяя отсюда С и подставляя в предыдущее равенство, по*

лучим
*

1

к'(и) - J К (щ t) x' (t) dt,
о

где
1

*("«*>-F7Sofe<"«<> 1 §Tuh{s*t)ds-
j»(»)f

* °
J p(«)

Отметим, что, очевидно,
i

§K{u,t)du = Ot 0<t<l.
о

Ядро K(u,t) допускает аппроксимацию отрезком ряда Фурье
по Wj(")l 0е1»2, ...):

Кп (и, t) = 2 «i (0 «>j (")r ai С) — J P (") ^ (". *) <°i (") <*««

так как к функции 1/рЫ) ядро ортогонально и система {a>j|
(у = 0, 1, ...) полная. Таким образом, монотонно убывая с

возрастанием п,
г

jр(и) [Я(и, 0 - Кп{и, t)f du^O,, 0< t< 1. (29)
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Определяя £ из равенства

1 п 1

х (и) — J Кп (u, t) х' (t) dt =• 2 ci<°j (")« ci •=

J ai (*)ж' (*) dt,
б Я"™1 о

мы получим нужное приближение. Действительно, имеем

1

\z-xf~ jp(u)|z'(u)— ?(u)|2du=.
о

11 ia

- J Р (и) j I* (". О — Я» ("». «)1«' (0 * ей* <
о о I

1 1Г1 1

Jp (*) | *' (Q fdt J J | * (u, t) - Jfn (и, t) I* p (и) A* ^ = t,» laf,
о о L0 J

<

где
i

.

i

*>" " 1ШJ1Я ("- Q ~ *n ("' 'И* P (M) **^ °'

Аналогичным образом устанавливается малость ц2. Нужно
доказать аппроксимируемость -элемента z = G_1j/ элементом из X.
Имеем

1

„ ^ f *"(0 j* n
dz F

при этом F выбирается так, чтобы j —т-: с» ==» U,: а тогда -^-
= —

о

n

может быть аппроксимирована с помощью суммы вида 2 с*ть-
Ь=1

В случае, когда в качестве <о* фигурируют
тригонометрические функции, может быть оценен порядок приближения. Именно,
пусть

соАШ = sin knt, k = 1, 2, ...

Ядро К(и, t) при этом нужпо аппроксимировать суммами вида
п

2 «б (0 cos &лы,
ft=l

где
1

ak С) ==* 2 J /iT (u, f) cos Алм (йг„
о

являясь коэффициентами Фурье функции ограниченной вариации.



56в ОБЩАЯ ТЕОРИЯ ПРИБЛИЖЕННЫХ МЕТОДОВ [ГЛ. XIV

имеют порядок 1/fe, а отклонение

С I

\lK(ult)-Kn(u1t)]*du=,2 2 I«*(*)!■-ОШ-

Поэтому ц£=0(—р.]. Так же легко проверить, что иц2
= 0(-y=.j.

Таким образом, в рассматриваемом случае теорема 2.36

приводит к оценке

U.-BI-*(£).
т. е. имеет место сходимость приближенных решений к точному

в метрике пространства X, что, в частности, обеспечивает и

равномерную сходимость с той же быстротой.
Если дифференциальное выражение Ых) самосопряженное,

т. е. если q*=0, то метод Галёркина совпадает с методом Ритца.
Предполагая в этом случае, что функция р(и)К(и, t) имеет

первую производную по и, являющуюся функцией ограниченной
вариации (это выполняется, если аналогичным свойством

обладают функции р и г), получим для коэффициентов Фурье
порядок l/k\ что приводит к оценке

W •°Ш
и соответствующей оценке быстроты сходимости приближенных
решений к точному.
- Использование замечания 1 к теореме 1.3 в случае, когда

возможна хорошая аппроксимируемость решения-функциями
системы, позволяет получить еще более высокую быстроту
сходимости приближенных решений.

§ в. Применение к граничным задачам

для уравнений эллиптического"типа

6.17 Мы рассмотрим вдесь применение общей теории
приближенных - методов при приближенном решении граничных задач

для некоторых уравнений эллиптического тина. В частности,
рассмотрим граничную вадачу для уравнения

&u + kau — v (1)

в области D, ограниченной кривой Г, 6~ граничным условием

и|г-0 (2)

для случая т (=2, 8) измерений. Цри этом рассмотрении наряду
о предложениями общей теории нам придется использовать и
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некоторые факты из математической физики и теории
аппроксимации, которые мы приводим без доказательства.

Теорема Гюнтера — Корна. Если и есть решение
уравнения

Ди = /, ы|г = 0, (3)

где Г — гладкий контур и функция f удовлетворяет условию
Липшица с показателем р и постоянной М (/eLipMp), то и(х, у)
имеет вторые частные производные, удовлетворяющие условию
Липшица с любым показателем §'*<$, при этом

£• &' $еЫРм,Р'.: лг<слг, с-caw).

Как известно, для случая функций одпой переменной наличие

тех или иных дифференциальных свойств функции обеспечивает
возможность ее аппроксимации одновременно с "производными
алгебраическими или тригонометрическими ыолиномами. При
этом, если фупкция обращается в нуль на концах промежутка
[а, Ь], то можно добиться того, чтобы аппроксимирующие

функции также обращались на копцах промежутка в нуль, в

частности, в случае аппроксимации алгебраическими полиномами

можно потребовать, чтобы опи содержали множитель (t — а) (Ь — t).
Аналогичного характера теоремы имеют место и по отношению

к функциям многих переменных. Мы приведем формулировки
двух таких теорем: одной, устанавливающей пелноту

соответствующей системы функций, и другой, дающей характеристику
точности аппроксимации.

Теорема о полноте**). Пусть имеется область D, огра-
.ниченная контуром Г, который определяется уравнением

<о(х, у) = О,

еде © — кусочно непрерывно дифференцируемая функция, и при
этом

а>(х, у)>0, (х, y)^D; gradoGc, у)¥=0, (х, у)&Т. (4)

Тогда система функций вида

a(,x,y) = (i)(x,y)P(x,u), P —полином,

полна в пространстве W^ (т- е- в пространстве функций из W% «

обращающихся в нуль на Г).
*

Теорема Харрик***). Пусть функция со удовлетворяет
условиям теоремы о полноте, но при этом к раз непрерывно

дифференцируема-U ее к-е производные удовлетворяют условию

*) См. Гюптер [1].
**) См. Канторович, Крылов, с. 296.

***1 См. Харрик [2].



568 ОБЩАЯ ТЕОРИЯ ПРИБЛИЖЕННЫХ МЕТОДОВ [ГЛ, XIV

Липшица. Тогда, если функция и к раз дифференцируема и ее

к-е производные удовлетворяют условию Липшица с показателем

а, то существует последовательность полиномов Рп не выше п-й

степени таких, что функции <оР„ аппроксимируют и вместе с ее

производными, точнее говоря,

где

В"Ы=2 2 тпахЫгЫ- (6)

6.2. Рассмотрим теперь поставленную в начале параграфа
граничную задачу. Приближенное решение ее будем искать в виде

й{х, у) = <о(ж, у)Р(х, у), (7)

где Р — полином степени не выше п, а <о удовлетворяет условиям

теоремы Харрик при к = 1. Коэффициенты полинома Р (в
числе iV) определяются из системы уравнений

j ](Аы + Хом)ййагф= f ^vZbdxdy% k=\,2t,t,tN (8)
D D

(о выборе £ft будет сказано несколько ниже).
• Введем пространство U функций и дважды непрерывно
дифференцируемых и обращающихся в нуль на Г с метрикой и

скалярным произведением, определяемым по формулам

IIи1 = [] J IAu I2dx йу\'*> (Mi> ма) = J J AwiA"2 dxdy.

За подпространство V возьмем множество функций вида и. В

качестве пространства V примем пространство фупкций вида v =■

= Аи (иб U), иначе говоря, таких v, для которых имеется

решение уравнения Аи = v, принадлежащее U. В пространстве V

примем .метрику гильбертова пространства LZ(D). За F, накопец,
возьмем совокупность функций вида v = Дм (й е U).

При таких определениях данпую граничную задачу можно

рассматривать как функциональное уравнение вида

Gu + KTu = v, Gu = Au, Tu = au. (9)

При этом метрики в Пространствах U и V согласованы так, что

G осуществляет изометрическое отображение U на V.

В качестве £,, £2, ..., t,N может быть взята любая линейно
независимая система функций в F, например,

£ц = Д[со(ж, у)х*у>\, i + ]'<n.

Тогда, если под преобразованием Ф понимать ортогональную

проекцию V на V, то равенство Фг = 0 эквивалентно системе



£ 6] ПРИМЕНЕНИЕ К ГРАНИЧНЫМ ЗАДАЧАМ 569

уравнений

(v, £й) = J J vt,h dxdy = 0, к = 1, 2, ..., п.

D

Поэтому система (8) может быть в новых обозначениях записана

в виде

Фвй-ФТй^Фи, (10)

т. е. приближенное уравнение построено специальным образом
в соответствии с 2.3 и, таким бразом, условие 16 удовлетворено
при ц,

= 0.

Для проверки условия Пб покажем, что для «ар будет
Twau& Lip р\ где р" < 1 в случае то -= 2 и р" < 1/2, если то «= 3.

Действительно, так как и е £7, то не И7, . В таком случае

по замечанию к теореме вложения (XI.4.4) ueLipp, где

Р<1, то = 2, р<1/2, то~3.

Отсюда следует по теореме Гюнтера — Корна, что z = G~lTu =
= А-1ав имеет вторые произведшие, принадлежащие Lip p't где

Р' < р, т. е. опять р' < 1 для m — 2 и (Г < 1/2 для то = 3. При
8Т0М

дх2L<cw-
В таком случае по теореме Харрик функция z допускает

аппроксимацию вместе со вторыми производными посредством

функции вида к порядка а это обеспечивает оценку

Таким образом, условие Иб выполнено с|л = 0\Цтг ).„
Точно так же, если v принадлежит LipP, в частности, если

ve W^, то то же самое. рассуждение показывает, что |а2 *=

■= О (l/np). Все сказанное позволяет заключить о сходимости

в данном случае метода моментов с основными функциями
указанных видов, причем сходимость имеет место в метрике С/а-

\и*-иЦи = 0[±у
Отсюда легко заключить о равномерной сходимости фупкций.
Действительно, используя представление и с помощью функции
Грина, имеем

\u*{XiV) — «£(*> У)\= J J g(s. J/)A(w* — Un)dxdu <
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Отметим, что если известны большие данные о

дифференциальных свойствах решения, то может быть установлена и

большая быстрота сходимости.
6.3. Без указания точного порядка быстроты сходимости сам

факт сходимости метода Галёркина может быть установлен в

значительно более общих условиях, чем рассмотренного в 6.2
метода моментов. /

Рассмотрим граничную задачу для уравнения

Au + *(au + b£+c%) = v (11)

при условии .

ulr-O. (12)

Будем предполагать коэффициенты а, Ь, с непрерывно
дифференцируемыми функциями.

Разыскиваем решение в той где форме, что и выше, в 6.2.

Коэффициенты определяем из системы метода Галеркипа_

J J |Ди + Я.(ам + Ь |^ + <? ^J] £ft dxdy =» J J v£hdx dyt
d ц

A = lj <2f • «•, ./Y.

На этот раз функции £» имеют вид £* «=• а(ж, у)Рк(.х, у),- где

Р*(х, у) — полиномы степени не выше п. Метрику в V в дапном

случае введем иным образом:

щАщ dxdy = J J l-^ 1l+—^dx dy,
D D

lur~-NuAud*dy = H[(£)\(%J]dxdy.
,

- - D В .

В V вводим метрику соответствующим образом, т. е.

(»i, v2)v —\G-*vu G-*vX, Wr = HG-'iHIp,

т. е. если щ и и%
— решения уравнений Au^Pj и Ли = у2,

принадлежащие U, то принимаем

(vlt v2) = — J JUji^dxdy = — j ^uiv1dxdy%
•

D D

KI2 = — ^UjVidxdy.
D

Рассматриваемая граничная задача по-прежнему может быть
записана в форме одного функционального уравнения в

пространстве U:

Gu + VT.U = v, Gu = but Tu^au + bp- + c^-%г дх ду*
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а приближенное уравнение принимает вид

Имея в виду использовать теорему 1.6, проверим
компактность оператора G~lT. x

Легко видеть, что пространство U линейно изометрично плот-»

ной части пространства Wi . Чтобы убедиться в этом, достаточно
в качестве одной из возможных метрик в W% взять метрику,

определяемую функционалом J и (xi у) dT:

mw(i> f и{х, y)dT\ + |j J|gradi*I8dxdiA1/% ■■

поэтому оператор Т можно рассматривать как непрерывный
линейный оператор, отображающий пространство W^ в L*. В силу
неравенства Берпштейпа — Ладыженской обратный оператор А-1,

рассматриваемый как оператор из U в W« « непрерывен
(см. Ладыженская, гл. II, § 6). Следовательно, Д^Га

<= В (Wi1}, Wia)). Оператор вложения W™ в И>80) компактен

(XI.3.5), следовательно, Л-1 Г, рассматриваемый как оператор из

также компактен.

По теореме о полноте последовательность проекций P„*=
«=С_,ФС сходится к тождественному оператору на U. Таким

образом, применима теорема 1.6, на основании которой и можно

заключить о сходимости метода Галёркина в пространстве U.

Отсюда может быть получена и равномерная сходимость
приближенных решений к точному.

Отметим, что приведенные рассуждения без каких-либо

дополнительных соображений могут быть использованы и для случая,
когда число независимых переменных задачи более двух.
Изложенные в этом параграфе применения общей теории даны
И. К. Даугаветом Ш.

В заключение укажем, что другие интересные приложения
методов, развитых в этой главе, имеются в ряде работ: см., в

частности: Каландия [1, 21, Владимиров Ш, Филиппов,
Рябенький.
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МЕТОД НАИСКОРЕЙШЕГО СПУСКА

Метод наискорейшего спуска является в настоящее время

одним из наиболее распространенных методов решения
безусловных экстремальных задач. Первоначально он рассматривался как

вариационный метод решения линейных функциональных
уравнений и отыскания собственных чисел линейных операторов. Как
и во всяком вариационном методе, задача о решении уравнения
(отыскания собственного числа) сводится к задаче о нахождении

экстремума некоторого функционала специального вида,
заданного на всем пространстве. Оказалось, однако, что метод пригоден

для минимизации функционалов гораздо более общего вида, чем

те, о которых шла речь выше. За небольшое число шагов он

приводит в достаточно малую окрестность стационарной точки (если

функционал выпуклый, то в окрестность точки минимума).
Схема метода заключается в следующем: строится

последовательность приближений к минимуму такого рода, что переход
от одного приближения к следующему осуществляется по

направлению наискорейшего убывания данного функционала. Отсюда
и происходит название метода.

Идея метода навскорейшего спуска восходвт еще к Коши, который
рассмотрел метод в случае конечномерного пространства. В общем случае
метод наискорейшего спуска для квадратичных функционалов разработал
Л. В. Кантороввчем (см. Канторович [7, 9]). Прв доказательстве общих
теорем, приводимых ниже (§§ 1 в 2), вспольвованы работы М. Ш. Бврмапа
[1, 2]. Некоторые видоизменения метода навскорейшего спуска и првмепе-
нвя его к различным задачам см. Вайнберг; Красносельский в др.;
Любич.и Майстровский [11. Применение метода наискорейшего спуска к
решению эллиптических дифференциальных уравнений (§ 3) разработапо в

диссертации Л. Цаха (1955 г.). В § 4 использовав подход, примененный
ранее к исследованию метода условного градиента см. Демьянов,
Рубинов.

§ 1. Решение линейных уравнений

1.1. Пусть Ф — вещественный (нелинейный) функционал,
заданный на нормированном (вещественном или комплексном)

пространстве X. Предположим, что функционал Ф ограничен снизу
на X, и поставим задачу об отыскании элемента г'еХ (если

такой существует), доставляющего наименьшее значение этому
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•функционалу:
Ф(х)>Ф(х*), жеХ.

Обычно для решения этой задачи поступают следующим обра-
«ом: тем или иным способом строят последовательность (хпУ «ми-

лиыизирующую» функционал Ф в том смысле, что

limO(i„)o inf Ф(х).
п-»оо осел:

В некоторых случаях указанную последовательность {хп) удается
достроить так, что она сходится к некоторому элементу ж*. Если

предполагать непрерывность Ф, то этот элемент и является

решением задачи.

Метод наискорейшего спуска представляет собой способ по-

■строения последовательности {#„}, которая для достаточно
широкого класса функционалов является минимизирующей. Этот метод
может быть сформулирован для функционалов Ф,
дифференцируемых по направлениям. Введем соответствующее определение.

Пусть х — фиксированный элемент из X. Рассмотрим луч,
исходящий из точки х в направлении z, т. е. совокупность

элементов вида х + az, где a — вещественное неотрицательное число,
а zi*=0 — элемент из X, характеризующий направление луча*).
Сужение функционала Ф на указанный луч представляет собой

•функцию вещественного переменного; эта функция обозначается
в -дальнейшем через <р(а; x, z). Точнее говоря,

<р(а; х, z) = Ф(х + az), а 3* 0.

Производной функционала Ф по направлению z (в точке х)
естественно при этом назвать выражение

дФ, ч 1 // А 1т Ф (* + **) — Ф(*)
-я- (х) = j—т. ф (а; х, z) =

я—й hm
—

'
—.

dz * ' ||г|Г v '|<*=0 IHh-HH- h

Считая, что производная
— {x) существует для каждого

направления, предположим, кроме того, что имеется направление,
по которому эта производная наименьшая. Указанное

направление называется паправлепием наискорейшего с.пуска
функционала Ф в точке х.

Перейдем к описанию метода наискорейшего спуска. Пусть
«функционал Ф дифференцируем в каждой точке х по всем

направлениям, причем для каждого геХ существует направление
наискорейшего спуска. Выберем произвольным образом элемент

&ое X (нулевое приближенно к минимуму). Пусть уже найдено хк.

*) Два непулевых элемента zt и z% задают одпо направление в том и

только в том случае, когда они положительно пропорциопальпы (т. с. z\ =>

= %zz при некотором X > 0), или, что то же самое, zt и гг-лежат на одном

луче, исходящем из нуля. Обычно направление задается указанием какого-

либо вектора,.лежащего на этом луче.
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Следующее приближение, точку xh+i, естественно искать в виде-

Здесь z*+t — направление наискорейшего спуска в точке av

Числовой параметр e,k+i называется величиной спуска. Он может

находиться из равных соображений^ Укажем лишь три из них.

1) Предположим, что ^— (х)<0 и'производная -^ (xh + a.zh+1}

непрерывна как функция а. Тогда функция <р(а; хк, zfc+1) убывает
по крайней мере на промежутке [0, ah]r где ah — наименьший
положительный- корень уравнения ф'(а; xh, z»+i) = 0. Этот корень
и принимается 8а величину спуска e*+i.

2) Предположим, что функция <р(а; хк, zk+l) достигает

минимума на положительной полуоси в некоторой точке. Эту точку
и принимают ва величину спуска.

В случае, если Ф — строго выпуклый функционал, оба ука-
ванных метода совпадают (подробнее об этом см. в 4.4).

3) Зададимся последовательностью положительных чисел {гкУ

такой, что е,-»0и 2 еь — °° (считаем, что направление zk нор-
к=в

мировано, т. е. HzJI = 1). Величину спуска на ft-м шаге полагаем

равной е*.

Выбрав определенный способ отыскания величины спуска,

в результате получим последовательность {хкУ, которая в ряде

случаев оказывается минимизирующей. Описанная конструкция
и составляет принципиальную схему метода наискорейшего спуска»

Аналогичная схема люжет быть использована и в случае, ког»

да' разыскивается наибольшее значение ограниченного сверху

функционала. При этом вместо направления наискорейшего спус*
ка надо рассматривать направление наискорейшего подъема.

1.2. Связь вадачи о минимуме функционала с задачей
решения линейного функционального уравнения устанавливается еле»

дующим образом.
Пусть U—"самосопряженный оператор в гильбертовом

пространстве Н. Обозначая, как всегда, через т и М границы

оператора U (см. IX.4.3), будем предполагать, что т>0; рассмотрим

уравнение

Ux~y. (1>

Так как ц
= О не принадлежит спектру оператора U, то

существует обратный оператор U~x (теорема IX. 5.3), поэтому
уравнение (1) имеет единственное решение х* = U~ly, каков бы ни был
элемент у&Н.

Образуем, далее, функционал

Fix) = Wx, x) - Их, у) + (у, х)], хеЯ. . (2]>
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Теорема 1. Решение х* уравнения (1) доставляет минимум
«функционалу (2). Наоборот, если элемент х обращает в минимум

■функционал (2), то х есть решение уравнения (1), т. е. xt=x*.

Доказательство. Так как у
— Ux*, то функционал F

можно записать в форме
Fix) = Шх, х) - ix, Ux*) - Шх*, х) —

■= iUix - х*), х-х*)- Шх*, х*). (3)
■Отсюда

Fix) > mix -х*,х- х*) - (Ux*, x*) > -Шх*, х*) = Fix*),

т. е. х* минимизирует функционал F. Из этого же неравенства
вытекает и вторая часть теоремы, так как

G = Fix) - Fix*) = iUix - х*), x-x*)>mix-x*,x-x*)

щ следовательно, х = х*.
Замечание. Если существование решения х* известно, то,

как видпо из доказательства теоремы, условие m > 0 можно

заменить более слабым, предполагая лишь, что iUx, x) >0 для
любого х ^О.

1.3. Применение метода наискорейшего спуска к

функционалу (2) приводит к последовательности, сходящейся к х* —

решению уравнения (1), что позволяет рассматривать указанный
метод как метод приближенного решения уравнения (1).

Выясним схему метода наискорейшего спуска применительно
& функционалу (2). Если х, z^H, то

Fix-¥z) = iUix+ z), x+ z)~ lix + z, y) + iy, x+ z)] =

-= iUx, x) - lix,y) + iy,x)] + LiUx-y,z) + (z, Ux-y)\ + (£/z, z) -

= Fix) + HUx - y, z) + (z, Ux - y)l + iUz, z). (4)
Отсюда

Таким образом, направление наискорейшего спуска в точке х»

дается элементом (—zt), где

Zi = Ux0— у.

Для нахождения величины et составляем уравнение

ф'(а; Хо, —zi) ■= О,

где в силу <4)

. ф(а; х0, —z,) = Fixa — az%) = Fixo) — 2a(zlt ж,) + a2(t/z,, z,).

Таким образом,
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Окончательно имеем

Xf e Жо S|Zi«

Точно так же

(V гг)
&2 — 3*1 — ^2^2* ^2 — U Х\

— Уч Е2 —

и вообще
""

где

,' х= Г/г v
_ 7/ Р

— ^"' ^
И — 1 2zn x= f -tn—1

—

yt &п —•

777Z Т^Г*. "
—

*» л» • • •

Построенная последовательность (ж„} является

минимизирующей. Более того, справедлива
Теорема 2. Последовательность {хп} сходится к элементу

х*. Быстрота сходимости дается неравенством

1*.-**1<с(я?Яр5)п. » = М«...; с-ЬЛ. (5>

Доказательство. Преобразуем уравнение (1), записав его-

х = х — kUx + ky. (6>

Числовой множитель й>0 выберем так, чтобы оператор

T =I-kU

имел возможно меньшую норму. Так как границы оператора Т

будут 1 — km (верхняя) и 1 — кМ (нижняя), то минимум нормы
будет достигнут, если

1-km^-il-kM),
откуда

к =
2

К
М + т'

При атом

Щ = \-кт = кМ-1 = §^. (7)
Обозначим

Si -= Гж0 + ку = х„ — kiUx0 — у)=хЛ — kzt. (8)

Введем теперь оператор V=Ul/2 (см. теорему V.6.2). Исполь»
вуя (3), можно записать функционал F в форме

Fix) - (£Яж - ж*), ж
- ж*) - (Ux*, х*) =

«= (У(ж - ж*), У(ж - ж*)) - (Уж*, Уж*) = Щж- ж*)Н2 - 11Уж*И2. (9)

Но ввиду очевидного неравенства FiSi) >>Fixi) имеем

Fixd - Fix*) < F(xi) - Fix*),

что можно переписать, используя (9), и так:

11У(ж1-ж*)11<НУ(ж1-ж*)11. (10)
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Уравнение (6) равносильно уравнению (1). Поэтому
• х* = Тх* + ку.

Вычитая это из равенства (8), получим

Xi — X* «= Т(Х0 — X*)
и, следовательно,

из;,-ж*) = туи-**);
откуда

\\y&i-^n<tmv(x0-x*)\\ = %^\\V(x0-x*)i
Сравнивая это с (10), будем иметь

IH*i -**)\<w^lV{zQ-2*)l. (M)

Проведя аналогичные рассуждения для каждого п = 1, 2, ..-.,

придем к неравенствам

\\V(xn-x*)\\^^=^lV(xn^-^)l n = i,2,...

В конце концов получаем

IV(xn-x*n^(^=^f\\V(x0-x*)l 11 = 1,2,... (12)

Так как функция t~l/2 непрерывна в [m, M] и тем более на

спектре оператора V, то существует обратный оператор V-1. При
атом (см. теорему IX. 5.2)

1 "
tesvVt -fa

Отметим еще, что .

|| F| = max Vt= УМ.
tesи

В силу сказанного находим, используя (12),

|x»-**|-|F-1V(i„-«»)|<|r-,|(^=)jV(».-'^)l<

Полученная оценка неудобна тем, что в правую часть ее

входит неизвестный элемент х*. Чтобы избежать этого, заметим, что

'

|V(*0-**)| = |r-,i/(*e-**)|<|r-1II^*b-ffl = bJ.
у тп

Это позволяет написать

что совпадает с (5) Теорема доказана. 37 JT. В. Канторович, Г. IX. Авилов
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. 1.4. Выразим р-в приближение хр через хв и zt. Имеем

Х% ==» Х^ — Е2Й2 = #i
—

Eg (С 3Tj
— у) = Xq

—

KiZj
—

Е2 (l> #0 г

— У — RjUzj) = х0
— (ej + e2) zx + e^J/z! = х0 + A^Zx + l^Uz^

По индукции без труда докажем, что

**> = *0 + MP)Zi + ... + ig'U*-1*!. (13)

Рассмотрим элемент
""

#о> = ж0 + X,zt +... + %pUp-lzl
и определим комплексные коэффициенты Л|» Лг, ..

-, Ар ИЗ

УСЛОВИЯ, что функционал F(xw) минймалеп. Так как

f (xw) -lux0+% %р\, xl + 2 huj-\) -Л i=i 1=1
'

I
p

~ l(*ci)» У) + (», *(i>)] = F (*e) + 5) (Я-j + fy) (i7*"\, z2) +
'

то, обозначая Я* = стк + тк1 (A = l, 2, ..., p), получим для
определения X* две системы равенств:

—^ U, д%_
- и„ ; — 1, z, ..., р,

т. е., в развернутом виде,

{U*-\, zj + 1 аДс/Ч, ^~Ч) = 0, 2 xft(C/jZl, t/"-1^) = 0.
fe=i fe=i

Умножая второе равенство на i, складывая с первым и принимая
во внимание, что (Uszu U*~izl)*=Wi+k~iZi,Zi), можем объединить
написанные системы в одпу:

(и}-%, г2) + 2 %h (t/i+fc-1z1, zx) = 0, / = 1, 2, ..., p. (14>
ft=i

Поскольку искомый минимум, очевидно, существует, указанная
система имеет решение *).

Исходя из элемента х(1), строим подобным же образом
элементам и т. д., в результате чего приходим к последовательности

х1в)'=х0, ж,!,, ..., которая соответствует р-шаговому варианту
метода наискорейшего спуска.

*) Хотя это решение может быть не единственно. Следует отметить*
однако, что величина F(xlt)) не.зависит от выбора того или иного

решения.
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" Из способа построения последовательности р-шагового
процесса ясно, что сходимость ее к, х* будет по. крайней мере в

р раз быстрее, чем у последовательности {х„}. Действительно,
используя доказательство теоремы 2, нетрудно проверить, что

i*.«—K¥[fe)T- ю

Однако, как и следует ожидать, фактически сходимость еще
более быстрая.

Теорема 3 (Бирман). Справедлива оценка

F(n> — Ж*Й<ШГ___1_-
т

А 1М + т\
,,

п = 1, 2, ..., (16)

где u„(f) — полином Чебышёва степени р;

ftP(t) = cosp arccos t (при t es [—1, 1]).

Доказательство. Рассмотрим уравнение

х = Тх + у, Г = /-С/Ф(С/), y
= <p(U)y, (17)

где фШ — полипом степени р
— 1. Обозначим

*1 = Тх0 + у = х0
—

у (U) (Ux0 — у) =

р

=х0— ср (U) zx = х0 + 2 chUh~1z1.

Ясно, что F(.Ti) ^ F(a:())), а тогда, повторяя рассуждения
теоремы 2, получим

-
>

I^W-^K^irr. n = l,2,... (18)
Так-как

1Г||< max .|i-*q>(*)l.
' fe[m,M]

то естественпо определить _
полином (pit) из условия, что

max j 1 — ftp (t) | минимален. Если обозначить if(t) «- 1 — £ф(£),
iS[ro.AfJ
то \J>U) будет полипомом р-й степени, наименее уклоняющимся от

нуля в промежутке [m, M], причем ^(0) = 1. Как известно*),

•.(■
2t — M — m]

... v M — m

я]> (t) = -

<М
/М + пЛ

'

Ввиду того, что

ах ldpP~M~m)U max- IМО 1 = 1,max

ts|m,

'•"■'

*) См. Гопчаров [1], с. 230.

37*
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для 11П1 получаем оценку

. |ГЦ< шах |Ч><01 —
tS[m,M]

а это в силу (18) доказывает теорему.
Замечание 1. Пусть рШ — произвольный полином

степени р. Тогда справедливо неравенство (Натаисоп-т-1, с. 78)

lP('e)Kl*p('o)l max |Р(«)К |'о1>1-

_ ... .р . М-\-т -.

Взяв здесь p{t)—t , t0 = м _т, будем иметь.

< (М— т\Р

\M-\-m)
•

Таким образом, (15) является следствием оценки (16).
Замечание 2. Так как

tP «-co 2P~V

М + т. ,.„.
то, если м ____

достаточно велико, оценка lib) отличается от

оценки (15) множителем, близким к (.1/2р~1)п.

В работе'Самокиша [1] при некоторых дополнительных
предположениях о спектре оператора U получена более точная по

сравнению с (16) оценка.
Замечание 3. В случае т = 0 можно показать, что если

решение уравнения (1) существует (не обязательно единственное),
то метод наискорейшего спуска сходится к решению х*,
ближайшему к ха (Фридман Ш). При зтом справедлива оценка F(xn)~
— F(x*) = 0(l/n), однако скорость сходимости хп к #* может

быть сколь угодно медленной.

§ 2. Нахождение собственных значений
компактных операторов

2.1. Рассмотрим теперь компактный самосопряженный
оператор U. Будем предполагать, не умаляя общности, что М> \т\ ^0
(см. IX.4.3). Тогда

„, ,ТГ . (Ux, х) (Ux*, х*)
М =. sup (Ux, x) = sup ^-L = > '

iwi=i хуч> ix> x> \x 'x i

где x* — собственный элемент, отвечающий наибольшему
собственному значению %% = М. Таким образом, л» есть наибольшее
вначение функционала '

L{x) = E£iJbtv '
(х, х)

*
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I

и согласно IX.4.3 каждый элемент, реализующий максимум,
является собственным элементом.

Для нахождения максимума функционала L применим метод

наискорейшего спуска*). Врзьмем произвольный нормированный
элемепт хв е //. Так как

L (х0 1 ее.-)
{UX°' *о) + а^ Z) + а (г' UX^ + "'(U" 1\ (1)

1 + а (хо, z) + а (z, ж0) + а2 (г, г)
то .

SL , >
_ [(^У ') + (*■ ^0)1

~

1(у *) + («. *„)] ("у *0)
к*w

~~

: yij : :

(аа:о - ^оУ ') + («' Р*е
~ *Уо)

I'll
где через ц0 обозначена величина

|Я0
= £(#<,) = (t/Жо, Ж„).

Из выражепия -~- {х0) ясно, что направление «градиента» дается

элементом zt ■= Ux0 \XqXq (считаем. Zi^O).
Таким образом, et определится из уравнения

<р'(а; a:,, z,) — 0, (2)
где

.

<р(а; х0, z,) = L(xB + azt).
Учитывая, что

(х0, zt) =» (#0, Ux0"- ц£0) = (аг0, £fc0) — ^(хо.^о) *= О,

Шх0, Zj) = (fioXo + z,, z,) = |л0(а:о, z,) + (z,, z,) = (zj, z,),

после элементарных преобразований запишем уравпепие (2) в

виде

2((V *i) + UP*r h)
-

V* (V 2i)la
- (V 'i)a«2)

_, 0
[i+a2(*vh)Y

Итак, е4 есть положительный корень уравнения ,

(z„.z,)2a2 — Ktfz,, z,) — Цо(г„. z,)]a — (z„ z,) = 0,
'

[(p«j. *,)
-

n0 (у ^l + /[(</y «о- ^„(y н)?+W

2(V*i)2
Полагая

•Г :
^* «Tg "Г" SlZ^y

мы в качестве следующего приближения берем элемент

ж,1
й*(1)11 К + «АГ

*) Точнее говоря, метод «наискорейшего подъема».
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Проделывая с элементом xt те же операции и продолжая так

дальше, получим последовательность хв, хи ..., хп, ...:

у л" В
где

z„ ■= Uxn-i — |i,n-iXn_i, Цп-i == H.xn-i/ = (UXn-t, Xn—O,

[(и*п> г») — t*n-i (*«' г»)] +VT^V zn) - ^n-i (г»' Ml2 + 4 (V zn)3
e""

«<W 7*.
n = 1, 2, ...

2.2. Относительно сходимости последовательности {ц„} к At

и последовательности {хп} к соответствующему собственному
элементу имеет место

Теорема 1. Если элемент. х0 не ортогонален собственному
подпространству, отвечающему наибольшему собственному
значению "кх •= М, то ц„

-*■ Ai и х„ -*■ х*, где х* — собственный элемент,

принадлежащий собственному значению а,.

Доказательство. Обозначим через Xh (fc = l, 2, ...)
различные собственные значения оператора U, через #xft = JJh
соответствующие собственные подпространства и через Ph проекторы
на эти подпространства. Положим, далее,

*

Pft*ol К

Имеем, согласно IX.4.5,

*о =" 2 рпхе =" 2II^о II х1 = 2 с0ь4, coft = || ^0II' А- = 1, 2,...
• ft ft ft

~

•' (3)

Ясно, что сОц>0 (А; = 1, 2, ....) и по .условию теоремы сВЛ>0.

Поскольку слагаемые в правой части (31 попарно ортогональны,
а 1**1 =-1* то

2^ft = lkof = l
.

ft

и, наконец,.

ft> = {Ux0, x0) = 2 Kcm Щ,< Xt.
ft

Элемент* Zi также можно выразить через элементы хх, х2, ...

Действительно,

а*.
\*Щ I ,(1)|

•) Если Ркх0 = 0, то *J = 0.
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А так как

Ux0 = 2 ^sPoft^ftf
""*

то
ч

*1
—

^^lk-bfti ЧЬ II (x) ц
> л — i, л, • • •

Так же, как и выше,

2dh = l, Hi = 2Viftf cu>0.
ft ft

Вообще

/ _V„ *
л

f* + en(^-^n-l)1g»-l,ft. . _, „

«n
—

^jjwift-*-;,, Cnft — |i jjjyTi ■—-, ft, « i, £., . , .f

(4)
причем

24°if n» = 2Vnft, cnl>o, n = o, l,... (5)
ft ft

Выразим ц„ через цп-1. В соответствии с формулой (1) имеем

р* = L (Xn) = L (я(п)) =■ L (хп-г + e„z„) =•

'

(Uxn-x> yn-i) + 2en (f^n-i' Z") + Bn (Vzn' zn)
1 + 28„ (^n—ji z„) + en (zjj, znJ

'#n—l» Zn/ == \X„—i, UXn—t (-in—i^*n—i/
== 0,

\Uxn—i, ZnJ == (|Лп— i2"n—1 • Zn, Zn) = lZn, ZnJ.

Поэтому -

fx„_! + 2e„ (zn, zn) + en (t/z„, zn)
m

1 H* en (*n> гп)

, 2en (гп' «и) + e« Г(*Ч» *n) - Pn-i (*n' Z)I

lijm этом е„ удовлетворяет уравпепию г

(Zn, Z„)2£^ — [(£/z„, Z„) — U„_x (Z„, Z„)] En — (Zn, Z„) = Of (6)

так что
-

""*"

En \\UZni Zn) — Ufi-1 (Zn, Zm)J — *n (Zn, Zn) — En (Zn, Zn).

учитывая это, получаем

■, 2en (*n> *n) + en (*«' М8 - 'n (*«' zn)

откуда окончательно

И»
■= Цп-i + e„(z„, zh). (7)
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Поскольку е„ > 0, то ц„ > |я„—» и, следовательно, ввиду

ограниченности последовательности {ц„> (ц„ *S At) oua имеет предел,,

который мы обозначим через ц:

ц = lim [in.
П-»оо

Из" (7) вытекает, что

lim e„ (z„, Zn) = 0, (8)
П-»оо

а вследствие соотношения

h„(Uzn, zn)l<H£/lle„(zn, zn)
имеем также

'

lim e„ {Uzn, z„) = 0. (9)
n-*oo

Учитывая (8) и (9), получим, переходя к пределу в

уравнении (6),
lim (z„, z„) = 0.,
f»-»oo

Следовательно,
lim [Uxn — ЦпЖ„] = lim z„+i = 0. (10)
П-»оо n-»oo

Поскольку оператор U компактен, а последовательность ixn}
ограничена, существует подпоследовательность [хП}]' такая, что

|£/а:пЛ сходится. Из соотношения (10) вытекает, что

последовательность [Xnj] сходящаяся. Пусть хп.->-х. Переходя к пределу

в равенстве

найдем

Ux — \кх = 0.

Таким образом, \i является собственным значением, а х —

соответствующим собственным элементом. Покажем, что ц
= А,,

а х = хг• Предположим, что ц
= Х, (s>l). Учитывая (4), будем

иметь

« = 2 chX*ht cfc =» lim с„л, к = 1, 2, ,.,

к j-»oo

Но (ж, ж*)= 0 (кфв), поэтому x = csxt, причем |с,| = 1.'

Поскольку с„. > 0, то окончательно находим с, = 1 и х = xs.

Рассмотрим отношение c„,/c„i. В соответствии с (4) имеем

Ст * "Т" еГ1 {*■!! ^П-О СИ—1,» - СП—1.»

ещ
~

* + en (^i - f^n-i) cn-l,l fn-l,i'

т. е. рассмотренное отношение убывает с увеличением п. Но



f 3] ПРИМЕНЕНИЕ К ЭЛЛИПТИЧЕСКИМ УРАВНЕНИЯМ 585

lim cn ,s
= cs = 1$ и поэтому lim спл = с^ = 0* вследствие чего

i-»oo J
i-»oo

hm —— = oo,

что противоречит установленпому выше. Таким образом, H"=Xi,

Докажем теперь сходимость всей последовательности {хп}
к хх. Пусть d — расстояние от точки Kt до остальной части

спектра оператора U. Имеем

||Хп ~ *Г f = 1 Хп f + | х\ |2— (ж„, X*) — (а£, Ж„) =*

=* 2 (1 ■- сп1) < 2 (1 -ki) = 2 2 Спн <42(^х - К) ей*.

Поскольку в силу (23)

^j (Xx — Лй) СпЬ = Кк 2 спЬ — ^J khCnh = ^i — И-п«
A ft ft

то

|ж„ —жГЦ^-^-^! —Jin),- n = 0jl«... (11)

Если принять во внимание, что ц„
-»■ ^i, то отсюда и следует, что

хп -*-Xi. Теорема доказана.
Замечание. Относительно быстроты сходимости ц„-*- Xtл

может быть установлен следующий факт:
-

Kt-iin<g*(l + а„)а,- Цп-J, п = 1, 2, ...,

где

М— т — d
q="

M—.m + d*

а последовательность {сс„}, монотонно убывая, стремится к нулю.
Таким образом, если п пастолько велико, что д(1 + а„)<1,

быстрота сходимости характеризуется геометрической
прогрессией. С помощью оценки (11) можно охарактеризовать и быстроту
сходимости хп-*-Х!.

По поводу применения метода наискорейшего спуска к

разысканию собственных значений см. Самокиш [21.

§ 3. Применение к эллиптическим

дифференциальным уравнениям _

3.1. Рассмотрим применение метода наискорейшего спуска к

решению эллиптического дифференциального уравнения. Для
простоты рассмотрим граничную задачу для самосопряженного
Уравнения второго порядка с двумя независимыми переменными
Ьдя случая замкнутого круга D (с центром в начале координат),
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ограниченного окружностью S:

LxiEa--h[al£)--k{bJf) + cx'=^ *ls = 0; (1)

коэффициенты а и Ь данного уравнения предполагаются
непрерывно дифференцируемыми функциями; функции с и ф

—

непрерывными; кроме того, будем считать, что а, Ъ > 0; с5> 0 в круге/).
Применим, к обеим частям рассматриваемого уравнения

оператор —А"1. Получим новое уравнение

Ux ■» -А~Чх — -ф, я|) = -Д-'ф, (2)

которое будем решать в подпространстве Wj функций из W% ,

обращающихся в нуль на S. Как отмечено в XIV.6.3, оператор
А""1 является непрерывным линейным оператором,

отображающим пространство 1} на W™, так .что г|> е W^\
Проверим, что для оператора U = —A~'L выполнены условия

§ 1. Пусть х — дважды, непрерывно дифференцируемая функция
из W™. Так как Lx есть непрерывная функция, тоу=11х ■=

- - A^Lx е И^ с И^1*. Применяя два раза формулу Грина,
получим

. --У*[0+0]'ь'в--ИхЛвЛгЛ-
D

D

Это соотношепие дает

(Ux, х) > a JJ [(^)2 + (|^)2]<fe Л = а (*, *), (4)
D

где

а = min [mina(s, t), min Ms, fH, (s, f) e D.

Так как на основании теоремы вложения (теорема XI. 4.3) •

U\x{stt)^dsdt^A\xf^mt
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то, используя это в (3), найдем

(Ux,*)<V$$[(^)\(^J]dsdt = H*, *), "(5)
D

где

р = 2 max [max a(s, t), max Ms, t), A max c(.s, t)], (s, t) e= D.

Далее, рассуждая так же, как и при выводе (3), приходим к

равенству
Шх, у) = (х, Uy), (6)

справедливому для любых дважды непрерывно дифференциру-
ёмых функций -х, у gWz .. Сопоставляя (4), (5) и (6), получаем,
что оператор U, рассматриваемый на множестве дважды

непрерывно дифференцируемых функций из W^t ограничен, а тогда,

поскольку указанное множество функций плотно в W^ x он будет

ограниченным и в W2 . Соотношения»(4), (5) и (6) распростра-

няются при этом па все пространство W2 . Таким образом, U
является самосопряженным оператором, причем для его границ т

"Н М имеем оценки

т3»а>0, М<$. (7)

Применим к уравнению (2) метод наискорейшего спуска. Если

«„eWa —начальное приближение, то последовательные

приближения хп находятся по формулам из XV.1.3

Хп в Xn~i &п%т /1^1, Z, •
•.,

ЗРДе.
z„ — Uxn-i — -ф.=» &-l(Lxn-i — ф),

т. е. z„ паходится из уравнения

Az = Lxn-t — ф, z|s = 0.

Шдя е„ па основании (3) находим выражение

D

Что касается сходимости процесса, то на основании теоремы 1.2.
вследствие (7) имеем

\*-*\<cl^)\c§=$\ » = 0, 1,.,.я (8)

где х* — решение уравнения (2) или, что то же, решение
граничной задачи (1).
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8.2. Построенный процесс последовательных приближений
оказывается особенно эффективным, если коэффициенты данного

уравнения функции а, Ь, с и его правая часть ф
— полиномы.

В этом случае, беря в качестве хй также полином, мы получим

для определения zt уравнение

Az=*p, (9)

где р есть поиияом. Нетрудно видеть, что решение этого

уравнения (лежащее в Hj ) также является полиномом, степень

которого на две единицы выше степени полинома р. Действительно,
ванишем z в виде

z(s, t) = (s* +1* - l)n(s, t), (10)

где я — полипом с неопределенными коэффициентами той же

степени, что и р. Подставляя выражение (10) в уравнение (9) и

приравнивая коэффициенты в левой и правой частях, получим для

определения коэффициентов полинома ах систему линейных

алгебраических уравнений с числом неизвестных, равным числу
уравнений. При этом матрица указанной системы, очевидпо, не

зависит от р. Поскольку полиномиальное решение уравпепия (9),
если оно существует, едияственпо, то определитель
рассматриваемой системы отличен от нуля, что обеспечивает существование
полиномиального решения уравнения (9), каков бы ни был
полином р *).

Итак/функция Zi является полиномом, тем самым xt = ха — e,z

также является полиномом и, следовательно, все приближепия
хп оказываются в этом случае полиномами.

Отмеченное обстоятельство дает возможность в предположении

известной правильности уравнения (1) установить наличие пе

только обобщенного решения, но и решепия в классическом

понимании .слова. Для этого нам нужны будут некоторые факты из

конструктивной теории функций.
3.3. Прежде всего отметим двумерный аналог неравепств

Беряштейна и А.А. Маркова. Пусть р — полином степени п,

причем

\p(s, t)\*ZM, s,te=D,

где D — произвольная ограниченная область с "гладким контуром.
Тогда в области D

\*№\<AfiMt \eJ№\<A#Mt (li)
*) Для фактического решения уравнения (9) проще сначала пайти

решение, не ваботясь о граничном условии, а ватем перейти к решению с

нулевыми граничными еначениями, вычитая решение уравнения Лапласа с

(теми же граничными еначениями, что и у найденного перед этим полинома.
Последнее особенно просто находится с помощью разложения решения в

ряд Фурье.
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а в любой внутренней подобласти Dt области D

\*£±Л\<ВпМ, \tE&*\<B*Mt (12)

где А и В — постоянные, зависящие только от D и Dt.
Неравенства (11) и (12) очевидным образом получаются из

соответствующих неравенств для одномерного случая (см. Н а-

таисоп—I, с. 169, 174).
Лемма 1. Если и — полипом степени не выше п, то

справедливы неравенства

II и ||c(D) < А"2 II«ЦЬ«(В). II и |[C(Di) < Вцг \\ и \\ьЧщ1 (13)

l"llc(i)(B)<^2I"lVF(t)(D)« МсШ^ВДМ^и)^ (14)

где Z), означает внутреннюю подобласть области D, а через С4!'
обозначено пространство непрерывно дифференцируемых функций.

Доказательство. Ограничимся случаем, когда область

D — круг с центром в начале координат (общий случай требует
небольших дополнительных рассуждений). Полагая "•

* t

'
<р (*,*)=-И/>"(*,')*<*,

о о

имеем ,

'1Ф(*. *)!<№< (M)eD(

а на основании двукратного прнмепения неравенства (11) ~

IpC'M'-IA^ <

<А2(2п + 2)2(2п + I)2шах\ц>($, t)|< А\п*\р£,«

откуда получается первое из неравенств (13). Второе неравенство

устанавливается аналогично, надо только вместо (11)

использовать (12).

Применяя установленное неравенство к производной, будем
иметь

аналогичное неравенство верно и для производной dp/dt.
Наконец, в силу (11) и на осповапии теоремы вложения
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Сопоставляя все это, приходим к первому из неравенств (14):

[PtcilHD) = max|p(Sl *)1 + max|^>| + тах|^^|<
\v%

Второе неравенство получается аналогично.

3.4. Вернемся к уравнению (1). Будем "сначала считать, что-

коэффициенты о, 6, с и правая часть ф суть полиномы. Как был»

показано в "3.2, если начальное приближение х0 — полином, все

следующие приближения хп (и = 1, 2, ...) также будут
полиномами. При этом, если степень полиномов а, Ъ, с, ф не выше тг
а х0 — полином степени N, то Lx0 будет полиномом степени не

выше m + N, a Zi
— степени не выше т + N+ 2. В частности, если

#0
= 0,Г то Zi и, следовательно, x-t

— полиномы степени не выше-

т + 2. Повторяя эти рассуждения, находим, что хп является
полиномом степени не выше (.т + 2)п.

Учитывая оценку (£), получаем

1а;А-Жй_1^(«<кА-^11 + 1^-1-^11<2с(^)'1~1,
"* ' & = 1, 2, ...

Так как разность хк — xh-t — полином степени пе выше (т + 2)кг
то в силу леммы

| xh — а*-!Упф < А3 (т + 2)4% к == 1, 2, ..
.,

где
р —а

9 = Р+^

Отсюда, применяя несколько раз неравенство (11), получаем

оценку

\xh-xk-Ac(P)(D)<А*К™ + 2)kfpq\ k,p = i,2,...' (15)

Таким образом, ряд
оо

х* (s, ~t) = 2 [xk (s, t) - xft_x (s, t)] (16>
h=l

можно почленно дифференцировать р раз. Ипаче.говоря, решение

уравнения (1) имеет производные любого порядка, причем

1**-*„|1с(р)= S \\хн-хк^\\^А6[(т + 2)пГдп,
ft=n+i (1/>

п = 0, 1,.. .,

т. е. последовательность ixn) приближений, полученных по методу
наискорейшего спуска, сходится к решению х* равномерно
вместе со всеми производными.



9 3] ПРИМЕНЕНИЕ К ЭЛЛИПТИЧЕСКИМ УРАВНЕНИЯМ, 591

В связи с изложенным целесообразно отметить, что если

использовать теорему Бернштейна об аппроксимации
аналитической функции полиномами (Натансон — I, с. 228), то можно

•получить и аналитичность решения х*.

Переходим теперь к случаю, когда коэффициенты уравнения
"(1) и его правая часть — произвольные дифференцируемые
несколько раз функции.-Именно, будем предполагать, что функции
а и Ъ имеют производные до (v + 1)-го порядка, а функции с и ф

до v-ro порядка, причем производные (v + 1)-го порядка функций
а и Ъ и производные v-ro порядка функций с и ф удовлетворяют
условию Липшица с показателем а>0. На основании теоремы
Джексона (см., например, Харрик [ 11) могут быть найдены
полиномы а„, Ьп, с„ и ф„ степени не выше п такие, что

\a{s, 0-ап(М)|<-^й;,,
~la(s,t)-

|NM)-
\b(s,t)-

-fctb(*.')-

i p(*. *>.-

\c(s,t)

1Ф (*,'«)-

- an (s, t)}

1 К

-an(M)]|<nV+a,

MM)KnV+1+aS

-MM)]|<-^,;
-MM)]|<^«

Cn(s, *)|<-nV+a,;

-<Pn(^0к
K

Обозначим через Ln, оператор, получающийся из L заменой

коэффициентов a, b, с на a„, 6„, c„ соответственно. Ясно, что

если п достаточно велико, к оператору Ln применим метод

наискорейшего спуска, причем можно считать, ч^о величины аир
обслуживают и оператор L„. Обозначим через л(п) решение
уравнения

Lnx = ф„, х\в*=0, (18)

и оцепим разность двух таких решений:

||^>-.Ln^la<l^(a-an)^| + |(a-an) Щ+ •
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<
v̂+os

\дх<.(")
.+ 0,8

+
<?*'(")

dt
+

Л<">
дГ Jl

+ I*P,,L'] <
#„

Далее, имеем

(")|!

-фт|1<4Ы*%<г> + £гМт\?> + -Ь +

V

А'

(2)*

„v+«i „v+a ,v+a*

На основании неравенства Бернштейна — Ладыженской (см. Л а-

дыженекая, гл. П, § 6) получаем отсюда оценку

,(«> ^("» | ..^- v II г f Л»> _ -,(™П
Wo■«••-i.,(»-<;r,|i(*w-i<"))L.<

<Ц^1*'"\« + =*sl*'V +^+^} <»>

Применяя эту оценку к паре х
°

, а;(т) (п0 фиксированное,
достаточно большое) и заменяя справа 11л:(т,11 на большую сумму

\х а\ + \х—х ||,; установим ограниченность величины

I л; —х |^г(») вне зависимости от т и тем самым

ограниченность величины 11ж(т,И. Считая в (19) п</ге, перепишем это

неравенство, используя доказанную ограниченность, в виде

К.
(20)\х™-х™\ 2)<-^.

Возьмем число h > 1, о выборе которого более подробно
сказано ниже, и рассмотрим последовательность {nj натуральных
чисел nfc«= [hh] ([f] — целая часть числа f, к = 1, 2, ...). К каждой

из функций ж построим к-е приближение xh
h

по методу

наискорейшего спуска (начальные приближения берем нулевые). Как

было показано выше, xh
— полипом степепи не выше (nh + 2)&.

Оценим разность двух таких полиномов. Во-первых,

<|^-*™| + |*ft< .*"*-"> I + U™-**"*-0
Вследствие (20) имеем

l*("ft) -*^Ibx 5
^*

в

„v+os
\-1

v+a" (21)

Далее, на основании оценки (17)

\х{Пк) - 4"ft) !c<2> <Л [(«ft + 2) A]*g\ Л = 1, 2,... (22>
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Таким образом,

1 x<kh) - 4-Tl} I^, < К7 [(rih + 2) k]V + 4k-
Так как под знаком нормы стоит полином степени пе выше

(nfc + 2)fc, то на основании леммы с помощью неравенства (11)
получим

П „("ft) „C"ft—i) II ^

'

< K8 [{nk ^ 2)кГ~* j.K7[(nh + 2) Wqh + -Щ = eh.

Поскольку nh «S hh, ясно, что если v + a>Zp — 2, a h выбран»
oo

так, что h2p+2q < 1, то ряд 2 eft сходится, и потому
последовала

тельность \xh | сходится в пространстве С(р) и ее предел есть

элемент из С(р), т. е. р раз непрерывно дифференцируемая
функция

х(s, t) = lim4"^ (*, О*
ft-»oo

Если р>2, то, используя те же оценки, нетрудно проверить,,

что х удовлетворяет уравнению (1), т. е. представляет

классическое решение граничной задачи. Таким образом, классическое

решение имеется, если v + a > 2, в частности, при v = 2, т. е*

если коэффициенты а и Ъ имеют третьи, а с и ф вторые

производные, удовлетворяющие условию Липшица с некоторым

показателем а>0.
Аналогичным образом, используя1 оценки для внутренних

подобластей, мы получим, что решение дважды непрерывно
дифференцируемо внутри области уже при v = 1.

В заключение отметим, что тот же метод может быть
приметан для исследования более сложных задач. Случай некруговои
области сводится к рассмотренному, если данная область может

быть гладко преобразована в круг. С незначительными

изменениями метод может быть использован и для уравнений высших

порядков с числом независимых переменные, большим двух.

§ 4. Минимизация дифференцируемых выпукль^х функционалов

4.1. Здесь изучается применение метода наискорейшего
спуска к минимизации дифференцируемых функционалов.
Функционал Ф, определенный в ^-пространстве X, называется

дифференцируемым в точке хеХ, если найдется линейный функционал /
такой, что для h^X справедливо равенство

Ф(х + fe) =* Ф(х) + f(h) + оШ,
38 Л. В. Канторович, Г. П. Акилов
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где o(h)/W -*■ О при Ufell -*- 0. Функционал / называется

производной {Фреше) функционала Ф в точке х и обозначается через
Ф'(х). (Подробнее о-дифференцировании см. в гл. XVII).

Пусть А' — Б-пространство. С точки зрения экстремальных
задач удобнее считать (в отличие от предыдущих параграфов),
что А вещественно. Рассмотрим функционал Ф, определенный и

-дифференцируемый на А', и выясним, каким образом определяется
направление наискорейшего-спуска в некоторой точке з;еХ, Так
как Ф дифференцируем, то производная этого функционала в

точке х по направлению z может быть записана в виде

^(Х) ~ы^Лтх+«z) -ф(ж)) -

,^ФЧ^)-Ф'(*)(и).
Из сказанного следует, что вектор у, имеющий единичную

норму и ведающий направление наискорейшего спуска
функционала Ф в точке х, совпадает с точкой минимума линейного

функционала Ф'(ж) на единичной сфере, т. е. находится из условия

Ф'(х)(у)-1п1Ф'(х){2). (1)
'

ММ

Так как линейный функционал не обязан достигать минимума на

единичной сфере, то направление наискорейшего спуска может
и не существовать. Нетрудно, однако, указать условия, когда
в формуле (1) реализуется минимум. Это можно гарантировать,
например, в случае, когда А — пространство, сопряженное к

некоторому банахову пространству У, а функционалы Ф'(х) (жеА)
входят в У. (Точнее, в образ У при каноническом вложении У

в у** •= А*.) Действительно, единичный шар в А »« У*
компактен в (»)-слабой топологии, и потому Ф'(х) достигает минимума
на этом шаре, а следовательно н на сфере. В частности, если

пространство А рефлексивно, то направление наискорейшего
спуска заведомо существует.

В дальнейшем, не оговаривая этого особо, считаем, что

пространство А и функционал Ф таковы, что направление

наискорейшего спуска существует.
Если пространство X строго выпукло *), то, как' следует из

(1), -направление наискорейшего спуска единственно. В общем
случае это, конфно, не так.

*) ^-пространство X называется строго выпуклым, если в неравенстве
■ треугольника равенство достигается только на положительно
пропорциональных элементах, т. е. из соотношения ||я + у|| = IIя II + D J/1 следует, что

л = %у при некотором Я>0. Если X строго выпукло, х, уеХ и ||ж[[ =

"° IIУII= ~2 0х + УII = *»т0 х =*
У- Примером строго выпуклого

пространства может служить £"(«, Ь) (1 < р < +«>).
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Формула (1) показывает, что направление наискорейшего
спуска <а следовательно и реализация метода) существенно
зависит не только от функционала, но и от нормировки

пространства. Переход к другой норме, хотя бы и эквивалентной исходпой,
может существенно изменить это направление. Из (1) и

равенства

inf Ф' (х) (z) => — sup (— Ф' \х) (z)) = -1| Ф' (х) j
IM=i <Ы1=1

следует, что направление у (HyD = 1) является направлением

наискорейшего спуска тогда и только тогда, когда

~Ф'Ы(у)=-НФ'(а;)11. (2)

Для любого zeA' выполняется неравенство

-Ф'(ж)Ы<11ф'(а:)111Ы1.

Направление наискорейшего спуска характеризуется тем, что

на' нем в написанном соотношении реализуется равенство. Это

позволяет в некоторых случаях достаточно просто отыскивать

это направление. Приведем примеры.
1) Пусть А' — гильбертово пространство. Равенство—Ф'(х)(г)=

«=ИФ'Ы1МЫ1, или, что то же самое, (—Ф'(ж), г) —II—Ф'(а:)111Ы1,
показывает, что для векторов —Ф'(х) и z в неравенстве Копш —

Буняковского достигается равенство. Это „означает

положительную пропорциональность указанных векторов: существует Х>0,
цри котором-

—Ф'(х) •=• %z. Таким образом, направление
наискорейшего спуска задается вектором —Ф'(ж).

Замечание. Если X — гильбертово пространство,_тб
производную Ф'(х) можно рассматривать как элемент самого
пространства X; этот элемент обычно называют градиентом Ф в точке х.

В связи с этим направление наискорейшего спуска в данной
ситуации называют направлением антиградиента.

2) Пусть X = Lv(.a, 6)(1<р< со). Анализируя условия
достижимости равенства в неравенстве Гёльдера, нетрудно проверить,
что направление наискорейшего спуска z "в" точке х дается $юр-
мулой

*(*) = -fsign уШ] \y(t) |«-\

-где 1/р + l/q = 1, а у
— элемент пространства Lq(.a, b) такой, что

ь

Ф' {х) (и) = J у (t) и (t) dt для всех и е £"(а, Ъ). Как и в преды-
I О

гЦущем случае, направление наискорейшего спуска здесь
единственно.

3) Пусть X = LK{a, Ъ), а функционалы Ф'{х) (х е- L°°(а, Ъ)У

«ходят в L1 (а, Ь) I т. е. Ф' (х) (u) = J y_(t) и {t) dt L где у е U(at bh

ш*
°
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Здесь направление наискорейшего спуска, вообще говоря, не

единственно. Любое такое направление задается измеримой
функцией z такой, что vraisup lzU)l = 1 и z(t) = —sign y(t), если

y(t) Ф 0. (Если множество it: y(t) = 0} имеет пулевую меру, то

это направление единственно.)
4.2. Прежде чем перейти к исследованию метода

наискорейшего спуска, введем некоторые определения.

Точка iaX называется точкой локального минимума

функционала Ф, если для элементов z из некоторого шара с центром

в ахой точке выполняется неравенство Ф(г) > Ф(х). Если Ф(г) S*

> Ф(х) для всех zeX, то х называется точкой глобального

минимума. Точка х&Х называется стационарной точкой
дифференцируемого функционала Ф, если Ф'(а:) = 0.

При исследовании на минимум важную роль играют
функции вещественного переменного ф(а; х, г)"=Ф(а: + аг),
рассматривавшиеся в 1.1.

Нетрудно проверить, что дифферепцируемость функционала Ф
влечет дифференцируемость (по а) функции ф(а; х, z) при любых

жиг, причем ф'(а; х, z) =»Ф'(а; + аг)(г). Используя это

обстоятельство, покажем, что точка локального минимума стационарна.
«Если в точке х достигается лбкальный минимум, то при любом
zeX функция <p(a; х, z) достигает локального минимума на

вещественной прямой в нуле; поэтому ф'(0; х, z) *=Ф'(х)(г) = 0,
а это- и означает стационарность точки х.

Обратное утверждение, разумеется, неверно. Однако, если Ф —

выпуклый функционал, то стационарные точки совпадают с

точками глобального минимума.
Функционал Ф, заданный на линейном пространстве А',

называется выпуклым, если для любых элементов zlf z2eX и чисел

tu t2>0 таких, что ti + t2 =ь 1, выполняется

Фвл + te>) < fiOUJ + иФ(хг).

Если Ф выпуклый функционал, то при любых х и z функция
<р(а; х, z) выпукла на вещественной прямой, т. е.

<pUiOCi + tta2; x, z) < ^(a't; x> z) + t2q>(az; x, z);

здесь tit t2, cci, a2 — вещественные числа; tlt £2 5* 0, tt +t2 = 1.
Иа выпуклости ф(а; х, z) следует, что производная этой

функции не убывает.
Лемма 1. Пусть Ф — выпуклый дифференцируемый

функционал. Тогда каждая стационарная точка Ф является. точкой

глобального минимума этого функционала.
Доказательство. Пусть х — стационарная точка, z —

произвольный элемент из А'. Так как производная функции <p(a; x, z)

jae убывает, то, используя формулу Лагранжа, имеем при неко-
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тором 0 е (0, 1)

Ф(х + z) — ФЫ = ф(1; х, z) — ф(0; х, z) =

-<р'(в; х, я)>ф'(0; х, z) «=Ф'Ы(г)' = 0.

Таким образом, Ф(х + г) >ф{х) для всех zeX, что и

доказывает лемму.

В дальнейшем речь будет идти о сходимости метода

наискорейшего спуска к стационарным точкам функционала Ф (тем

самым, в случае выпуклого функционала, к точкам его

глобального минимума).
Основные результаты о сходимости имеют место лишь в

случае,, когда производная функционала Ф удовлетворяет в

некотором шаре условию Липшица, т. е. существует число L такое,
что для х, а из этого шара выполняется

ПФ'Ы-Ф'ЫН^Ш-гН. (3)

При этом используется следующая лемма.

Лемма 2. Пусть для производной Ф' выполнено условие

Липшица (3) в шаре Ва+ъ(0) радиуса аЛ-Ъ с центром в нуле.
Тогда, если 1Ы1 < а, то при llzll «S Ъ

Ф(х + z)< Ф(z) + Ф' (х) (z) + \||zf.
Доказательство. Используя дифференцируемость

функции ф(а; -х, z) и выражение для ее производной, имеем

1

Ф (х + z) = ф (1; х, z) = ф (0; х, z) + J ф' (а; х, z) da =
о

«= Ф {х) + j Ф' (х + az) (z) da =
о

i

■= Ф (х) + Ф' (х) (z) + j (Ф' (х + az) — Ф' (х)) (z) da <
о

1

< Ф (х) + Ф' (х) (z) + j |] Ф' (х + az) - Ф' (х) |1 z || da<
о

1

<Ф(ж) + Ф'(х)(г) + Lfzf jada = Ф(х) + Ф'(*)(*) + {LI2)\zf.
о

Лемма доказана.
4.3. Применим метод наискорейшего спуска для минимизации

функционала Ф, точнее говоря, изучим поведение
последовательности Хо, xit ..., хп, ..., где

Хп == Хп—1 • EnZit| П = 1, Z, . .
., (4)
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Zn — направление наискорейшего спуска в точке xn-i (если таких

направлений несколько, то z„ — произвольное из них); е„

находится из условия

Ф (жп_! + e„z„) = minФ (xn-i + azn).
аЗ»о

Таким образом, величина спуска выбирается вторым способом из

указанных в 1.1. Заметим, впрочем, что если Ф — строго
выпуклый функционал, то первые два указанных там способа

совпадают. (Строгая выпуклость Ф означает, что Ф^а^ + te;) <
< *1Ф(ж1) + t2Oix2) для ж,, хг е X, ж, ■5Ь х2; tit t2 > 0, t1 + t2 = 1; из

строгой выпуклости Ф следует, что производная <р'(си х, z)

функции ф(а; х, z) строго возрастает, и потому может обращаться в

нуль лишь в одной точке; отсюда и следует эквивалентность

упомянутых способов.)

Ниже предполагается без специальных оговорок, что

начальная точка х0 е X такова, что лебегово множество Ц> = lx e X:
Ф(х) «SФ(ж0)} ограничено. Заметим, что ж„е=Й0 (и«=0, 1, 2, ...).
Условимся также считать, что HzJ = 1 при всех п.

Теорема 1. Пусть производная функционала Ф
удовлетворяет условию Липшица (3) в шаре с центром в нуле и радиуса
R\ где R' > R «* sup Ja>||. Тогда для последовательности {хп), по-

«ео0
'

строённой по формуле (4), справедливо соотношение Ф'(хп) -*- 0.
Доказательство. Пусть 0<а^Л' —R. Тогда по

определению величины спуска е„ выполняется Ф(ж„_1 + а2п)-^!Ф(л;п).

Используя лемму 2, получим

Ф (хп) < Ф (Хп-! + az„) <Ф (хп-д — аФ' (a^ (z„) + -|" L<&

(где L — константа, фигурирующая в условии Липшица), Из
этого неравенства и (2) следует, что

Пусть е — произвольное положительное число и a < min (e, R' —
— R). Из ограниченности Q0 и условия Липшица вытекает, что

функционал Ф ограничен снизу. Так как последовательность

Ф(ж„) убывает (по- построению) и ограничена, то она сходится,

и потому для достаточно больших номеров п выполняется

неравенство
— (Ф (жп-i) — Ф (хп)) < е. Для этих номеров имеем

1|Ф'Ы11<е(1+4-4
что и доказывает теорему.

Следствие. Предельные точки последовательности (4)

(.если они существуют) стационарны.
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В некоторых случаях, основываясь на соображениях
компактности, можно показать сходимость к стационарной точке для

функционалов, производная которых лишь непрерывна. Приведем
один из результатов такого рода (Карри [1]).

Теорема 2. Пусть пространство X конечномерно, а

функционал Ф непрерывно дифференцируем. Тогда предельные точки

последовательности {х„} стационарны.
Доказательство. Отметим прежде всего, что из

конечномерности X и ограниченности Q, вытекает существование
предельных точек последовательности хп. Пусть у—одна из втих

точек, у «= lim xnfl. He умаляя общности, считаем, что существует
lim znk+l

= у. Положим для положительных а

«ч («)•- 4" (ф (*** + aZnh+i)-4x»h))- ф' 0"ч) (z»ft+0- (5)

Из условия теоремы следует, что существует lim wKh (ос) -* w (а),
fc-*oo

причем

V> (а) -. ± (Ф (у + ау)-Ф (у)) - Ф' (у) (у).

Поскольку Ф дифференцируем в точке у, то lim и? (а) =»0. В силу
а-*о

выбора величины спуска

Ф (*nft+i) = Ф (*nft + enft+iZnft+i) <Ф (xnk + aznh+1)t
и потому, используя (5), имеем

Ф (ж„й+1)<Ф (Хпк) + «Ф' (Хпк) (znk+i) +" au>nh (a).

Так как а > 0, то

- ф' Ы)(V1)<"^ф (***) ~ ф ^"ft+1^ + "ч {а)' (6)

Переходя в (6) к пределу при к -*-°°, учитывая Ит(Ф(аг„й) —
— Ф(^+1)) = 0 и используя (2), получим

НФ'(!/)11 - -Ф'(у)р <Ыа).

Утверждение теоремы вытекает теперь из соотношения и; (а)—>-0.
4.4. Существенно больше о сходимости метода наискорейшего

спуска можно-сказать, если Ф — выпуклый функционал.
Л е_м м а 3. Пусть Ф — выпуклый функционал, ограниченный

"снизу на X, и Q = in f Ф (х). Тогда существует число с > 0
тоже х ~~

кое, что

Ф(хп)-(?<сЪФ'(.хпЯ



800 МЕТОД НАИСКОРЕЙШЕГО СПУСКА [ГЛ. XV

Доказательство. Так как множество !30 = {гбX: Ф(г) ^
<Ф(яв)} по предположению ограничено, то множество Я0 —Я0 =
= iz: Z| = гл

—

Z2, zu z2 е й„} также ограничено. Покажем, что

в качестве с можно выбрать радиус шара В с центром в пуле,

содержащего Я0 — Я0. Учитывая, что производная ф'(а; хп, z)

функции ф(а; хп, z) .не возрастает (в силу выпуклости Ф), и

используя формулу Лагранжа, имеем

Ф(хп + z) - Ф(ж„) = ф(1; хп, z) — ф(0; хп, z) =

= ф'(6, хп, z) > Ф'(0; хп, z) = Ф'(*п)(г>
(здесь 8 «= (0, 1)). Отсюда

min Ф (хп + z) — Ф (хп) > min Ф' (хп) (z). (7)

Так как я»е£20) то # => Я0 — Я0 =* Яв — я„, т. е. я» + 5=>Я0.

Поэтому
(>= inf Ф(я)< inf Ф(а^» + z)< inf Ф(х).

Из определения Яв легко следует, что Q — inf Ф (ж). Кроме того,
*GQ0

inf Ф' (z„) (z) = с inf Ф< (хп) {z) = —c || Ф' (ж„) ||. Из получеппых

соотношений и (7) вытекает

Q-0(xn)>-c\W(xn)l
Лемма доказана.
• Следствие. Если выполнены условия леммы 3 и одной из

теорем 1 или 2, то последовательность хп является

минимизирующей.
В предположении, что производная Ф'(х) удовлетворяет

условию Липшица, можно дать оценку скорости сходимости

последовательности {Ф(я„)}.

Теорема 3. Пусть Ф — выпуклый функционал,
ограниченный снизу на X, причем производная Ф'(а0 удовлетворяет на X

условию Липшица (3). Тогда Ф(х„) — Q =• ОШп) (здесь Q=*
.= inf Ф(ж)).

зсех

Доказательство опирается на следующую лемму.
.
Л е м м а

. 4. Пусть числа Х„ > 0 (п = 1, 2, ...) таковы,- что

при некотором' ц > 0 и при всех п выполняется неравенство

К— Wi> V&- 'Тогда К = ОШп).

Доказательство. Так как последовательность Яп

убывает, то

VAn+l У

откуда следует Я„Д„+1 — .1 > рАп+1.
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Полагая v.^^n, получим из лоследнего неравенства после

простых преобразований

Если v„+1 > 2/ц при некотором п, то, как следует из (8), v„+t ^ v„.

Таким образом, v„+i ^ шах (2/ц, v„), откуда вытекает, что v„ <

«£ max (2/ц, vi) при всех п. Лемма доказана.

Доказательство теоремы 3.. Положим %п = Ф(хп)~Q.
Считаем, что %„ > 0 при всех п. Покажем, что последовательность

Яп удовлетворяет условиям леммы 4 (при некотором ц>0).
С этой целью оценим прежде всего величину Яп — Я„+1 =» Ф(а;„)—
— Ф(.хпц). Из леммы 2 вытекает, что при всех вещественных а

г

Ф (хп + azn+1) < Ф {хп) + аФ' (*„) (z„+1) + -^
L \ zn+1 ||a.

Так как Hz„+lH = 1и O'teJCz»*,) = —!!ф'(яг„)Н, то

Ф (хл + azn+1) < Ф (хп) - a j Ф'(Жп) D + -^г £. (9)

Пусть а =
-j- J Ф' (arn) ||. (В этой точке достигает минимума

квадратный трехчлен, стоящий в правой части (9).) Привлекая (9),
имеем

*„ — **+i = ФЫ — Ф (яп+1) >Ф (хп) — Ф (я„ + az„+1) >

>2|Ф' Ы|| + £-L = А|ф' (*n)f.

С другой стороны, в силу леммы 3, при некотором с>0

выполняется

Я„=?Ф(а:п)-(?<с11Ф'(а:„)1!, и-1, 2, ...

Таким образом, при всех п

Кп — лп+! ^ —j Кп-
СЮ

Доказательство завершается ссылкой на лемму 4.

Для широкого класса функционалов, рассматривавшихся в

теореме 3, оценку сходимости вряд ли можно улучшить. Однако
для «хороших» функционалов метод сходится существенно

быстрее. Дважды дифференцируемый функционал Ф, определенный
в. гильбертовом пространстве Н, называется сильно выпуклым,

если существуют положительные числа Мит такие, что

mllzll2 «S (Ф" ix){z), z) < Mllzll» (10)
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для всех х, z&H. Здесь*) Ф"(.х)— вторая производная
функционала Ф в точке х. Нетрудно проверить, что сильная

выпуклость Ф влечет его выпуклость. Неравенства (10) означают, по

сути дела, что операторы Ф"(а:) положительно определены' для
всех .х&Н и границы этих операторов равномерно ограничены
положительными константами. В частности, квадратичный
функционал F, рассмотренный в § 1, является сильно выпуклым (для
этого функционала F"(.x) •=• U-рдя всех х).

Результаты, относящиеся к методу наискорейшего спуска для
сильно выпуклого функционала, во многом аналогичны

результатам, полученным в § 1 для квадратичного функционала. Можно

показать, что при любом х„^Н' множество Q„ = {re#, ф(г)<
<Ф(я0)} ограничено и функционал Ф достигает минимума на

этом множестве (а, стало быть, и на всем прострапстве); при
этом точка минимума, х* единственна. Как и для квадратичного

функционала, справедлива следующая оценка сходимости:

где С — некоторая константа, зависящая от начальной точки х

и функционала Ф.
4.5. Идея наискорейшего спуска оказывается весьма

плодотворной и при решении задач на условный экстремум. Одна из

реализаций этой идеи в указанной ситуации приводит к так

называемому методу условного градиента.
Пусть Q — выпуклое слабо компактнее множество в

банаховом пространстве X. Предполагается, что структура Q достаточно

проста в том смысле, что известно решение задачи о

минимизации на Q линейного функционала. Пусть, далее, Ф —

дифференцируемый (нелинейный) функционал, заданный в некоторой
открытой области, содержащей Q. Требуется найти минимум Ф на

Q. Метод условного градиента позволяет построить
последовательность Хо, Хц v.., xn, ..., которая в ряде случаев оказывается

минимизирующей. В качестве х0 берется произвольный элемент из Q.
Если элемент хп уже известен, то хп+1 определяется по формуле

где z,eQ выбирается из условия Ф'(агп) (z„) = min Ф'(д;п) (г),
zefi

а величина спуска е„ находится из равенства Ф (#n+i) =
«=« min Ф(хп + a (Zn — хп)). Возможны и другие способы опреде-

«=[0,1]
ления величины спуска, но мы на них не останавливаемся.) Та-

*) Ф" (х) — это линейный оператор, действующий из X = II в X* и

определяемый соотношением Ф'(г + Л) = 0/(х) + Ф"(д;)(Л) + о (Л), где

1^—>0. Подробнее см. гл. XVII.

|Л|| ft-»0 .
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ким образом, если в методе наискорейшего спуска направление
спуска находится минимизацией производной Ф'(х) на единичной
•сфере (сфере направлений), а величина спуска — минимизацией
функционала на луче, то в методе условного градиента
направление спуска отыскивается минимизацией производной на

заданном множестве, а величина спуска — минимизацией функционала
на отрезке. Грубо говоря, метод условного градиента представляет
собой модификацию метода наискорейшего спуска для отыскания

экстремума при ограничениях.

Для метода условного градиента верпы аналоги теорем 1, 2
и 3. При этом точка yeQ называется стационарной точкой
функционала Ф па мнежестве Q, если Ф' (у) (у) = min Ф' {у) (z). Легко

гей

проверить, что точки локального минимума Ф на Q

стационарны, а если Ф — выпуклый функционал, то стационарные точки

Ф на Q — это точки глобального минимума. Если X — гильбертово
лространство, Ф — выпуклый функционал,- inf || Ф' (х) II > 0, a Q —

xeQ

сильно выпуклое множество (т. е. существует f > 0 такое, что

с каждыми своими элементами z, х это множество содержит и

элементы ^-j- + Y"i гДе 1" II ^11 я — zfj* то последовательность,

построенная с помощью метода условного градиента, сходится
к единственной точке минимума Ф на Q со скоростью

геометрической прогрессии. Подробное изложение метода условного

градиента см. Демьянов, Рубинов.

§ 5. Минимизация выпуклых функционалов
в конечномерных пространствах

5.1. В § 4 рассматривался метод наискорейшего спуска в

задаче минимизации непрерывно дифференцируемого функционала.
Ниже изучается задача минимизации выпуклого функционала па

конечномерном евклидовом пространстве R".

Пусть Ф — произвольный выпуклый функционал *). Хорошо
известно (см., например Рокафеллар), что выпуклый
функционал, заданный на R", непрерывен.

Вектор dsR" называется субградиентом функционала Ф в

точке х, если

ФЫ>ФЫ + (у, z-x) (1)
для всех z e R".

Множество, субградиентов непусто, выпукло, замкнуто и

ограничено. Оно называется субдифференциалом функции Ф в точке

х и обозначается через дФ(х). Субдифференциал — многозначное

отображение, о которых подробнее речь пойдет в гл. XVI, § 5.
Здесь заметим лишь, что отображение дФ(х) является полунепре-

') Определение выпуклого функционала см. в п. 4.2.
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рыбным сверху, т. е. если xh-*-x, у*-*-у, причем vhe=dO(xk)t
то уейФ(а;).

Выпуклый функционал Ф является дифферепцируемым по-

направлени-ям, т. е. для любых leR'njeR" существует

Д lim — [Ф (х + ау) — Ф (х)) в? {х),

причем

HSW= max (p,y). (2>

Направление 1/(а0, llj/(a;)ll = 1, называется направлением

наискорейшего спуска функционала Ф в точке х, если (ср. (4.1))
дФ . ч . , дФ .

ч

s-7-r (х) = 1П1 -г- (Ж).

Из (2) можно усмотреть, что если inf -^- (а;) < 0, то направ-
IWl=i оу

ление наискорейшего спуска существует, единственно и может

быть найдено по формуле (ср. с примером 1 в п. 4.1)

где

/ И*)|Н min 12INp(*)-
гевФ(зс)

Лемма 1. Для: того чтобы выпуклый функционал Ф в точке

х достигал минимального на R" значения, необходимо и

достаточно, чтобы

inf^(a;)>0. . (4)

Доказательство. Необходимость условия (4) очевидна.
Докажем достаточность. Пусть выполнено (4). Утверждается, что

тогда точка х — точка минимума. Допустим противное. Пусть
существует точка z такая, что ФЫ < Ф(ж). Рассмотрим
направление у

=
,т- г. По определению выпуклого функционала тогда
II * — ЗС ||

при малых а

Ф{х + ау) =

-ф((1-^)- + ,^1г)<(1-|1^)ф^ + ^;1ф^
и потому

^(Ж)^^тД[Ф(Ж + аг/)-Ф(а:)]<в-7А_в(Ф(г)-Ф(х))<08
что противоречит (4).
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Геометрически условие (4) эквивалентно тому, что

Об дф{х). (5>
V

Условие (5) является обобщением необходимого условия

минимума непрерывно дифференцируемых функционалов: Фх = 0.

Приведем пример. Пусть

Ф(х) = maxF(x,z)t (6>
zee

где G — компакт, функционал Fix, z) непрерывен вместе с Fx (х, z)
по совокупности переменных на R" X G и является выпуклым по-

х при каждом фиксированном zeG. Тогда Ф — выпуклый
функционал, причем

дФ (х) = со [К (х, z): ze=R (x)}t
где

/?(x) = {zeG: Fix, z)=*Oix)},

со А — выпуклая оболочка^множества А.
Замечание. Функционал (6) является, вообще говоря,

дифференцируемым по направлениям -и тогда, когда F не является

выпуклым по х. Более того, справедлива формула (2), хотя дФ(х}
ул«е не является субдифферепциалом.

"Пусть е > 0. Вектор v называется е-субградиентом
функционала Ф в точке х, если

Ф(г) > ФЫ + (v, z-x)-b (7>

для всех z e R".

Множество всех е-субградиейтов обозначим через деФ(.х). Это-
множество замкнуто, выпукло и ограничено. Точка х называется

^.-стационарной точкой функционала Ф, если

0едеФЫ. (8>

Из (7) легко усмотреть тогда, что

0<Ф(ж) — пипФ^Хе. (9>
ген"

z (х)
Если 0<£дсФ(х), то направление yk{x) — — 8, ..., где ||ze(a;)|=»

lze W II
= min ||z||=pAx), называется направлением е-наискорейшего

геееФ(эс)
спуска функционала Ф в точке х. Отображение 5еФЫ является

тоже полунепрерывным сверху.

Пусть i> е= дФ(а;). Тогда из (1)

ФЫ >ФЫ + (г - х, v) =

= ФСго) + (v, z - я0) + [ФЫ - Ф(х0) + (у, х0
- х)1*
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Отсюда ясно, что при х, достаточно близких к хв,

дФ{х)сдМх0). (10)

5.2. Естественно рассмотреть метод наискорейшего спуска в

данной ситуации.
Возьмем произвольное a:0eRn. Пусть уже найдено i|,eR".

Если 0щдФ(хк), то точка а:*-—точка минимума, и процесс
прекращается. Если же 0&дф(хк), то найдем yk+i = у(хк) (см. (3)).
Направление ук+1 является направлением наискорейшего спуска

-функционала Ф в точке хк. Рассмотрим луч

х^ = хк + аукь1, ос 3*0,
и найдем

^
minФ (хш) = Ф (хьа).

Положим xh+1 = Xhah' Очевидно, что Ф(.хк+1) < Ф(хк).

Однако только что .описанный метод может и не' сходиться

ж точке минимума (эффект «заедания»), что- вызвано

разрывностью отображения дФ(.х) (соответствующий пример см. в книге

Демьянов, Малоземов).
5.3. Пусть е > 0. Для нахождения е-стационарных точек

можно применить следующий метод. Возьмем произвольное хв ^ R".

"Предположим, что множество fi0 яix: Ф(а:) «S Ф(аг0)} ограничено.
Пусть уже найдено ^eR". Если 0еЗ.Ф(ж)к), то точка хк

— е-ста-

ционарная, и процесс прекращается. Если же 0 &д,Ф(хк), то най-

дем yh+t "*уАхк) и рассмотрим луч хка =». хк + aj/ft+1 (сс3»0).

Найдем mitt«P(ito) = Ф(хЬа ). Положим жй+1 = агяай. Ясно, что

а>о

<3>(хк+1) < Ф(хк).
Далее продолжаем аналогично. В результате построим

последовательность точек {хк}. Если эта последовательность содержит

конечное число точек, то последняя построенная точка является

е-стационарной. Если же эта последовательность бесконечна, то

справедлива

Теорема 1. Всякая предельная точка последовательности

{хк} является г-стационарной точкой функционала Ф.

Доказательство. Пусть xkg-*■ х. Требуется доказать, что

'0 е дгФ(х). Допустим противное. Пусть р.Ш = а > 0. Из

полунепрерывности сверху отображения деФ(х) следует существование
•6 > 0 такого, что рв(а:) > а/2 для всех

х «= St(x). =» {х: Ия —я11<б>.

Значит, при достаточно больших к. будет

РгЫ)>а/2' (И)

Из (10) заключаем, что существует 6i>0 такое, что дФ(х)с:
•сдеФ(хь,) для всех x^S6l(xha) (и достаточно больших ft,). Итак,
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на луче Xhta функционал Ф убывает со скоростью, по абсолютной

величине не меньшей, чем а/2, и на расстоянии не меньше 6t.
Таким образом,

Отсюда Ф(хл) ->—°°, что противоречит предположенной
ограниченности множества QB.

5.4. Для нахождения точек минимума функционала Ф можно-

теперь поступить так: возьмем произвольные е0>0, р0>0, аг„е

eR". Пусть уже найдены ek>0, pft>0, ?neR". Если 0*вдФ(хк)г
то xk

— точка минимума. В противном случае, применяя
описанный в пункте 555 метод (и взяв в качестве начальной точки

точку хк), в конечное число шагов^ получим точку xh+, такую,
что pEft (4+i)< Pft. Теперь полагаем et+,=»pE», p*+,

= ppft, гдо

Р е (0, U и не зависит от к. В результате строим
последовательность" (хк). Без труда доказывается (см., например, доказательства
теоремы III.7.2 в книге Демьянов, Малоземов)
следующая

Теорема 2. Всякая предельная точка последователъности,-

~{хк) является тонкой минимума функционала Ф.
Замечание. Выше описаны «принципиальные» схемы

алгоритмов. При их практическом применении решение ряда
вспомогательных задач (нахождение направления спуска,
минимизация па луче> проводится приближенно.

5.5. Рассмотрим теперь метод обобщенного градиента (см.

Ермольев, Шор [1]). Пусть Ф — выпуклый на R" функционал,
достигающий там минимума, М

— множество точек минимума, р (х) =».

= min || z — х ||. Через Ж, обозначим е-окрестность множества М:

М, = {х: рЫ «S е>, е > 0,

Пусть дФ(х) — субдифференциал функционала Ф в точке х:

дФ(х) = {ге R": Ф(у) - Ф(х) >(г, у - х) для любого у ез R"}.

Выберем i0eR* и последовательность положительных чисел {КкУ
оо

такую, что %h~*-0, 2 kh — оо.

ft=0

Построим последовательность {xh} по формулам
"

—Я*+1 = X»
—

AfcJ/»+i, yh+i = Zk+i/llZ),+ill,
где zk+l

— произвольный вектор из дФ(хк). Если на некотором
шаге zt

= 0, то хк^М, и процесс заканчивается.

Пусть теперь последовательность {хк} бесконечна.
Теорема 3. Если множество М ограничено, то

p(xk)-+0x ФИ-^фзшпФ^).
*енп
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Доказательство. Пусть Q(a:) = {у: Ф(.у) ^Ф{х)}. Так
как М ограничено, то Q(a:) тоже ограничено для любого ieR"
■(см. Рокафеллар). Положим

Т (х) = {у: Ф(у) = Ф (x)}f Ъ (х) = min p (z/).
уеПх)

Нетрудно показать, что

Il(„cfi(i). (12)

Пусть хФ'М. Тогда Ь(х)>0. Возьмем произвольное направление
у = z/llzll, z «== дФ(х). Для всех v «= £2(я) имеем

{У, v-x)<^(Ф (») - Ф (х)) < 0.

В частности, для всех z^M в силу (12)

OXj/, х + Мг)у-«).

10тсюда без труда получаем, что в направлении —у функционал
q убывает и

lim Ь (а*) = 0. (13)
ft-» оо

Из (13) следует, что существует подпоследовательность [Zh,)t Для
которой Ь (a:fts)-»-0. Тогда и р (ял,) -*■ 0. В действительности
можно показать, что и вся последовательность p(xk) сходится

к нулю, т. е. Ф(а*) -*■ Ф.
Замечание. В случае, если функционал Ф непрерывно

дифференцируем, его субдифференциал состоит из единственной
точки (его градиента). Тогда метод наискорейшего спуска (пункт 5.4)

совпадает с методом наискорейшего спуска, рассмотренным в § 4,
при условии, что величина спуска выбирается вторым методом,

указанным в пункте 1.1. Метод обобщенного градиента (пупкт
5.5) совпадает с методом наискорейшего спуска при условии, что

величина спуска выбирается третьим способом из пункта 1.1.

Метод наискорейшего спуска подробно описан в книге

Демьянов, Малоземов, а метод обобщенного градиента можно

найти, например, в работе Ермольева, Шора [1].
Описанные в настоящем параграфе методы распространены и

па случай минимизации при наличии ограничений. Это
распространение основано на необходимых условиях минимума (см.,
например, Дубовицкий, Милютин [ 1] и монографию Пшеничный).

\



Глава XVI

ПРИНЦИП НЕПОДВИЖНОЙ ТОЧКИ

§ 1. Принцип Каччопполи— Банаха

В этой и следующей главах мы будем рассматривать главный

образом нелинейные операторы и уравнения.
1.1. Исследование нелинейных уравнений мы начнем с

простейшего случая, обобщающего теорему Банаха об обратном
операторе (V.4.5).

"Рассмотрим полное метрическое пространство X (не
обязательно линейное) и в нем замкнутое множество Q. Предположим, что

на Q задано отображение Р, переводящее Q в себя. Точка i*eQ

называется неподвижной точкой отображения Р, если

х* = Р(х*).

Таким образом, неподвижные точки отображения Р суть решения

уравнения
х^Р(х). (1)

Отображение Р может и не иметь неподвижных точек; так,

например, будет, если X ==» Q — векторное метрическое
пространство и

Р{х) ==» х + х„, хйФ 0.

Будем говорить, что отображение Р есть оператор сжатия,
если существует число а. < 1 такое, что

р(РЫ, Р(х')Хар(х, х) (2)

для всех х, I'sfi, Оказывается, что если Р — оператор сжатия,
то можно-гарантировать существование, и притом толвко одной,

неподвижной точки. Именно, справедлива
Теорема -1. Если Р есть оператор сжатия, то в Q

существует единственное решение х* уравнения (1). При этом х*

может быть получено как предел последовательности {хп}, где

а:п+1
= Р(хп), п = 0, 1, ...,

а хо
— произвольный элемент из О.

39 Л. В. Канторович, Г. П. Акилов
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Быстрота сходимости последовательности 1хп) к решению да-

ется неравенством
п

р {хп, х*) < j—- R (хъ х0)г п = 0, 1, ... (3)

Доказательство. Так как

Xn+i
==:= *\Xn/i Xn === JiKXn—i/j

то согласно (2)

p(arn+i, xj < ар(лг„, ж„_,).

Последовательно используя аналогичное неравенство, получим

р(ж„+1, х„) «£ a"ptei, хв).
Поэтому
Р \Хп+р> Хп) ^^ Р \Хп+р, Хп+р—\) + .. . + Р (лГп+1, Хп) <

•

"

< (o»+*-i + ... + а») р (Xl, *0) <^р (ж" *0). (4)

Поскольку а" -*■ 0, полученная оценка показывает, что

последовательность {хпУ сходится в себе и, следовательно, в силу
полноты пространства X сходится к некоторому элементу х* е X. Так
как каждый хп е £2, то вследствие замкнутости Q и х* е Qt так

что имеет смысл Р{х*). Опять, используя (2),. имеем

р(лгп+„ Р(х*)) = р(Р(хп), Р(х*)) < ар(ж„, ж*), п = 0, 1, ...,

и, поскольку правая часть здесь стремится к нулю,

X,i+i —*■ Ir\X )t

откуда
x* = Pix*).

Едипственпость решения также вытекает из (2).

Действительно, если бы существовало еще решение х е Q, то было бы

р(х, лг*) = р(РШ, />(«*))< ор(£, х*),

а это возможно лишь в случае, когда р(х, х*) = 0, т. е. х= х*.

Оценка (3) получается, если перейти в (4) к пределу при р -*■ °°.

Замечание. Неравенство (3) дает область возможного

расположения решения уравнения (1). В частности, при п = 0

Р (**, «о) < fZT^ P (xi' *<))• (5>

1.2. Условие (2) нельзя, вообще говоря, заменить на более
слабое:

р(РЫ, Р(х'))<р(х, х'), ж, ж'efi, хФх\ (6)
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Действительно, пусть X = R1 — множество вещественных

чисел, Q «= X, а отображение Р определено следующим образом:

Р (х) = -£• + х — arctg x.

Нетрудно видеть, что неподвижных точек у отображения Р "нет,
между тем

р(Р(х),Р(х'))-\Р(х)-Р(х')\ =

•Ея I
-J-ЗГ\\Х-Х'\ <Р(Х,Х')
1 + 5 I

|Р'(Ш|*~*'1

(£ — точка, лежащая между х и х').

Теорема 2. .Если отображение Р переводит замкнутое
множество Л cr Q в относительно компактное множество Л cr Q ы если

выполнено условие (6), то существует единственная неподвижная
точка отображения Р.

Доказательство. Рассмотрим Р на компакте Д cr Q. Так
как отображение JP, очевидно, непрерывно, то непрерывная

функция (р(дг) =»р(ж, Р(х)). Функция ф на компакте Д принимает свое

наименьшее значение в точке х0 е Д:

Р (*<>. р Ю) = min Р (*» р (*))•
хед

Предположим, что р(ж0, Р(х0)) >0. В силу (6) имеем

р (Р (х0), Р* (*„)) < р (хв, Р (*„))= min p {х, Р (х)). (7)

Однако Р(х„)&А, и тем самым неравенство (7) противоречиво.
Следовательно, р(дг0, />U0)) = 0 и ж0

= РСг„).
Если х е Q — некоторая другая неподвижная точка

оператора JP, то

рШ, Хо) = р(.Р(х), Р(х„)) < р(ж, ж0),

что приводит к противоречию. Теорема доказана. /-
1.3. Нередко случается, что отображение Р зависит от

числового или иного параметра. Тогда решение уравнения (1) также

будет зависеть от этого параметра. Можно показать, что

непрерывная зависимость Р от параметра влечет непрерывную
зависимость от параметра решения. Дадим более точные формулировки.

Пусть, кроме пространства X, имеется другое метрическое

пространство Y. Предположим, что каждому уеУ соотнесено

отображение Ру, отображающее Q с X в себя. Мы говорим, что

Ру непрерывно по у в точке у0 е YB, если, какова бы ни была

последовательность {у„) с: У„, уп -*■ у0,

pvn(x)~^PH^ НРИ кажД°м *£Й. (8)
39*
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Рассмотрим уравнение (точнее, семе'йство уравнений)

х=*Ру{х). (9)

Предположим, что при каждом у е Г оно имеет единственное

решение, которое, очевидно, будет вависеть от у, так что его

естественно обозначить черев ху. Будем говорить, что решение

уравнения (9) непрерывно аависит от у при у — у9, если, какова

бы ни была последовательность {у„) с: Г, уп->-уъ будет Хуп-¥-хУо,
В случае, когда при каждом у'е У0 отображение Ру является

оператором сжатия, из непрерывности Ру вытекает непрерывность

решения уравнения (9). Точнее говоря, имеет место

Теорема 3. Если при каждом y^Y„ отображение Ру
удовлетворяет условию (2) с а, не зависящим от у, и если в точке

ув в Ya отображение Ру непрерывно по у, то при у «■» у„ решение

уравнения (9) непрерывно аависит от у.

Доказательство. Пусть у — произвольный элемент из YB.
Решение ху уравнения (9) построим как предел {ж„};

xn+i ==■ Ру \Хп)% и = Ол 1,, ...; х0 и=

a;j,0.

Поскольку а£0 -= РУо \xVf)i в силу (5) находим

Р (а£г а£0)<Т~^Р (*и жо) ю j—^P (pv (*v0)» pv0 (жц>))-

Требуемая непрерывность ху при у=*уо отсюда легко
усматривается с помощью (8).

Замечание. Совокупность отображений-Ру можно

трактовать как одно отображение Р, сопоставляющее каждой паре (х, у)
элементов i^Q, ysy, элемент Р(.х, у) — Ру(х). Точно так же

решение ху уравнения (9) можно рассматривать как

отображение f, сопоставляющее элементу y^Y0 элемент F {у)*= Ху.
Доказанную теорему можно поэтому сформулировать так;

Если при каждом yeF,

р{Р{х, у), Р(х', у)) < «р(ж, х'), x,x'^Q

(а < 1 не зависит от у) и при каждом х е Q отображение Р

непрерывно но у в точке у„
е Y, то отображение F также

непрерывно в точке ув.

В приведенной форме принцип неподвижной точки установлен Бана-

жом [1] и Каччопполй. Относительно обобщений на многозначные

отображения см.: Иоффе, Тихомиров.



«21 ТЕОРЕМА ВРАУЭРА 613

§ 2. Теорема Брауэра

В этом и следующем параграфе будут сформулированы еще

два принципа неподвижной точки. Первый — теорема Брауэра —
относится к отображениям, определенным на множествах

конечномерного пространства. На нем основано докавательство

более общего принципа неподвижной точки, так называемого

принципа Шаудера, имеющего дело с отображениями
произвольных В-прострапств.

Изложение в этом и в большей части следующего параграфа
принадлежит В. В. Иванову.

2.1. Условимся об используемых далее обозначениях.

Рассмотрим отображение F, определенное на множестве Е

пространства Rm, значения которого лежат в пространстве R", такое,

что F(x) при любом ле£ представляет собой n-членный набор
чисел; i-ю координату элемента Fix) обозначим через Ft(x). Тем
самым возникает определенная на множестве Е числовая

функция Fu которая называется i-& координатной функцией
отображения F. Ясно, что

Fix) = {FM, Ft(x), ..., Fn{x)), х e E.

Отображение F называется гладким на открытом множестве

UczE, если для любого x^U каждая координатная функция
имеет всевозможные частные производные всех порядков. При
этом одностолбцовая матрица

VdF/дхЛ

DiP(x)~[SPjS,.\t *^ия J = 1,2,..., то, (1)

называется частной производной (по /-й переменной)
отображения F в точке ж, а (пХ т)-матрица

DF(x) = Ш,*"(х>, DtF(x), ..., DJF{x)), x^U, (2)

составленная из столбцов (1),—/гроиаводной отображения F в

точке х. Таким образом, элемент матрицы DF(x), находящийся
в i-й строке и ]-м столбце — это частная производная (в точке

.х) DjFiix) ■= dFJdx} t-й координатной функции отображения F по

У-й неременной. Фиксируя стандартные базисы в пространствах
Rm и R", можно интерпретировать матрицу (2) как линейный

оператор из пространства Rm в пространство R" (см. V.2.8).
Если "то = га + 1, то под DhF(x) мы будем понимать квадратную

матрицу (порядка га), которая получается из матрицы DFix)

вычеркиванием й-го столбца. При этом detDhF(.x) будет
обозначать определитель матрицы U'Fix).

Лемма 1. Цуаь F — гладкое, отображение открытого
множества W в пространстве R"+i в nvocTvaucren Rn ф

— также
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гладкая числовая функция, заданная на R". Имеет место формула
П+1

Ц (-1)*Di[(q>{F(х))detD*F{х)\ .= О, я е= W- (3)

Доказательство. Соотношение (3) есть очевидное

следствие равенств

2 (-1)* Di det D*F (x) = 0, xezW, (4)

n+i

^l(~iyDi((i>{F{x))detDiF{x) = 01 x(=W. (5)

Убедимся сначала в справедливости формулы (4). По

правилу дифференцирования определителей *) имеем

п+1

2 (-1)'Я, (det//*>))= 2 (-lYAih{x) =
i=-i (Шее

= S к-1)1л„;№+{-ф.аы{х)], (6)
(i.«ec+

где: С—множество всех таких пар (£, ft), что i, ft = 1, 2, ...

...,
п + 1и i "¥• ft; G+ — множество всех пар (i, ft) s С, для

которых i < ft; и, наконец, Aih(x) (i, ft e= С, же WO — определитель

матрицы, которая получается из матрицы D*F(x) заменой

столбца DkF(x) столбцом DikF(x) = D{(DkF(x))=DkiF(x), состоящим
из смешанных частпых производных координатных функций по

i-й и ft-й неременным.
'

Пусть (£, ft) e= С*. Чтобы получить определитель Ам(х), надо
(ft — 1)-й столбец определителя Aik(x) поместить между (i— 1)-м
и i-м столбцами этого определителя **). Тем самым Ам(х) =»

- (-1)4-»+,Лл(х), т.* е.

(-1)иа(х) + (-1)Мм(*)-0.

Подставляя это в (6), убеждаемся в справедливости
равенства (4).

*) Вот это правило. Пусть /», (/ = 1, 2, ..., п) — функции, заданные па

некотором мпожестве числовой прямой и дифференцируемые в какой-либо
точке t. Составленный из указанных функций определитель Л также будет
дифференцируемой в точке-1 функцией, причем

п

л'(о=2лл(о,
ft=l

где Ak(t)—определитель, который получается из определителя A(t)
заменой в нем ft-ro столбца столбцом f/Jft (t)) (i = 1.2,. ... п)
производных в точке t функций, составляющих ft-й столбец определителя Л.

**) При t=l (ft — 1)-й столбец определителя Atk(x) становится первым

столбцом определителя Aki(x).
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Приступим к доказательству соотношения (5). Поскольку
для любого i = 1, 2, ..., п + 1

Аф (F (*)) = 2 (Аир) (^. (*)) ОД, (*),

то левую часть равенства (5) можно записать.в виде

п п+1

2 (Аф) (*" (*)) 2 (- 1)* Di^k (х) det Z)'F (a;). (7)
ft=l i=l

Для ft = 1, 2, ..,nna;eW положим

Г*Ш = (Fk(x), F,W, ..
-,
f„Ы).

Производная /?Г*(а:) представляет собой квадратную (порядка
га + 1) матрицу, которая имеет две одинаковые строки

—

первую
и (ft + D-ю. Поэтому определитель этой матрицы detDTh(x) «■»

-= 0. С другой сторопы, очевидно,
п+1

det D Г" (х) = — 2 (— I)5 #Л (*) det DlF (x).

С учетом (7) получаем отсюда формулу (5). Этим и

завершается доказательство леммы.

Доказанную лемму удобнее использовать в «интегральной»
форме. Рассмотрим открытое множество U в пространстве R",

открытый промежуток Д числовой прямой и отображение F
мпожества W= Д X U в пространство R". Предположим, что

отображение F гладко на множестве W и что имеются компакт-

пое множество Kc=U и задапная на R" гладкая числовая

функция ф такие, что ф обращается в нуль на образе ^(ДХ(СЛЮ).
Для (i, x) e W через DJF(t, x) обозначим (не вполне, впрочем,

корректно) производную в точке х отображения F(t, •) *). Так
как при каждом £еД функция h = q>(F\t, •)) может иметь

отличные от нуля значения лишь на компактном множестве К,
мера Лебега которого конечна, и. функция А, будучи гладкой,
непрерывна и, стало быть, измерима и ограничена на К,

интеграл

d (t) = f Ф (F (t, x)) det DXF (t, x) dx =»

k

«= f ф (F (t, x)) det DXF (f% x) dxt t e= Дх (8)
v

определяет па промежутке Д конечную функцию d.

*) Отображение F(t, •) сопоставляет точке xe.U значение F(t, x), так

что F(t, •) отображает множестве U в R". Очевидно, отображение F(tt •)
гладко на U.
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Лемма 2. Функция d постоянна на промежутке Д.

Доказательство. Символом Dt обозначим
дифференцирование по переменной t, а под Dt будем но-прежнему
понимать дифференцирование по хи Кроме того, для i = 1, 2, ..., п

H(f,i)ef положим

Ф* V, х) = (- l)i+1 Я, [ср (F (*, x)) det Di+1F {t, x)].
При зтих обозначениях па основании леммы 1 будет

п"

Dt [Ф (F {t, x)) det DXF (t, x)] - 2 Ф, (t, х),
i=i

так что, дифференцируя под знаком интеграла, выводим из (8)

d' {t) = JDt[cp(F(t, *))det£>*F(*', a:)]&=.

= 2 Ф» (*. *)d*f t e Д. (9)

Если <=»1, 2, ..., га и areR", то под ж* будем понимать точку

пространства R"-1 с координатами хи ..., ж4_1, xt+i, ..., хп. Для
yeR"-1 через 17<(у) обозначим сечение множества U вдоль £-я
оси — множество i-x координат всех таких точек x&U, что

х' = у. Согласно теореме Фубини для- любого i = 1, 2^ ..., п

j Ф4 (f, аг)йж= J / J" Ф(*. а:)<Ь:ЛсЬ«. (10)
U -

R»-lWi(**) /

Но при любом у е Rn-i сечение Ui(y) является открытым
множеством на числовой прямой, и поэтому, коль скоро оно непусто,

представляет собой объединение конечного или счетного

множества попарно не пересекающихся открытых промежутков. Так

как вследствие компактности множества К вблизи концов
каждого такого промежутка q>(F(.t, ж))=0, то внутренний интеграл

формулы (10) по теореме Ньютона — Лейбница равен нулю. Это

обстоятельство, разумеется, имеет место и для тех ieR", для

которых {/Да:1) ■= 0. Таким образом, еГФ = 0 для каждого {еД,
что и означает постоянство функции d па промежутке А.

2.2. Лемма 2 лежит в основе доказательства теоремы Брауэ-
ра для гладких отображений.

Фиксируя в пространстве R" какую-либо норму*),
обозначим через- В единичный замкнутый шар, а через S — его

топологическую границу, которая, очевидно, совпадает с множеством

всех таких х е R", что IWI =» 1.

*) До сих пор в атом не было необходимости, поскольку в силу

теоремы 2 (IV,1.6) любые две нормы в конечномерном пространстве
эквивалентны, т. е. определяют одну и ту же топологию.
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- Л ем м а 3. Если / — гладкое (на R") отображение
пространства Rn в,себя и f(S)cB, то в шаре В существует по крайней
мере одна неподвижная точка отображения /.

Доказательство. Предположим, что в шаре В
отсутствуют неподвижные точки отображения /. Тогда можно подобрать
такие числа ее(0, 1) и г>1, что для точек х замкнутого шара

Вт радиуса т будет выполняться соотношение

11ж-/ЫИ>е, ieBf. (11)

Определим теперь отображение F пространства R"+1 в

пространство R", полагая для feRnieR"

F(t, x)-=*it.-l)f(x) + x = {l-t)(x-f(x)) + tx, (12)

и докажем, что для любых fe[0,~l] и жеS значение F(t, x)
отлично от нуля. Действительно, если бы существовала такая

пара (f„ ж0) е= [0,1] X S, что Ffo, ж0) — О, т. е. что

.

"

ж„ — (1 - *,)/(ж„), (13)

то, поскольку НжоИ = 1 и по условию Н/(жв)И < 1, было бы
справедливо соотношение

1 = ib0ii = (1,_ гв)ЩхвП < 1 -«, < 1,

из которого следует равенство ta = 0; так что в соответствии с

(13) было бы Жо=»/(жо), т. е. ж0 оказалась бы неподвижной
точкой отображения "/, что противоречило бы предположению об

отсутствии в шаре В л, в частности, на его границе S

неподвижных точек отображения /. Так как F — гладкое и,

следовательно, непрерывное отображение, из доказанного вытекает, что,

уменьшив, если необходимо, числа е и г (сохраняя, однако,
условия е>0 и г>1), можно подобрать открытый промежуток
А => [0, 1] и число р е (0, 1) так, что

mt,x)U>e, «еД, ieR", р<11ж11<г. (14)

В лемме 2 примем за 'U внутренность В, шара Вг, за К —

замкнутый шар Вр радиуса р, компактно'сть которого обеспечивается

следствием 2 из теоремы 2 (IV.1.6), и, наконец, в качестве <р
возьмем такую гладкую на R" функцию, что

Ф(У) = 04 yeR", |y|>e, §q>(y)dy=> fq>(x)dr-l. (15)
Лп

■ V

Так как множество U\K состоит из всех ieR", для которых

/>< 11ж11 <г, в силу (14) и (15) для каждого {еД функция
<p(F(t, •)) на U\K обращается в нуль. Таким образом, множества

U и К, отображение F и функция ср удовлетворяют условиям
леммы 2. Стало быть, функция d, определенная формулой (8),
постоянна на Д. В частности, d(0)=d(l). Но согласно (12) и
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(11) WF{0, ж) II >е для x^U. Тем самым на основапии (15)
©(^(0, ж))=0 и, значит, d(0) = 0. С другой стороны, ввиду (12)
F(l, х) = х (Z&U). Следовательно, DXF{1, x) — диагональная

единичная матрица, определитель которой, очевидно, равен

единице. Поэтому на основании (15) d{l) =* \<p{x)dx = l. По-
Ь

скольку оказалось d(0) Фй(1), предположение о том, что / не

имеет в шаре В неподвижных точек, неверно.
Имея в виду перенести результат леммы 3 на отображения,

которые лишь непрерывны и определены только па шаре В,

убедимся в возможности аппроксимации таких отображений
отображениями, удовлетворяющими всем условиям леммы 3.

Лемма 4. Каково бы ни было непрерывное отображение f
шара В в пространстве R", если удовлетворено условие f(S) с В,
то для любого е > 0 существует такое гладкое на R"
отображение f пространства R" в себя, что

1У(х)-/(*)11«£в, х^В, f(S)c:B. (16)

Доказательство. Поскольку отображение / непрерывно,
а, как отмечалось, множество В компактно, образ f(B) также

будет компактным и тем более ограниченным множеством.

Поэтому можно подобрать такое число ае (0, 1), что

l/(*)l<2(lla)> X^B- <17)

Применяя к каждой координатной функции отображепия а/
теорему Вейерштрасса, можно сколь угодно точно

аппроксимировать на шаре В любую из этих функций полиномом .от

переменных Xi (i = 1, 2, ..., га). Используя эти соображения, можно

подобрать такое определенное на всем R" отображение / в R",
что все его координатные функции являются полиномами (так
что / гладко на R") и

llf(s)-a/(a:)ll<min(e/2, 1-«), х^В.
.

(18)

Убедимся, что для отображения / соблюдены соотношения

(16). Если х &В% то вследствие (17) и (18) будет

II/U) - f(ж)И < (1 - a)ll/U)H + Hffce) - a/(*)l < е/2 + е/2 = е.

Если же x^S, то, поскольку при этом по условию 11/(ж)11 «£ 1,
по тем же основаниям должно быть

llfU)ll *£ Щх) - aj(x)\\ +-all/(x)B ^ (1 - a) + а * 1,

•гак что f(S) <= В.

Сформулируем теперь упоминавшееся обобщение леммы 3.

Лемма 5. Если f — непрерывное отображение шара В в

пространство R", *причем $(S) с: В, то в В существует по

крайней мере одна неподвижная точка отображения if.
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Доказательство. Полагая последовательное =1,-=-,...
1

'

.

- ..,—, ..., па основании леммы 4 найдем такую

последовательность {/„,} гладких отображений пространства R" в себя, что

fm(S)<=B, 1/(х) -/m(x)l < 1/m, же В, т—1, 2, ... (19)

В силу леммы 3 для любого т = 1^2, ... отображение /т имеет

в шаре В ненодвижпые точки. Одну из этих точек обозначим

через хт, так что fm(xm) = xm (т—1, 2,....). Поскольку шар В —

компактное множество, из последовательности 1хт) можно

извлечь сходящуюся к некоторой точке х*^В
подпоследовательность. Будем считать, что это уже сделано, т. е. что хт -*■ х*

при т -»- °°. Так как для т
— 1, 2, ...

f(x*) -*,= (/(**) -/UJ) + (f(xj -/mUm))

и ввиду непрерывности отображения / первое слагаемое в

правой части этого равенства сходится (при т -*■ °°) к нулевому

элементу, а в силу (19) то же самое справедливо для второго
слагаемого, получаем f{x*)-= lim дгт = х*. Таким образом, х* —

7П-»О0

неподвижная точка отображения /.
Замечапие. Результат доказанной леммы справедлив и в

том случае, когда под В понимается единичный замкнутый шар
в произвольном* конечномерном (размерности п) нормированном

пространстве X, а под /— отображение шара В в пространстве X.

Действительно, выбрав и зафиксировав в пространстве X

какой-либо базис и сопоставляя элементу х е X элемент у
= Q(x) в

eR", координаты которого (в R") совпадают с координатами
элемента х (в выбранном базисе), мы получим линейный

оператор Q, взаимно однозначно отображающий пространство X на

пространство R". Понятно, что можно нормировать пространство
R" так, что оператор Q будет изометрическим. Ясно, что при

этом образ Q(B) окажется замкнутым единичным шаром Rn,
а отображение J = Q~l1Q будет удовлетворять всем условиям
леммы 5. Не составляет труда убедиться, что если у* е Q(B) —

неподвижпая точка отображения /, то х* «= Q~l{y*) —
неподвижная точка отображения /, принадлежащая шару В.

2.4. Тео.рема Брауэра отличается от леммы 5 (точнее, от ва-

мечапия к ней) тем, что вместо шара В в конечномерном про-,

странстве рассматривается конечномерное компактное выпуклое
множество Q в произвольном (не обязательно конечномерном)
нормированном пространстве X *),

'

но вато от отображения /,

*) Множество Q в нормированном пространстве X называется

конечномерным, если линейная оболочка S(Q) представляет собой конечномерное
подпространство пространства X.
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кроме непрерывности, требуется, чтобы /(Q) <= Q. Указанпые
изменения в условиях леммы 5 возможны благодаря следующей
лемме.

Лемма -6. Пусть X— нормированное пространство, Вх —

сомкнутый единичный шар в X, Q—замкнутое ограниченное

выпуклое множество в X, имеющее внутренние точки.

Существует гомеоморфизм Т пространства X на себя такой, что

T(Q) = fix.
Доказательство. Комбинируя сдвиг с гомотетией, можпо

добиться того, что 0 окажется внутренней точкой множества Q
■и что Bxc=.Qm Первое из этих условий позволяет говорить о

функционале Минковского множества Q (см. П.3.2), который
мы обозначим через р. Функционал р непрерывен на X и ввиду

замкнутости множества Q

Q = {«aX:p(jKl} . (20)

(см. Ш.2.1). Если х&Х и х¥*0, то х/ЫенВх<= Q. Стало быть,
согласно (20) р(.хАШ) < 1, т. е.

СКх) «£ 1ЬИ. (21)

Понятно, что соотношение (21) имеет место.и при аг«=0.

Поскольку множество Q ограничено, найдется открытый шар К,

радиуса г, содержащий множество Q. Взяв опять отличный от

нулевого элемент х&Х, будем иметь гаг/ИагИ Ф ltT, так что в

силу (20) р(гх/Иа:11) > 1. Следовательно, поскольку р(0) «=• 0,

P{*)>y-\*U *еХ. (22)

Из (22) вытекает, что р{х) =0 только при а: = 0.

Определим теперь отображения Г и 0 пространства X в

себя, полагая ПО) -=■ ©(0) = 0, а для х ¥■ 0 •

Ввиду непрерывности и указанного выше свойства функциопа-
ла р отображения Гиб непрерывны в каждой точке

пространства X, отличной от нулевого элемента, а так как вследствие
(21) и (22)

Щаг)И«=рЫ«£1Ы!, 0в(*)1<ИЫ1, (23)

»ти отображения непрерывны и в точке 0.
Заметим еще, что для каждого х&Х и Л>0 ввиду

положительной однородности функционала р и нормы TCkx) •=• КТ(х) и
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х, ieX,

x, iel

Эти соотношения означают, что отображения Т и 6 взаимно

однозначно и, как показано, непрерывно отображают
пространство X на себя, причем Q^T~l. .Стало быть, Т — гомеоморфизм
пространства X на себя. Остается ваметить, что на основании

(20) и (23) HQ)°-BX.
С помощью, леммы 6 доказывается утверждение, которое

можно считать одним из вариантов теоремы Брауэра.
Следствие. Пусть X — конечномерное нормированное

пространство, Й — выпуклое замкнутое ограниченное множество

в X, обладающее внутренними точками, f — непрерывное
отображение пространства X в себя. Если образ fidQ) границы dQ

множества Q содержится в Q, то отображение f имеет в Q не-

подвижную точку.

Действительно, обозначим через В единичный замкнутый

шар пространства X и через Т— гомеоморфизм пространства X

на себя такой, что ГШ) — В (лемма 6). Множество S «= ЗГ(ЗО)

есть, очевидно, граница шара В. Не составляет труда проверить,

что отображение / =• TfT~l удовлетворяет всем условиям
замечания к лемме 5, и, значит, в шаре В существует неподвижная

точка у* отображения /..Понятно, что точка х* — Т~1(у*) будет
неподвижной точкой отображения /, принадлежащей
множеству Q.

Докажем, наконец, и саму теорему Брауэра.
Теорема (Брауэр). Пусть Q — конечномерное выпуклое

компактное множество в нормированном пространстве X. Всякое

непрерывное отображение множества Q в себя имеет по край*
ней мере одну неподвижную точку.

Доказательство. Очевидно, можно считать, что 0sQ',
Конечномерность множества Q означает по определению

конечномерность линейной оболочки 240) этого множества. Заменяя,
если нужно,' пространство X подпространством З'Ш), можно

добиться того, что X будет конечномерным нормированным
пространством, совпадающим о линейной оболочкой множества

Q. Убедимся, что при всех этих дополнительных

предположениях О будет иметь внутренние точки. Оставляя в стороне
вырожденный случай, когда Q =- (0) **), по индукции можно найти

*) В следующих ниже формулах пр»; ж ■=■ 0 мы принимаем для
определенности Ы/р(х) = р(я)/||а:|| =» i.

**) В этом случае X — 2?(Q) = Q, и не только доказываемое

утверждение, но и сама теорема верна тривиальным образом.

в(Яж) = ЯВЫ. Поэтому *)

4 v "
р(х) v i p(z) (1*U

&{T{x))~J^e{x)~J^L-№Lxv v "
||*||

v ' 11 л:И р{х)
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такое конечное непустое мпожество £<=Q, что его элементы

линейно независимы *) и Q <= 2(E). Поскольку при этом X =

*=i?(Q) c^&(E) ста", имеет место равенство X^S'(E), так что

множество Е служит базисом пространства X. Обозначая через
п число элементов базиса Е, а сами его элемепты — через elt'

п

«г, ..., е«, примем и =•

—ц—т- ^ eh и введем множество U всех

элементов пространства А", коордипаты которых £,, £2, ..., |„
(в базисе Е) удовлетворяют соотношениям

п

&>0,, * = 1,2,...,п, 2Е»<1. ч

Так как каждый линейный фупкционал в конечномерном
пространстве, в частности функционал, сопоставляющий элементу
х е X его к-ю координату (А -= 1, 2, ..., п), непрерывен (см.

V.2.8), множество U открыто. Принимая ео = 0 и для элемента
п * п

х е= U обозначая £0 = 1 — 2 £и» будем иметь х = 2 £*е*- Вви-

n

ду того, что £»>0. e,eO(i= 0, 1,...,п)н2^ = 1. ВЫПуК-

лость множества Q влечет ва собой включение х е Q. Таким

образом, U с Q. Но, очевидно, и е £/. Следовательно, и —

внутренняя точка множества Q.

Рассмотрим теперь непрерывное отображение мпожества Q

в себя. Применяя к каждой координатной функции этого

отображения теорему Урысона о распространении непрерывной

функции, мы построим непрерывное отображение / пространства X

ь себя, совпадающее с данным в точках множества Q. Так как

/(50) с /Ш) с: Qt мы оказываемся в условиях следствия из

леммы 6, применепие которого завершает доказательство теоремы.

Доказанная теорема позволяет несколько уточнить
результат следствия из леммы 6.

Следствие. Пусть X— конечномерное нормированное

пространство и О — выпуклое еамкнутое ограниченное
множество в X. Всякое непрерывное отображение f пространства X

в себя, удовлетворяющее условию f(dQ) <= Q, имеет

неподвижную точку в множестве Q.
В самом деле, если у Q есть внутренние точки, то

сформулированное утверждение совпадает со следствием из леммы 6.
В случае, когда внутренпих точек у Q нет, это-множество,
будучи вамкнутым, нигде не плотно и, следовательно, совпадает

*) Именно поэтому число элементов множества Е ве может
превышать размерности пространства X.
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со своей границей. Стало быть, /(О) = /(50) с: О и можно

воспользоваться теоремой Брауэра.
Замечание. Уже на примерах одномерного пространства

можно показать, что все условия как самой теоремы Брауэра,
так и следствия из пее существенны.

§ 3. Принцип Шаудера

Доказанная в предыдущем параграфе теорема Брауэра, хотя

и является теоремой о пеподвижной точке, но, будучи
«конечномерной», не пригодна для серьезных применений в

функциональном анализе. Оказывается, однако, что теорема Брауэра
остается верной, если опустить предположение о

конечномерности множества Q. Это вытекает из принципа Неподвижной точки

Шаудера, который утверждает существование неподвижной
точки у всякого компактного отображения Р замкнутого
ограниченного мпожества О (в нормированном пространстве X) в себя*).
Идея доказательства принципа Шаудера заключается в

установлении возможности сколь угодно точно аппроксимировать

компактное отображение конечномерным, т. е. отображением, область
вначепий которого лежит в копечномерном подпрострапстве
пространства X.

3.1. Прежде чем осуществлять указанную выше" идею,
докажем одно вспомогательное утверждение топологического

свойства — простейший вариант так называемой теоремы о

разложении единицы. С этой целью сделаем сначала небольшое
замечание. i

Рассмотрим метрическое пространство X (с метрикой р),
и пусть F — непустое замкнутое множество в X. Для геХ
положим

d(x,F)^infp{x,z). (1)

Неотрицательное число d{x, F) называется расстоянием от точки

х до множества F**). Если, кроме х, имеется еще точка уеХ,
то можно написать

d (х, F) < inf (р (х, у) + р (у, г» - р (х, у) + inf р (*, у) -.

*) Напомним, что отображение Р какого-либо множества Й в

нормированном пространстве X в топологическое пространство Y называется компкат-

ным, если Р непрерывно па Q и образ любого ограниченного подмножества
множества й относительно компактен в пространстве Y. Понятно, что в

рассматриваемой обстановке компактность отображения Р означает, кроме
его непрерывности, относительную компактность образа Р(Й).

**) Разумеется, в определении расстояния d(x, F) существенна лишьне-

густота множества F.
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так что d(x, F) — d(y, F) < р(х, у). По тем же основаниям

должно быть d(y, F) — d(x, F) < р(у, х) -= р(аг, у). Следовательно,

\d{x, F)^d{y, FlKpd, y\ x, ysX.. (2)

Согласно (1) равенство d(x, F) ■= 0 означает, что в множестве F
имеются точки, сколь угодно близкие к точке а:, т. е. что х&

^F-=*F. Таким образом,

ЧагеХ: d(x, F) = 0) = F. (3>

Возьмем точку z^X\F и, выбрав достаточно большое число кг,
положим Я*(#) =" k,d(x, F) (х е X). Ив соотношений (2) и (3)
следует, что функция Кж неирерывна на X, обращается в нуль

в точках множества F, 'причем (за счет выбора А;,) можно до-

-биться соблюдения неравенства Я*Ы > 1. Таким образом,

К'(х)>0, *еХ; Я'Ы = 0, ief; A,'(z)>l. (4>

О непрерывной на X функции К', удовлетворяющей условиям
(4), мы будем говорить, что она отделяет точку z от

(замкнутого) множества F. Ясно, что отделяющая функция существует и

тогда, когда F — 0.
Лемма 1. Пусть К — компактное множество в метрическом

пространстве»X, го— натуральное число и Ut, Ut, ..., Ums-ra-
m

кие открытые множества, что Kcz [) Ut. Существуют неотри-

цательные непрерывные на X функции <pt (i = 1, 2, ..., го),
которые удовлетворяют условиям

m

<Pi(z) = 0, xeFi = X\f7i; 2q>j(a;) = l, x^K. (5)
5=1

Доказательство. Зафиксируем i = 1, 2, .."., го и точку

jg K0V, и, понимая, под Я{ функцию, отделяющую точку z

от множества F,, обозначим Gi(z)={x^X: Kl(x)>l].
Множество G«U) открыто и включает в

■ себя точку я. Кроме того,

Gi(z)^\x^X:'k\(x)>Q\czX\Fi = Ui. (6)

m

Так как Ка \] f/j, совокупность всех множеств вида Gt(z)

(J — 1, 2, ..., го; zmKft Ut) является открытым покрытием
компакта К. Следовательно, существуют" такие конечные множест-

«п - .

ва*) AtCzKczUt (i- 1, 2, .... го), что Хс U ( U ^(z)). Для

*) Бели Л* -р 0, то принимаем Fj = 0, ав качестве if* берем
функцию, все вначения которой равны нулю.
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I «= 1, 2,..., /га положим

vt= и ад, %= S М-
*еА4 геА4

Ввиду (6) открытые множества У. и неотрицательные
непрерывные на X функции 1р< обладают свойствами

Ч>«Ы>1, are У,, V,(a:)=0, ar^F,. - (?)
т т

Тем самым, полагая V = (J У4 и ф = 2 %* можем написать
i=i i=i

Кс U f U ^(z)]= Jj yi==y; ,1,(а:)>1, агеУ, (8)
i=i\2GAi / i=i

Так как при /га = 1, очевидно, У— У! и ij>= if,, функция <р,:

q>t(aO == min (1, ty(a:)), x e X,

согласно (7) и (8) решает дело в этом случае.

Предположим, что /га> 1, и введем множества

W-ix^X: Ч>Ы > 1), Н= {* е X: tp(ar) < 1/2).

Поскольку функция 1р непрерывна на X, эти множества

открыты. Кроме того, ясно, что H<=X\W, а в силу (8) W^K.
Поэтому по доказанному (случай./га =»1) существует неотрицательная

непрерывная на X функция ц, которая в точках компакта К

принимает значения, равные единице, а на множестве X\W и,
в частности, на множестве Н обращается в нуль. Обозначим

наконец

U = {хе=X: фЫ >0), F-X\U = {ieX: ^(а:) = 0}

а для i = i, 2, ..-., /га определим на X функции q^:

U. (z) Яр, (л:)
•PiW — ^(J)

"

« же 17, Ф4(а:) = 0, ieF. (9)

Так как множество U открыто, каждая из функций ф4
непрерывна в точках множества U. Любая из этих функций,
обращаясь в нуль на открытом множестве Я, непрерывна и в точках

Этого множества. Стало быть, функции (9) непрерывны в

каждой точке х е U U Н— X. Из равенства ц(аг) =» 1 (а;еД и

соотношений (7) вытекает, что функции q>< удовлетворяют и «всем

остальным требованиям леммы.

Замечание. Доказательство леммы без каких-либо изменений
годится и в том случае, когда под X понимается топологическое \Tt) —
пространство, т. е. такое топологическое пространство, что для любого замкнутого
Множества FcXh каждой точки z e X\F существует (неотрицательная и

непрерывная на X) функция А*, отделяющая точку х от множества F (см.

(4)). Нетрудно показать, что указанным свойством обладают локально

выпуклые пространства и, вообще, топологические векторные пространства.
*J0 JT- в- Кввторович. Г. IX. Авилов
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3.2. Теперь мы можем доказать основную лемму этого па-
'

раграфа об аппроксимации.
Лемма 2. Пусть fi.— непустое топологическое пространство,

X — нормированное пространство, Р — такое непрерывное ото-

брожение пространства fi в пространство X, что область

значений P(Q) относительно компактна в X. Каково бы ни было

число е > 0, существует конечномерно? выпуклое компактное

множество Cc=Xt содержащееся в выпуклой замкнутой
оболочке области значений Р(О), и такое непрерывное отображение
Р, пространства Q в пространство X, что

РЛ2)сС; 11Р(и)-Р.(<й)1К0, ©efi. (Ю)

Доказательство. Обозначим через К замыкание P(Q)
области значений P(Q) и через U — открытый шар радиуса в

с центром в нулевом элементе пространства X. Множество P(Q)
относительно компактно. Это означает, что его замыкание К
компактно. Кроме того, будучи относительно компактным, мно-

. жество Р(О) вполне ограничено. Следовательно, поскольку

Р(&)Ф&, существует натуральное число m и точки s<sP(Q)
(»-1, 2, ..., т) такие, что открытые множества Ut = xt + U—

отрытые шары (радиуса е) с центрами в точках xt— образуют
покрытие компакта К. Применяя к множествам К и Uf лемму
i, найдем неотрицательны© непрерывные 'на X функции ф4
ii ~ 1,- 2, ..., т), для которых соблюдены соотношения (5).
Убедимся, что

фДЯ<й))НР(и) - х<\\ < ефДР(ю)), i = 1, 2,..., т; ©ей. (И)

Действительно, во всяком случае РЫ) е К. Поэтому согласно

(5) 0*£уАРШХ1. Если, кроме того, P(v>)e=Fi = X\Ut, то

также на основании (5) ф4(Р(<й)) = 0, и соотношение (11)
выполняется тривиальным образом. В случае же, когда Р(©) s Ut,
<11) очевидным образом вытекает из соотношения ПР(са)—arjl<e.

Поскольку (см. (5)) 2 Ф{(Р(©)) = 1 (©ей), из (11) следует

1т
[1 m

РН - 2 *i«Pi (Р (со)) < 2 Ф1 (Р Н) IIР N -

ж, fi <
т

»=i »

m

Остается Припять Ре (ю) = 2 ЯчФ» (Р (и)) (ю е fi) и в ка-
г=1 «

честве С взять выпуклую замкпутую оболочку множества

\хи ..., хт) *). Так как конечпомерное подпространство порми-

*) Нетрудно показать, что выпуклая оболочка коночного множества в

каусдорфовом локально выпуклом пространстве замкнута. Поэтому С есть

просто выпуклая оболочка множества {z.i, ..., хт}.
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рованпого пространства замкнуто, C<=X9 = 2'{zi; х2, ..., хт)*
Стало быть, множество С конечномерно. Будучи ограниченным
(очевидно, Ы «£max(На;,!!, ..., ItaJI) для любого х^С) и

замкнутым, множество С компактно.

Замечание. По той же схеме, но с использованием вместо самой

леммы 1 замечания к ней, может быть доказан и более сильный результат,

когда в роли X выступает локально выпуклое хаусдорфово пространство.
Йменно, при этих условиях можно утверждать, что для любой (открытой)
окрестности U нулевого элемента пространства X существует
конечномерное компактное выпуклое множество С cz X, содержащееся в выпуклой
замкнутой оболочке области значений P(Q), и непрерывное отображение Рц-

пространства й в пространство X такие, что

Рр(ю)е=С; />(©)—Рр(ю)е£/, ю е= й.

3.3. Теперь все готово, чтобы доказать принципы
неподвижной точки Шаудера. Нам удобнее сначала доказать второй
нринцип.

Теорема (Шаудер). Пусть X—нормированное
пространство, О — выпуклое замкнутое множество в нем и Р —

непрерывное отображение множества Q в себя. Если область
значений P{Q) относительно компактна в X, то отображение Р имеет

неподвижные точки.

Доказательство. В лемме 2 положим последовательно

е = 1, 1/2, ...; в результате этого возникнут последовательность

{С„} конечномерных компактных вножеств в пространстве Хт
каждое из которых содержится в выпуклой замкнутой оболочке
fi0 области значений P(Q), и последовательность {Рп}
непрерывных' отображений множества Q в пространство X такая, что для

каждого п «= 1, 2, ...

P„(i)eC„; Шх)-РпШ^1/п, ieQ. (12)

Так как Q — выпуклое замкнутое множество и P(fi) <=■ fi,
справедливо соотношение С„ с Q<, cz Q (п = 1, 2, ...). Поэтому с

учетом (12) должно быть Рп(Сп) с Pn(fi) <= Сп. Это соотношение

позволяет применить к сужению отображения Р„ на мпожество Сп
теорему Брауэра (см. XVI.2.4), вследствие чего образуется
последовательность {хп) неподвижных точек отображений Р„, так

что ■

ineC»cfi; Р(хп) *=хп, п — 1, 2, ...

Тем самым на основании (12) должпо быть lim (P (жп) — хп) — 0.
п-»оо

Рассмотрим последовательность {P(xn)h Так как

множество P(.Q) относительно компактно, указанную

последовательность можно разредить так, что получится сходящаяся к

некоторой точке х* е Р(£2) cz fi последовательность. Считая для

простоты, что уже сама последовательность {Р(х„)) сходится к ж*,.
из сказанного выше заключаем, что и lim хп

— х*. На тогда
40* я-*»
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ввиду непрерывности отображения. Р будем иметь Р(х*) =■

— lira P (in) =» х*, ч. е. х* — неподвижная точка отображения Р.
П->ов

Доказанпая теорема низводит теорему Браузра до уровня
вспомогательного утверждения, поскольку, очевидно,
справедливо более сильное высказывание — первый принцип
неподвижной точки Шаудера.

Следствие. Пусть Q — выпуклое компактное множество
* нормированном пространстве. Вскякое непрерывное
отображение множества Q в себя имеет неподвижные точки.

Для доказательства достаточно заметить, что область
значений рассматриваемого отображения, будучи подмножеством
компактного множества Q, относительно компактна.

Замечание 1. Нетрудно понять, что каждое из условий
как самой теоремы, так и следствия из нее существенно.

Замечание 2. Несколько усовершенствуя доказательство теоремы

(в частности, используя в нем вместо леммы 2 замечание к ней), можно

усилить результаты и доказанной теоремы, и следствия не нее, ваменяя в

их формулировках нормированное пространство произвольным хаусдорфо-
вым локально выпуклым .пространством.

Доказанные выше принципы неподвижной точки впервые

установлены в статье Шаудера [1], а сформулированный в

замечании 2 результат
— в статье Лерэ и Шаудера [И, в связи

с чем он и называется принцип ом Лерэ — Шаудера.

§ 4. Применения принципа неподвижной точки

Рассмотрим некоторые применения доказанных выше теорем.
4.11 Пусть имеется функция Ф(», в) двух вещественных

переменных, определенная в полосе а ^ s ^ 6, —«> < ц < °°;

предположим, что Ф непрерывна и имеет непрерывную производную

по и, удовлетворяющую условию

0<Zm^.O'u(s,u)^.M, a<s<6, — оо<и<ор. (1)

При этих условиях существует единственная непрерывная в

[а, Ь] функция в = #*(«), удовлетворяющая уравнению

Ф(«, ж*Ы) = 0. (2)

■ Этот результат может быть получен с помощью теоремы 1.1.

Для этого рассмотрим в пространстве Х = С[а, Ь] онератор Р,

определенный следующим образом-:

у~Р(х), y(s) = x(s) — -w^;-0(s, x{s))t s<=[a,b].

Без труда проверяется,, что Р является оператором сжатия.
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В самом деле, если у = Р(х)г у — Р(.%), то для любого s ез [с, 6]

Iy(s) ~У (*) I - \x(s)- x(s) - _А_[ф(5, х(8))-Ф{з, x(s))]| -
-|х(s) -x(s)|| 1 -зц-jLj. ф'и(*, в(*))|<а\х -х{,

М—т
а

л, следовательно, ввиду (1) а< 1.

Существует единственная в С[а, М неподвижная точка х*

оператора Р. Остается заметить, что соотношение х* = Р(х*)
равносильно равенству (2).

4.2. Рассмотрим далее систему обыкновенных

дифференциальных уравнений

-— «« ф4 [хх, xif т •., хп; t)t г =" 1, 2,«.., га. (о)

Если ввести n-мерные векторные функции, попимая под этим

упорядоченный набор из п вещественных функций, можно

записать систему (3) в виде одного уравнения

■£- =» ф (х, *), . (4)

где x(t) — вектор о компонентами ar,(t), xt(t), ..., xn(t), а ф(а\ t)
имеет компоненты q>i(x1, ..., х„; t), ..., ф„(жи хг, ..., х„; t). При
этом производная понимается как векторная функция с ком-

da; dza dxn
понентами -^t Щ^-чЦй'

Допустим, что требуется найти решепие системы (1) в

промежутке [а, Ь], удовлетворяющее начальным условиям

xi (а) =• у£\ i — l,2f.,.,n,

или, в векторной форме,
ж(с) = yt (5)

t,yt — элемент пространства R" с координатам:^ • Уо f • • • > Уо* )*
Решение этой задачи равносильно разысканию решения интег-

ральпого уравнения

х (*) = Уо + J Ф (х (т), т) dr. (6)
а

Теорема 1. Пусть векторная функция <р(у, t) определена

уеВГ, \у-ув\<6, t^la, &'],
*
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ограничена для указанных аначений у, t, измерима по t при
каждом из возможных значений' у и удовлетворяет условию

Липшица по у:

\q>{y,t)-q>(y, t)\^K\y-y\, (7)

еде К не зависит or't.
Обозначим

M = suplq>(y, t)\, \у-у„\^8, «е[я, 6'].

Тогда, если промежуток la, b] с [а, Ь'] достаточно мал, именно,
если

Ь — а< min [т-т]. <8>

то интегральное уравнение (6), а следовательно, и система

дифференциальных уравнений (3) имеет единственное решение,
удовлетворяющее заданным начальным условиям. При этом ре-

шение непрерывно зависит от начального вектора £/«*).
Доказательство. Введем пространство С„«=С([а, b], R")

вещественных непрерывных re-мерных векторных функций,
заданных в [а, Ы. С„, естественным образом линеаризованное,
становится ^-пространством, если положить для х^С„

|я| = max |я(*)|.

Имея в виду применение теоремы 1.3 к уравнению (6),
положим Х = С„, F = Rn. Уравнение (6) можно записать в виде

функционального уравпепия

*-Л,в<*); (9)

здесь Ру — интегральный оператор

з = Pv(х), уе=R"t «eft, с{t) = у + Jq>(x{%), x)dx, (10)
a

определенный на множестве Q, состоящем из всех х е С„,
удовлетворяющих условию

\хЦ)-у„\ <б, t^[a, Ъ].

В качестве YB следует взять совокупность векторов у е R", для

которых

\у — Уь\ <б, = б — М(Ь — а).

Оператор Ру при каждом y^Y„ переводит Q в себя.

Действительно,

И*) — Уо\^\У~Уо\ + П Ф (*(*). т)Л <б1 + ЛГ(Ь —а) = б.

*) Евклидову,длину вектора у мы вдесь и в дальнейшем обозначаем

через \у\.
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Проверим еще выполнение условия (2) § 1. Пусть х, JeQ;

t

j [ф (х (t)t г)— ф (ж (г), г)] dxЪРу(х)— Рх(ж)1= max

te[o,b]

Принимая
<Я(Ь~-а)Цж —ж||.

а
— К(Ь — а).

имеем согласно (8) а < 1.

Непрерывность оператора Ру по у очевидна.

Итак, согласно теореме 1.3 уравнение (9), а следовательно,

в интегральное уравнение (6) имеет единственное решение,

непрерывно зависящее от у.

Замечание. Непрерывная зависимость решения ху

системы (3) от начального вектора у при у=°улв настоящем случав
означает следующее: по каждому е > 0 найдется такое г\ > О,
что как только \у — ул\ < г\, так |ж„ — #у0|с < Е-

4.3. Применение к оператору (9) принципа Шаудера
позволяет установить существование решения уравнения (6) и,
следовательно, системы (1) при более слабых предположениях
относительно функции ц>(у, £). Однако в этом случае не может

быть доказана единственность решения и тем более

непрерывная зависимость его от начального вектора.

Теорема 2. Пусть функция ф удовлетворяет всем

условиям теоремы 1, кроме условия (7), которое заменено более сла~

бым требованием: при каждом t&[a, У] функция ц>(у, t)
непрерывна по у равномерно относительно (е[с, Ы.

Тогда, если

Ь-а< б/М,

то система (3) имеет по крайней мере одно решение,
удовлетворяющее начальному условию (5).

Доказательство. Примем обозначения теоремы 1 и

положим Р = Pv . Легко видеть, что оператор Р переводит Q в

себя. Действительно, при доказательстве этого обстоятельства
в теореме 1 было использовано лишь неравенство М(Ь -й)<6,
которое выполняется и в настоящем случае.

Также нетрудно проверить, что Р — непрерывный оператор.
В самом деле, пусть хп -+•

х0, х„ е Q,. z„ = Р(хп) (и = О, 1, ...).
Поскольку функция tp(y,'t) непрерывна, по произвольному е>0

найдется такое т] > 0, что при \у — у'\ < т]

1ф(1/, *)-ф(г/\ t)\<e, t<=[a, b]. (11)

Так как На;п — аг011 ->■ 0, то при достаточно больших п (n ^ па)
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будет Иа;п — ха\\ < г\, и тем более

1ж„(*)-Жо(*)|<т], tela, Ы.

Пршшмая во внимание (11), можно паписать для указапных п

1ф(жпШ, t) - ф(ж„(«, *)| < е, «е [а, Ы.

Следовательно, при п>п„

И гп — 20 Й = max I *" (0 — zo С)К
te[o,b]

t

^ max I I ф (xn (x), x) — ф {хе (т), г) | dx ^ е (Ь — а).

Поэтому ziT== P(xn) -*- z» = Р(жв).
Поскольку ясно, что Q— выпуклое замкнутое множество, то

для применения теоремы 3.2 надо установить лишь

относительную компактность множества P(Q). Этим завершится'
доказательство теоремы.

Критерий компактности множества в пространстве С (1.5.4)
без труда переносится и на пространство Сп. Таким образом,
падо доказать, что функции семейства P(Q) равностепенпо

непрерывны (равномерная ограниченность их вытекает из того, что

P(Q) с Q, a Q — ограниченное множество). По это является

следствием неравенства •
-

\z{f)-z(t)\ j Ф (* (т), т) dx <Лф' — t\t ieQ, z = P(x).

Теорема доказана.
4.4. Рассмотрим интегральное уравнение

""

ь

х (s) = К'J ф (s, t, х (t)) dt. (12)
а

Применение теоремы 1.1 позволяет доказать, что при

достаточно малых Я уравцение (12) имеет единствепноа решение.

Теорема 3. Пусть функция ф(я, t, и) определена и

непрерывна в параллелепипеде

,a*2s, -**2b, \u\<h

и (при каждых фиксированных s и t) удовлетворяет условию
Липшица по и:

\q>{s,t,u)-y(s,t,u')\^K\u-u'\,

причем К не зависит от s и t.

Тогда, если обозначить

Л/ = тах |ф(в, t, ы)|, a^s, К>Ь, |ы|*£й,
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то при Я, удовлетворяющих условию

М<™[щ^уЩ^\ (13)

уравнение (12) имеет единственное непрерывное решение.
Доказательство. В теореме 1.1 положим Х = С1а, Ы,

а в качестве Q возьмем совокупность тех же С, для которых
Jlxll <i h. Оператор Р определим так:

ь

z=*P (ж),: z (s) = Я j ф (s, t, x (t)) dt.
a

Условие (13) обеспечивает принадлежность Pix) ^ Q.

Действительно,
ПР(*)П<|ШГ(Ь-в)<Л» jeQ.

Далее,
- ь

QP(х) - Р (*')||< | Я| max J | Ф (s% t% x(t)) - Ф (s, t, x' (*)) | df<

<|Я|Я(6-а)Цж-:г'||.

Следовательно, если положить a=\K\K(b — а), то из (13)
получаем а < 1, т. е. Р есть оператор сжатия.

Поскольку уравнение (12) можно записать в форме

ж«=Р(ж), (14)

то существование и единственность решения уравнения (12)

вытекают из теоремы 1.1, все условия которой, как проверено

выше, удовлетворены.
Замечание 1. Возьмем произвольную непрерывную

функцию ж0 (HarJI *£ h) и построим исходя из нее последовательность

{хп} функций
"

ь

Xn+i (s) = Я J ф (s, t, xn (t)) dtt n = 0, 1, ...

а

Тогда, как это следует из теоремы 1.1, построеппая
последовательность равномерно сходится к решению уравнения (12).

Замечапие 2. Применение теоремы 1.3 дает возможность

установить непрерывную зависимость решения уравнения (12)

от Я для Я, удовлетворяющих условию (13).

4.5. Использование нрипципа Шаудера позволяет в

некоторых случаях увеличить границу тех Я, для которых можно

утверждать разрешимость уравнения (12).

Предположим, что функция ф имеет вид

ф(я, t, u) = I(s, tWt, и), • (15).
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где K(s, t) непрерывна в квадрате la, Ъ; а, 61, a if(f, и)
непрерывна для £е [а, 61, |и| <й. Справедлива

Теорема 4. Если в интегральном уравнении (12) функция
имеет вид (15) к1

lM<ifA(t-.)« (16>

где Л/г = max | AT (s, t) |t Afg = max | яр (£, м) |, то уравнение
а<СЪ,КЬ a<t<b

(12) имеет непрерывное решение.
Доказательство. Сохраняя прежние обозначения,

докажем, как и выше, что оператор Р переводит множество Q в

себя. Поскольку множество Q выпукло и замкнуто, а оператор Р

непрерывен (ср. доказательство теоремы 2), то, как и в теореме

2, достаточно проверить, что P(Q) относительно компактно;

тогда будет применима теорема 3.2. Так как P(Q) есть

подмножество пространства Cla, 61, то надо доказать, что функции из

P{Q) равномерно ограничены и равностепенно непрерывны.
Первое очевидно, а второе является следствием перавепства
(г = Р(1),геШ

ь

И*)-*(01ЧМ <§[K{s,t)-K{s',t)]q(t,x(t))dt
ь

^\K\M^\K(sxt)-K(s',t)\dt.

Трактуя интегральпый. оператор, как оператор в

пространстве L4a, 61, можно с помощью принципа Шаудера установить

результат, аналогичный теореме .4.

Теорема 5. Пусть в уравнении (12) функция ф(я, t, и)
имеет вид (15), причем функция K(s, t) измерима в квадрате
la, 6; а, 6] и удовлетворяет условию

*

ь

Л2= sup \\K(s, t)\*dt <oo(

а функция if(f, ы) определена в прямоугольнике la, 6; —h, h] и

непрерывна там.

Тогда, если

^<лф=п <17>

то уравнение (12) имеет решение, суммируемое с квадратом
на [а, 61.

. Доказательство. Как и выше, опираемся на теорему
3.2. Но на этот раз мы положим X = Ula, Ъ\. В качестве Q
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возьмем множество тех leL2, для которых

\x(t)\ «£ h почти для всех fe [а, Ы,'

а за Р сохраним прежний смысл.

Проверим, что условие (17) обеспечивает включение P(Q) <=

'<zQ. Действительно, если. ieQ и z = />(а:), то для se [а, Ь] по

неравенству Бупяковского будем иметь

1Ь
I

\k{s, t)$(t, x(t))dt <
о I

[ь
11/2Г * Т1/2

('|#(*,oi*I .fn>(*.*(*))P* <|Х|ЛЛ/1УТ=Ь<л.

Докажем, что оператор Р непрерывен. Пусть i, i'eQ н

х = />(*), z'=P(x'). Имеем

Ь Ь

\z(s)-z'(s)\^^\K\^\K(s,t)\idtjl\^{t,x(t))-^{t,x'{t))^dt^
а

Ь

< | Я. |2 Л2 J | ф (*, х (0) - ^ф (*, я' (0) |2 Л. (18)
а.

Пусть задапо произвольное е > 0. По непрерывпости функции
ч|з найдем г\ > 0 так, что при I и — и' I < т] будет

|ip(f, u) -ipU, u')l < е, t е= [а, Ы.

Разобьем далее промежуток [а, Ь] на два множества, е1 и е2,

относя в е, те точки, в которых \x(i) — x'{t)\ < л, а в еа остальные

точки. Обозначая На; — ж'Н = if, будем иметь

ь

у*= \\x{t) — x'(t)\2dt^\\x(t) — x'(t)\2dt^rfmese2t
* «а

так что

mes ег *£ TfVtj*.
ь

Оценим теперь интеграл / => ) | ip (t, a; (*)) — ■ф (<г а:'(*)) |2 dt'.
я

I = $ + $\^(t,x(t))-q{t,x'(t))\*dt^
ei «а

^ е2 mes ех + 4М2 mes е^^ е2 (6 — а) 4 =—.

Ч
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Используя эту оценку, получим из (18)

[z-.z'||2«

'■- J|s(s) - z' (s)|2 ds<|X|»4»(b — a) 1 e2 (6-

-

4M2J*-*'||2
-в)1-

,,2

Таким образом, гиг' могут быть сделаны сколь угодно

близкими, если достаточно близки жиж'.

Поскольку ясно, что Q — выпуклое и замкнутое множество,
остается доказать относительную компактность множества P(Q).

Для этого воспользуемся теоремой М. Рисса ПХ.1.3), на

основании которой достаточно проверить, что

]|*(* + ri)-*(')f<fc-*o
t)->0

равномерно относительно ze/>(Q)*).

Пусть zsQ, г-=Р(ж). Тогда
ь

Jl*(* + *0-*(»>P*-

ь ь

о о I
Ь Ь

Докажем, что последний интеграл стремится к нулю.

Это очевидно, если функция K{s, t) непрерывна. Если же

K(s, t) общего вида, то можно подобрать последовательность

{K„(s, t)) непрерывных функций такую, что
'

ь ь „

J J" | К (s, t) -Kn (s, t) I8 ds dt ^* 0.
a a

Имеем

[ь
ь -и/г

[Ь
Ь -11/2

j" J|JC»(* + tb*)-tf»(*,*)|«&<» +

*) В теореме М. Рисса имеется еще условие ограниченности норм, о

котором мы не упоминаем в тексте,так как оно, очевидно, налицо.
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[Ь
Ь . "11/2

[ь
ь nit

§l\K(S,t)-Kn{s,t)\*dsdt\ .

а а х J

Выбирая п настолько большим, чтобы последние два интеграла
В правой части были' меньше произвольного е > 0, и затем г)

настолько малым, чтобы первый интеграл был также меньше е,

получим требуемый результат в общем случае.
Теорема полностью доказана.

Замечание 1. Если функция яр(*, и) определена в полосе

а ^ t <, b, —°° < и < оо, и, кроме того,

Щ*)-+0 (19)

то при достаточно большом h условие (16) теоремы 4 и условие

(17) теоремы 5 будут выполнены, каковы бы ни были Я, Ми Мх
я Ъ — а. Таким обравом, (19) обеспечивает существование
решения уравнения (12) для любого %.

Замечание 2. Теоремы 4 и 5 можно доказать при

несколько иных условиях, накладываемых на входящие в уравнения
функции. Также не представляет труда сформулировать теоремы,
в которых уравнение (12) трактовалось бы в функциональном
пространстве, отличном от Cla, о] и Ьг(а, b) (например,
в та, Ь)).

О применении принципа неподвижной точки к доказательству
существования решения нелинейных уравнений см. Красносельский [1].

Важнейшие применения принципа Шаудера даны им в его работах по

вллиптическим дифференциальным "уравнениям, а теорем Лерэ—

Шаудера— в работах но гиперболическим уравнениям (см. Шаудер [3]).

§ 5. Теорема Какутани

5.1. Излагаемая в этом параграфе теорема Какутани (см.
Накутали {21) является обобщением теоремы Шаудера (3.1).
Теорема Какутани имеет многочисленные применения в

математической экономике (см. Н икай до). Ниже мы приведем

приложение этой теоремы к теории игр.
Для формулировки теоремы Какутани нам потребуются

некоторые факты о многозпачных отображениях. Пусть X я Y суть
метрические пространства; через 2У обозначим множество всех

подмножеств множества У. Всякое отображение /: X '-*■ 2Т мы

будем называть многозначным отображением. В этом случае

каждой точке геХ сопоставляется некоторое подмножество fix)
множества У, которое мы далее будем считать непустым.
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Графиком многозначного отображения /: X -*■ 2У называется

подмножество G, в X X У, определяемое так: Gf*^{(.x, у): ye/d)).
Многозпачное отображение /: X -»- 2Y называется замкнутым

« точке х е X, если из того, что х„ -*■ х, уп -*- у и j„6 /(ж„),
следует у s f(x). Отображение / называется вамкнутым, если опо

замкнуто в каждой точке х^Х. Очевидно, что / замкнуто
тогда и только тогда, когда его график G, замкнут в XX У.

Многозначное отображение /: X-»-2Y называется

полунепрерывным сверху в точке х^Х, если для любого открытого
множества U такого, что /(ж) с: и, найдется окрестность V точки х,

удовлетворяющая условию f(V)<=U, где f(V)=* U /(z). Отобра-
-геГ

экение / называется полунепрерывным сверху, если оно

полунепрерывно сверху в каждой точке х е X.
Если / — обычпое однозначное отображение, то для него

полунепрерывность сверху эквивалентна непрерывности, тогда как

замкнутое отображение может и не быть непрерывным.
Лемма 1. Если множество У компактно, то замкнутое

отображение f полунепрерывно сверху.
Доказательство. Возьмем геХ и открытое множество

V =э/Ы. Рассмотрим F= {zeX: /Ы с= U). Так как ж е= F и

j(V) <= U, то нам достаточно доказать, что V открыто, или что

X\V = {zesX: /(z) f| (Y\U)¥>0) замкнуто. Если г„-геХиг,е
«X\F, то найдутся точки yne/(z„) П (Y\U). В силу
компактности У найдется подпоследовательность {Упк\ такая, что Упк-*~
-*■

у е Y\U. Так как отображение / замкнуто, то отсюда у
е /(z).

Следовательно, y^f(z) П (У\[/), откуда z^XXV..
5.2. Точка г*еХ называется неподвижной точкой

отображения /: X -*■ 2х, если х* е /(а;*). Теперь мы можем

сформулировать теорему Какутани.
Теорема 1. Пусть X — В-пространство, К — непустое

компактное выпуклое множество в X, а /: *-К -*■ 2К — многозначное

отображение, удовлетворяющее услови-ям:
1) для каждой точки х&К множество fix) является

непустым выпуклым подмножеством множества К;
2) отображение f замкнуто.
Тогда отображение f имеет неподвижную точку.
Доказательство*). Так как К — компактное множество,

то по теореме Хаусдорфа для любого в > 0 существует конечная

е-сеть для К: хяи хгг, ..., xtnlt). Для любого х^К положим-

фе((ж) = max (в — Их — xj\, 0), i = 1, ..., ге(е).

Очевидно, что ф««
—

непрерывные неотрицательные функции
на К. Так как {arei}i=i — е-сеть, то для любого х&К имеем

i\x — же<1! < в хотя бы при одном i. Поэтому для этого i имеем

•) В доказательстве теоремы 1 мы следуем Н и к а й д о.
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<РеДж) > 0. Это рассуждение показывает корректность следующего

определения:
|»(8)

">« (я) = Фе» (*) S <Pej (x), i = 1, ...,
п (е).

13=1

Зафиксируем теперь произвольную точку yti ^ /(же() (1 = 1, ...

...,
ге(е)) "й определим однозначное непрерывное отображение

Д: К-*-К, действующее по формуле
п(е)

/е(*)= Л>Щ{(х)уы.

Из условий уы s #, ы?н(ж) ^ 0, Еы^Дж) = 1 и из выпуклости
множества К следует /„(ж) е Я. Таким образом, при любом е > О
имеем одпозначное непрерывное отображение Д: К-*- К. По
теореме, Шаудера (3.1) у этого отображения имеется неподвижная

точка xt: Д(ж.) = же.

В силу компактности множества К найдутся
последовательность {е„} положительных чисел и точка х* е К такие, что

выполнены следующие условия:

а) Нте„ = 0; б) жЕп-»-ж*; . в) Дп(жвп) = хп.
П-»оо

Покажем, что х* является искомой неподвижпой точкой

отображения /. Положим йл = /(ж*) + Вь, где Вь = {у: l!j/D < 6),
8 > 0. Мы докажем, что х* s ?/„ при любом б > 0, откуда в силу

замкнутости /(ж*) и получим требуемо'е x*f=f(x*) (замкнутость
fix*) следует из замкнутости отображения /).

Очевидно, что Ut, — выпуклое открытое множество и /(ж*) сг

с иа. В силу леммы 1 по ж* и U6 можно найти шар К, =
•= {ж: Иж — ж*!! < е} такой, что f(Kt) <= Ut,. В силу" условий а) и б>

существует число N такое, что при n^N имеем е„ < е/2 и

ж^еЯе/а. Если Weni{xen)>0, то

l^i —^е„|<е„<е/2,

Следовательно, при n>N имеем жЕп4е Ке для всех i, для

которых wtni (ж^) > 0. Для этих i получаем

г/Еп1е/(жеп1)с/(ЛГЕ)сг^в. (1>

Из условия в) выводим

*e„
= 5>e„i (**»)»*»*• (2>

Ив (1) и (2) получаем, что при n^N точка жвп является

выпуклой комбинацией только тех точек j/en»» К0Т0Рые лежат в Ut,
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откуда в силу выпуклости V» имеем xZn e Z7e. Переходя к

пределу при п -*■
°°, получаем, что х* е £7"в с: Z/24. Как уже

отмечалось, отсюда следует, что x*&f(x*). На этом доказательство

теоремы Какутани полностью закончено.
- 5.3. .Теперь мы приведем одно приложение теоремы Какутапи

к теории игр.

_~ Мы рассмотрим игру двух лиц (игрок I ~и игрок II) с

нулевой суммой," что означает, что один участник выигрывает столько,

сколько проигрывает другой. Стратегией игрока называется

полное перечисление всех действий, которые этот игрок предпримет

в каждом из возможных в процессе игры положений. Множество
всех стратегий (или иначе — пространство стратегий) игрока I

обозначим через X, игрока II.— через У.

Функцией выигрыша называется вещественная функция
К(х, у), заданная на X X У, причем число К{х, у)
интерпретируется как выигрыш игрока I, если игрок I избирает стратегию
х е X, а игрок II — стратегию у a У. Число — К(х, у)
интерпретируется как выигрыш игрока II в той же ситуации. Тройка
{X, У, К), где X и Y— множества, а К(х, у) — функция на

X X Y, называется игрой.
Когда игрок I выбирает свою стратегию х&Х, то, не зная

ничего о стратегии игрока II, он должен предположить, что его

противник выберет наихудшую для него стратегию, т. е. что

выигрыш игрока I составит inf К (х% у). Таким образом, игроку I
пег

естественно искать такую стратегию ж0 е X, что

inf К (ж0, у) = max inf К (х, у). (3)
t/eV «ел: t/er

Учитывая, что для игрока II выигрыш равен —К(х, у), из (3)
получаем, что игрок II должен искать такую стратегию ул е У,
что

inf {— К {х, у0)} = max inf [— К {х, у)],,
хеХ у&? хех

или, что то же самое,

sup К (х, у0) = min sup К (х, у). (4)
зсе-Х t/eif xex

Сравнение (3) и (4) показывает, что для существования

стратегий г,еХи уое У, удовлетворяющих (3) и (4), необходимо
и достаточно, чтобы для всех х^Х, y^Y выполнялись

неравенства

К(х, y0)*ZK(x0, y0XK(x0, у), (5)

для чего в свою очередь необходимо и достаточно выполнение

равенства

min sup К (х, у) — max inf К (х, у). (6)
wsY xf=x хех уег
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Общее значение обеих частей равенства (6) называется

значением игры. Каждая пара стратегий хв, уе, удовлетворяющая

неравенствам (5), называется решением игры, а сами стратегии х„,

у0
— оптимальными стратегиями *). Для доказательства

существования решения игры требуется доказать теорему о минимаксе,

заключающуюся в проверке равенства (6) для данной игры. Мы
сейчас при помощи теоремы Какутаои докажем одну весьма

общую теорему такого рода. Сначала сформулируем следующую
лемму, доказательство которой предоставляется читателю.
Лемма 2. 1) Для любой вещественной функции К(х, у) имеем

inf sup К (х, у) ^ sup inf К (х, у). (7)
yGYx=X

•

x-XyGY

2) Если X и Y суть метрические компакты, а функция К(.х, у)
непрерывна на XX Y, то функции ф(х) = max .К (ж, у) и ty(x) =--

V=Y
= minК (х, у) непрерывны на X. Кроме того, существуют

min maxК (х, у) и max min К (х, у).
»fsv «ex xex yev

Теорема 2. Пусть выполнены следующие условия:
а) X — выпуклое компактное множество в В-пространстве X;
б) У — выпуклое компактное множество в В-пространстве Y;
в) функция К(х, у) непрерывна на XXУ, выпукла относи*

телъно у для каждого х е X и вогнута относительно х для

каждого y&Y, т. е.

К(х, лу, + (1 - К)уг) *£ КК(х, у,) + (1 -, Х)К(хг, у),
Шх± + (1 - Юхг, у) > Шж„ у) + (1 - лШжг, у),

где х, хи х2<£X; у, уи yt^Y; 0<л< 1.

Тогда игра (X, Y, К) имеет решение. Более того,

min maxК (х, у) ~ max min К (х, у). (8)
v&y хех хех у~г

Доказательство. .В силу леммы 2, 2) условие (6),
выражающее тот факт, что игра имеет решение, совпадает с (8). Итак,
будем доказывать (8).

Для любого, х е X положим

S
Вх = fy е= Y: К (х, у) = min К (х, z)|.

Так как множество Y компактно, то Вх Ф 0. Очевидпо, что Вя
замкнуто. Покажем, что оно выпукло. Если уи у^^Вх, 0^Х<^
^ 1, то

К (х, 1уг + (!-*) у*) < ХК (х, У1) + (1 - Я) Я (xf y2) -
«= Я min К (ж, z) + (1.— К) min К (ж, z) = min К (х, z). (9)

z<=Y zeY z<=Y

*) Подробпе см. монографию Карлина, которой мы отчасти следу

.ем в изложении этого пункта.
■%1 JT. В. Канторович, Г. П. Авилов
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С другой стороны, так как У выпукло, то tyi + (1 — Я)у2^ У,
откуда

К (х, кух + (1 - *,) i/2) > min К (х, z). (10)

Сопоставляя (9) и (10), получаем

К{х, Kyt + (1 — X) уг) = min К (х, z).

Следовательно, Xi/t + fl — "К)уг^Вх, т. е. множество Вх выпукло.
Аналогично получаем, что для любою у е У множество

Ау = (х е X: К (ж, у) = max К (w, y)\
I WGX I

непусто, замкнуто и выпукло.

Рассмотрим выпуклое множество С = X X У в 5-прострапстве
XX Y. По теореме Тихонова (1.2.8) множество С компактно

в X X У. Очевидно, что Лу X Вх (х^Х, y^Y) — непустые,
выпуклые замкнутые подмножества в С. Рассмотрим теперь
многозначное отображение /: С-*■ 2е, переводящее точку (ж, у) еС в

множество АУХВХ; Для того чтобы была применима теорема Каку-
тани, нам осталось показать, что отображение / замкнуто.

Пусть (ж„, уп) -*■ (ж, у), (u„, vn) -*- {и, v) в С и (ип, г>„) ез

е /(ж„, i/„). Докажем, что (и, у) е= /(ж, у) •= Ау X Д.. Так как

"" <= Лп» Vn е 5*п' то

Я (ип, Уп) = max A! (w, yn)t
wex

К (жп, v„) = min Я (ж„, z).

Так как и„ -+•
и, то в силу леммы 2,2) имеем

Я ("» У) = 1™# ("п, £/п) = Hm max К (w, y„) = max Я (w, у).
n-»oo n-»oo wGX weX

Следовательно, и е Ау. Аналогично v e Д„
Таким образом, отображение / замкнуто, и применима теорема

Ка'кутани, в силу которой существует точка (ж0, Уо) е С такая,
что (х0, у0) е / (ж0, у0) = Л^хЯ^. Следовательно,

Я (*о. Уо) = тах # (*. Уо) и # (жо> Уо) = minK{x0, у).
хеХ yGY

-Отсюда
min max К (х, у)^.К (x0i yg) ^ max min К (х, у).
V&Y хеХ х&Х ySY

Сопоставляя полученное неравенство с (7), получаем (8). Теорема
полностью доказапа.

5.4. Теорема Какутани является основным инструментом

исследования в теории экономического равновесия. Покажем, как

она используется, на примере одной из основных моделей этой

теории — модели Эрроу — Дебре,
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Рассматривается .замкнутая (не имеющая связей с внешним

пиром) экономическая система, оперирующая с п продуктами.

В этой системе имеется т производственных единиц

(производителей) и I потребителей. Производитель i характеризуется
множеством . Yt допустимых производственных способов, лежащим
в w-мерном координатном «пространстве продуктов» R". Предаю-"
лагается, что это пространство упорядочено естественным
способом и, кроме того, в нем введена норма И-II.-Отрицательные
координаты вектора y^Y, указывают объем затрат, а

положительные — объем выпуска соответствующих продуктов при
применении способа у. Потребитель / описывается с помощью вектора

начальных запасов щ и функции полезности щ, определенной на

некотором множествеXjс i?+ = |ieR": xh^ О, к = lt...,n].
Множество Xj состоит из наборов продуктов (векторов),
допустимых для потребителя /, число щ(х) указывает величину
«полезности» набора х. Считается, что функция щ ненасыщаема, т. е. не

достигает своей верхней грани на множестве X,.
В модели предполагается наличие ценообразующего органа.

Цены— это линейный функционал, входящий в симплекс S =»

■=jp e (Rn)*: р^ 0, 2 Pk ■=• !}• Если цены р заданы, то

определены цели всех участников системы. Производитель i стремится

максимизировать прибыль, т. е. выбрать элемент множества

Ni(p) = {y^Y(: p(.y)=q>i(p)}, где ф4(р) = maxp(y).
(Предполагаем

гается, что этот максимум, достигается). Вся прибыль
распределяется между потребителями, доля прибыли, получаемой
производителем / от i-й производственной единицы, составляет 8«,
причем 2 ву=1 (£ = 1, ..., т). Понятно, что 6«>0.) Допустим, что

i

все производители получили наибольшую возможную прибыль.
Тогда в" распоряжении потребителя / находится его «бюджетное
множество» Mj(.p) =faeХ}: р(х) «^/»(р)}, где

Ш = Р(<Ч)т2воФс(Р). (1*)

Этот потребитель, максимизируя свою полезность, стремится

выбрать элемепт множества Lj(p)=(x^Mj{p): и(х) =■ max «(a^U.
I K'<=Mj(p) f

Набор (jy,, ..., ym; xt, ..., хг, р), где p^S, называется

состоянием равновесия модели, если:

1) у( e N((p) (i =■ 1, ..., m), Xj e L,(p) (J •= 1, ..., I);

. 3)2р(а,)Ч-2Р&)-2р&).
i i з

Таким образом, в состоянии равновесия «суммарное
потребление» 2 xi может быть обеспечено начальными запасами 2 а.
■ i i '

41*
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и вновь произведенными продуктами 2?/f (условие 2)); при
i

этом соблюдается финансовый баланс (условие 3)) и каждый из

участников достигает своих целей (условие 1)).

. Для р «s S положим Л (р) •= 2 а.) + 2 Ni (р) — 2 Li (р)- Пред-
' * j

положим, что множества А(р) содержатся при всех р е S в

некотором шаре Q. Наряду с отображением А: S -»- 2° рассмотрим
"

отображения В: Q ->- 2s и С: Q X S -*- 2QXS, определенные
соответственно формулами

B(j) = |«eSi g(z) = ming'(z)b C(z, р) = 4(р)хД(«). (12)
I

^

fl'SS /

Лемма 3. Пусть (z, р) — неподвижная точка отображения
С, а векторы y«eiV«(p) (i «= 1, ..., m), ж,<=£,(р) (j = l, ..., i>

таковы, что z=>2aj + 2j/i — 2^- Тогда набор (yt, ..., i/m;
_

i j i

ж„ ..., »i5 p) является состоянием равновесия.

Доказательство. Так как (z, р)<^С(г, р)'■=»Жр) XZ?(z),
то £е.4(р), p^B(z). Из соотношения геЖр) следует
неравенство p(z) Э= 0. В самом деле, так как £Др) <= М,[р), то, учитывая

равенство ф<(р) «= р(у<), получим р (#j) < р (а^) + 2 6«Р (У{) 0 =■

i
■= 1, ..., I). Суммируя эти неравенства по./ и используя то

обстоятельство, что 2 6у = lt придем к требуемому соотношению

i_ _

p(z)>0. Так как pefi(z), то для произвольного g
e £ зыполня-

ется qi.z) > p(z) > 0; поэтому z > 0. Из предположения о неиасы-

щаемости легко вытекает, что p(z) •= 0, откуда и следует

утверждение леммы.

Как следует из леммы 3, существование состояния

равновесия можно обеспечить, позаботившись о том, чтобы отображение
С удовлетворяло условиям теоремы Какутани.

Теорема 3. Предположим, что множества У4 (f«=»l, ..., m),
X, (/■=■!, ..., I), векторы а, и функции щ 0'«=1, ..., I),
определяющие модель Эрроу — Дебре, обладают следующими
свойствами;

1) множества Yt компактны и выпуклы;
2) множества Xs замкнуты и выпуклы, 0 & Хц
3) существует такой выпуклый замкнутый конус /feint R" U

1Н0}, чгоХ,с=Я(/~1, ..., I);
4) существует такой вектор Xje Xj, что Xj<.a^ (/ = 1, ..,

5) функции щ вогнуты, непрерывны, ненасыщаемы (/ = 1,..., I).
Тогда рассматриваемая модель обладает состоянием равновесия.

Доказательство. Пусть хеК, где К— конус,

фигурирующий в 3), г^0. Так как хе intR+, то для р е £
выполняется неравенство ~р{х) > 0. Используя это утверждение, а также
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компактпость симплекса S и мпожества {х е К: 1Ы1 «= 1}, легко

убедиться в том, что при некотором *у > О имеет место
неравенство р(х) > уЫ (pe=S, xe= К). Для p^S выполняется М}(р) с
a Xj <= К, поэтому для х е Mt(p) справедливо соотношение

Ц х || ^—/j (р), где функции /,- определены формулой (11). Из ком*

пактности У« следует, что эти функции ограничены, поэтому мно«

жества М£р) при всех p&S содержатся в пекотором шаре. Ив 4)

жытекает непустота этих множеств, а из 2) их выпуклость и

замкнутость. В силу 5) множества Щр) являются непустыми'
выпуклыми компактами. Теми же свойствами на основании 1) обладают
янюжества Nj(p}. Из сказанпого вытекает, что отображение А

имеет непустые выпуклые компактные образы, причем множества

А(р) содержатся в некотором шаре Q при всех p^S. Рассмотрим
отображения В и С, определенные формулой (12). Так как

отображения Л, В имеют пепустые выпуклые компактные образы, то

тем же свойством обладает и С. Покажем, что отображение С

эамкпуто. Для этого следует проверить замкнутость отображений
Ni (i = l, ..., m), Ц (j = l, ..., I) и В. Что касается Nt и В, то

их замкнутость, так же, как и замкнутость Mh вытекает

непосредственно из определений. Остановимся па отображениях L,.
Прежде всего отметим, что для любого е > 0 найдется б > 0,
обладающее тем свойством, что

(1 - еШ,(р) "с М,(р') с (1 + вЩ1р), (13)

если р, р' ^5, 1р — р'\\ < б. Это утверждение петрудно проверить,
учитывая справедливость неравепства р(х) >0 для x&Xs, p&S
и непрерывность функций fs. Из (13) следует непрерывность
функции U (р) = max u (х'), а эта непрерывность влечет замк-

нутость отображения L}. Действительно, пусть рк -*■ р, хк -*■ ж,

хк^Ц(рк). Требуется проверить, что х^Щр). Так как xk^M}(.pj
и отображение М} замкнуто, то x<^Ms(p). Кроме того, из равенств

Шрк) =» и(хк) следует, что U(p) «= и(х), откуда и вытекает

требуемое включение х е Ц(.р). Из замкнутости отображений В, Nt
(£ =» 1, ..., т), Ц ij ■= 1, ..., I) сразу же вытекает замкнутость

отображения С. Итак, это отображение удовлетворяет всем

условиям теоремы Какутани и поэтому имеет неподвижную точку.

Доказательство завершается ссылкой на лемму 3.

Замечание. Некоторые из предположений теоремы 3

можно ослабить. При этом, однако, доказательство существенно
усложняется (см., например, Никайдо, В. Л. Макаров Ш).
Известны различные подходы к выяснению условий, при которых
существует состояние равновесия (см. обзор В. Л. Макарова [1]»
где рассмотрены гораздо более общие модели). Все эти подходы

опираются на теорему Какутани. •
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Глава XVII

ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ НЕЛИНЕЙНЫХ ОПЕРАТОРОВ

Дальнейшее изучение нелинейных операторов может быть

осуществлено путем установления их связи с линейными, точнее

говоря, с помощью локальной аппроксимации нелинейных

операторов линейными.
В настоящей главе развивается необходимый для этого

аппарат дифференциального исчисления для нелинейных операторов,
который полностью будет использован лишь в следующей главе.

§ 1. Первая производная

1.1. Пусть имеется оператор Р, отображающий открытое
множество Q одного ^-пространства X в множество Л другого /?-про-
странства У. Возьмем фиксированный элемент xa^Q ъ

предположим, что существует такой непрерывный линейный оператор
U е- Q(Xt У)*), что при любом х&Х

ию Р(*0 + **)-я(*0)
~

В этом случае говорят, что линейный оператор U является

производной оператора Р в точке хв. При этом пишут

U^P'(xo).

Часто так определенную производную называют производной
Гато, или слабой производной, а элемент U(x) — дифференциалом
Гато.

Обозначим через К множество . всех х е X с Ы =-1. Если

предельное соотношение (1) вьшолняется равномерно относительно

x&R, то говорят, что оператор Р дифференцируем в точке х0,
& производную Р'(х0) называют в этом случае производной
Фреше, или сильной производной**),

*) Напомним, что символом В(Х, Y) мы обозначаем пространство всех

непрерывных линейных операторов, переводящих X в У.

**) Определение производной 'Фреше дано в работе Фреше [3], слабой
производной — в работе Гато [1].
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Дифференцируемость оператора Р в точке х0 означает, иначе

говоря, что существует такой линейный оператор U^B(X, У),
что по любому е > 0 можно указать такое б > 0, что из НДж11 < б

(ДгеХ) следует
*"

№(х0 + Ах) - Р(х0) - ШДаОН < еНДжИ. (2)

Простое доказательство этого утверждения мы предоставляем
читателю.

.

v

1.2. Укажем на некоторые простейшие свойства производной.
Л. Если оператор Р дифференцируем в точке ж0, то он

непрерывен в этой точке *).
Это непосредственно следует из (2).
II. Пусть P = atPb+a,2Pz; тогда, если существуют

производные Р± (х0) и Р2 (х0), то существует и

Р' (х0) = atP[ {x0) + а2Р'ъ(х0).

При этом, если Pt и Ра дифференцируемы в точке хв, то будет
дифференцируемым и Р.

Это следует непосредственно из определения,
III. Если Р =• U е В(Х, У), то Р дифференцируем в каждой

точке гобХи
Р'(хо) = U.

Действительно,
РЬ + Ч-'Ы ,g(r)i

IV. Пусть Р — оператор, переводящий ЙсХв открытое
множество Д «^.У, a Q —jonepaTopj отображающий множество Д в

некоторое ^-пространство Z. Положим R=*QP, и пусть Q
дифференцируем в точке у0=*Р(хе) (x0&Q), a P имеет производную

в точке жв. Тогда оператор R имеет производную в точке xt и

/ГЦ) = Q'iPixJWM «= Q'(y0)P'(xo).

Действительно, обозначим U = P'(x0), V*=Q'(y0) и возьмем-

произвольное jeX, Положим Ау■=■ Р(х0 + tx) — P(.x0). Тогда
Я («0 + tx) - Я (*„) QP («„ + tx) - QP (*„) Q (Уд + &у)

- Q (Уд)
*

= '

*
=

t

V(&y) + Z(&y) rr(P(xo + tx)-p(xo)\ , С (А») 1 f(«o+te)—p(*o)I
*=: i

= t4 ^ ) + ТШГ i Ь

(3)

где %{Ay)=-Q{y0 + Ay)-Q(y0)-V(.Ay), Dt(A»)D-o(lA»D. При
* -*• 0 первое слагаемое в (3) имеет пределом

., ivp'(x0mx) = vmx)t

*) Одного предположения о наличии производной недостаточно.
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а второе слагаемое стремится к нулю, так как отношение

£(Ду)/ИДу11 стремится к нулю, а скалярный множитель

ограничен. Таким образом,

t-»0
'

что и требовалось доказать.

Замечание. Если Р дифференцируем в точке жв, то R
также дифференцируем.

V. Если в условиях предложения IV оператор Q «= V

непрерывен и линееп, то

Д'(*в> - VP'bo).

1.3. Отметим теперь одно неравенство, которое заменяет в

общем случае формулу конечных приращений, имеющую место для

случая обычных вещественных функций.
Пусть х0 и ieQ; предположим также, что все точки пря-

молинейпого отрезка [х0, х), соединяющего х0 и х, входят в Q,
и пусть в каждой точке отрезка [х0, х] существует производная
оператора Р. Обозначим Ах = х — х0 и, взяв произвольный
функционал g e Y*, положим

<p(t)-g(P(xe + tAx)). (4)

Нетрудно видеть, что вещественная функция ф имеет

производную в промежутке [0, 1]. В самом деле,

q>(t + Af)-q>(f)
а
( Р (*„ + <&* + Д*.Д«) - Р (*0 + tA*) ^

д7— 8 [ д! у (й)

При At -+■ 0 выражение под знаком функционала g имеет
пределом P'(x0 + tAx)(Ax), а потому в силу непрерывности
функционала, g правая часть (5) имеет предел

(p'{t)=g(P'{xu + tbxHAx)). (6)

Напишем для функции <р формулу конечных приращений

<р(1)-ф(0)=<р'(е), О<0<1.

Принимая во внимание (4) и (6), получим отсюда

g(P(ar0 + Ах) - Р(х0)) - g(P'(x0 + QAxKAx))

и, следовательно,

|*(*(*Ь + Д*)-Р(*ь))1<|*1 sup ||,РЧ^ +6^)1111 А^1- (7)
о<е<1

Выберем теперь функционал g Ф 0 так, чтобы было

gCPU+ Ах) -Р{х0)) ± WgMP(xe + Ах) - Р{х0)1
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Тогда из (7) получаем

|Р{х)-Р {х0) | < sup || Р' {х0 + ОД*) 1 ft Д* |, (8)
0<0<1

Ах — х — Хо.

Применяя оценку (8) к оператору P — U (Ue=B(X, Y)) и

используя при этом утверждения II и III из 1.2, мы придем к

неравенству

\Р (х) ~ Р (х0) ~ U (Ax)^ sup №'(х0 +вАх)-UU Axl
o<e<i

В частности, полагая здесь U= P'(x0)t получим

1Р (х0 + Ах) - Р (х0) - Р' (х0) Axl <

< I Ах К sup || Р' (х0 + 0Д*) - Р' (х0)1 (9)
o<e<i

Соотношение (8) мы будем называть формулой конечных

приращений, а неравенство (9) формулой конечных приращений
с остаточным членом.

1.4. Укажем па некоторые применения формул конечных

приращений.
Предположим, что производная оператора Р существует в

каждой точке некоторого открытого множества Qo^fi. Тем самым

в До определен оператор Р\ сопоставляющий элементу гей»
элемент Р'ЫеЖХ, Г). Докажем, что если оператор Р'

непрерывен в точке Хое fi0, то Р дифференцируем в этой точке.
В самом деле, в силу предположенной непрерывности

оператора Р\ каково бы ни было е > О, найдется б > 0 так, что

ИР'Ы - Р'(х<,)$ < е, как только Пж — ж0П < б, т. е. если НДа:11<б,
то sup IP' (x0 + 6Дж) — Р' (ж0)1Ке. Применяя это к (9), прихо-

o<e<i

дим к неравенству

№(х0 + Ах) - Р(х0) - Р'(хв)(АхП < еПДжВ,

которое и означает дифференцируемость Р в точке хв.

Формула конечных приращений может оказаться полезной при

доказательстве существования неподвижной точки у оператора Р.

Теорема 1. Пусть оператор Р отображает множество QсгX
е X и имеет в каждой точке выпуклого замкнутого множества

Й0 с fi производную. Тогда, если

1) Кй„)с й;

2) sup[/"(^)| = a<1«
*eQo .

то в fie существует единственная неподвижная точка оператора Р.

Доказательство. Достаточно проверить, что в рассмат-*
риваемой ситуации выполняются условия теоремы XVI.1.1, т. е.

что оператор Р является оператором сжатия.
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Пусть хи x2&Qt. По формуле конечных приращений имеем

li>te)-.P(*i)Kta-*il sup \P'(хх+Q(я,-^)Ж«11^-^1
o<e<i

что и требовалось доказать.
Замечание. Если предположить, что оператор Р'

непрерывен в й0, то условие 2) оказывается и необходимым для того,

чтобы Р был оператором сжатия.

Действительно, если

иир||Р'(з)|>1,

то найдутся числовая последовательность а„ ->■ 1 и

последовательность {хп) элементов из QB такие, что

BP'UJD>an, и = 1, 2, ...j

при этом можно считать, что точки х„ — внутри fi0.

Для каждого п = 1, 2, ... по определению производной
найдется элемент хп такой, что для достаточно малых t

/>(*п + '<)--РЫ|>КпДж;| щ<1п. B=3lt2fil,

Полагая уп •= хп -f tn^n получаем такую последовательность пар
элементов х„, уп, что

т. е. Р не есть оператор сжатия.

1.5. Выясним смысл введенных выше, понятий в случае, когда
одно или оба пространства X и У конечномерны.

Предположим сначала, что X — одномерное вещественное
пространстве, элементы которого мы будем отождествлять с числами.

Пусть U^BiX, У). Нетрудно видеть, что в данном случае U
имеет вид

mt)=ty„ teX, (11)

где уо
— некоторый элемент из У. -При этом, поскольку HC/(f)ll =

- ШуоК
iW-HyJt,- (12)

Наоборот, каков бы ни был элемент у„е У, формула (11) дает

онератор U^B{X, У). Ясно, что соответствие между элементами

пространств У и 5(Х, У) взаимно однозначно, линейно и,
согласно (12), сохраняет норму. Таким образом, можно считать

BiX, Y) = Y.

Рассмотрим теперь оператор F, переводящий Q<=Z в У.

Оператор F является, таким образом, функцией числового

аргумента со значениями в пространстве У.
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Существование производной F'(.tt) ■= yt s Y означает, что при
любом {еХ

г-»о

Обозначая At = if, можем переписать (13) в форме

1|т'С.+*0-'(<.)_у>,
д*-»о

Л'

Итак, в рассмотренном случае определение F'(t0) ничем не

отличается от определения обычной производной вещественной
функции вещественного аргумента. Отметим, что, поскольку
F'itt) s Y, оператор F', так же как и F% переводит некоторое
числовое множество в Г.

Как и в случае вещественных функций, нетрудно доказать, что

наличие производной F'it0) обеспечивает дифференцируемость
оператора F в точке t0.

Если Q ="[а, Ы, то множество F(Q) естественно

рассматривать как кривую в пространстве Y. Элемент F'(tB) дает тогда

направление касательной к данной кривой в точке у0
- F(t0).

1.6. Пусть теперь X и У — конечномерные пространства.
Обозначим размерность X через то, а размерность У через п. Как

было указано в V.2.8, всякий оператор U&B(X, У)
определяется прямоугольной матрицей

[«•и
о1а ... ат-ъ

°21 °22 **• °2Ш I

агл аП2 ••• anmJ

(14)

посредством формул

у = U(x), у «=■ (*!», т]2 rj„) е У, х =■ (£», |2, ..., |m) e X,
т

Ш в 2 «tt£h« f » 1, 2, , • ., П. (15)

Рассмотрим некоторый оператор Р, переводящий Й<=Х в У.

Задание оператора Р. равносильно указанию п числовых функций
«Pit фа, ..., <ря от то переменных, так что если

у ■= РЫ, у = (rj,, t]2, ..., т)„) в У, ж = (|„ |j, ..., |m) в Q,
то

4f=4Pi(ii, i , 6Д i»i, 2, ..., в. (16)

Допустим, что существует производная Р'(ж0) •= U (ж0 =»

^(li^i S20)»».»'t Im'))' Пусть U определяется матрицей (14).
Развертывая равенство

t-*o
*
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и принимая во внимание (15) и (16), получим п соотношений

и. "W+* *+<->-*«* *>
_ j „„!,,

i = 1,2, ....п., (17)

Так как эти равенства должны иметь место для всех ге1, то,

выбирая в каждом из них последовательно такие х, у которых все

координаты равны нулю, кроме одной, равной единице, мы

найдем, что функции ф1, ф2, ...., фп имеют частные производные по

£„ %2, ..., %т; именно,

дф; (Е]° ■ • • • ■ 1т ) * «= 1 9 W Ъ~,\ 2 т
35 = aift» * "" *■ ^» •• ч "■' К =■ 1» ^i • • •..

"*.

cfeft

Таким образом, производная Р'{х„) есть линейный оператор,
определяемый матрицей частных производных функций фи ф2, ...

• •
-» фп-

Отметим, одпако, что существование частных производных

функций ф1, фг, ..., ф„ не обеспечивает еще сщцествования
производной Р'(хв), как показывает следующий пример. Пусть в = 1,
то = 2,

ЧгЪъЫ- ,Jt*\* <РЛ°>°)-0-' «о "(0*0).

е% (о, о) аФ1(0,о)
'

Ясно, что —тт = —Ч~ »=■ 0. Поэтому, если бы

производная P'(xQ) существовала, это был бы пулевой оператор и,
следовательно, соотношение (17) дало бы

Между тем в действительности этот предел равен бесконечности,
если только ^ФОп |г^0.

Предоставляем читателю доказать, что для дифферетщируе-
мости оператора Р необходимо и достаточно, чтобы функции

<Pi, Фг, .'• •', Фп имели дифференциалы. Отметим, что в общем
случае дифференцируемость оператора Р не является следствием

существования производной, как это вытекает из известного факта
элементарного анализа.

1.7. Рассмотрим функцию F вещественного аргумепта,
значения которой суть элементы Б-пространства X. Если F определена
в промежутке [а, Ы, то имеет смысл говорить об интеграле, от F,
понимая под этим предел интегральных сумм

S^T*) Ck-l-'*).

a=*te<ti<...<tn = b; т„е [tht th+ll; /с = 0,-1, ..., n
— i,
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при л = max [th+1 — tk] ->- 0. В случае существования указанного

предела он и называется интегралом функции F и обозначается
ь

символом J F (t) dt.. Как и для функций с вещественными значе-

а

ницми, доказывается, что непрерывная функция равномерно
непрерывна, и потому интегрируема, т. е. для нее интеграл
существует. Свойства обычного интеграла Римана переносятся вместе о

их доказательствами на определенный выше абстрактный
интеграл. Отметим среди пих лишь три.

I. Если U^BiX, У), то

§U(F(t))dt = ul §F(t)dt).
II. Если Fit) =• <p{t)x0 (fs[o, fc]), где i,ei— фиксированный

элемент и (fit)—вещественная интегрируемая функция, то

ь ь

J F (*) jf == а^ j Ф («) df.

III. jF(f)df <j\\F(t)\dt.

Вернемся теперь к рассмотрению нелинейных операторов.
Пусть имеется некоторый оператор R, определенный на

отрезке [х„, 'х„ + Ах] (х0, х„ + ДжеХ), со значениями в пространстве

В(Х, У). По определению полагаем

к0+Дж

j R (x) dx = j R {x0 + t&x) Ax dt

n-l

= lim 2 Я (хо + ТьАж) Ax (th+1 — th).
ft=0

Очевидно, если R непрерывен, то интеграл существует и

представляет собой элемент из У. Интегралы такого типа впервые

введены М. К. Гавуриным [1].
В частности, если R = Р', где Р — оператор, переводящий

Q с X в У и имеющий непрерывную производную на отрезке

[х0, ж0 + Дх] <= Q, то интеграл от P'ix) существует и, как мы

докажем, справедливо соотношение

«0+Дж«.

J P'(x)dx~P(x0 + Ax)-P(x0), (18)
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являющееся обобщением основной.теоремы интегрального
исчисления: формулы Ньютона — Лейбница.

В самом деле,-

-в+А» П-1

Х-»0 fc=0
f Р' (ж) dx = lim 2 Р' fo> + ТйАл:) Ах (th+1 —А)

П-1
_

« lira 2 Р' {Xk) Axht

<ch = x0 + xhAx; Axh = (th+1—th)Ax; k = 0f...t и —1.

С другой стороны,' ■

Р(х0 + Ах)-Р(х0)=*
n-l п-1

2 [Р (*о + h+1Ax) -P(x0 + thAx)\ = 2 [Р (ъ+i) ~ Р Ы1-

Пользуясь формулой конечных приращений, найдем

1*2 IP fo+i) - РЫ- Р'Ы AaJ 1<
П-1

<1 A*.l 2 (h+i - h) sup 1P' {xh + 6Axh) - P' (xh) I
fc=o o<e<i

откуда, принимая во внимание непрерывность Р', а

следовательно, и равномерную его непрерывность на отрезке [х0, х„ + Ах],
получим требуемый результат.

Замечание. Ив свойства III интеграла следует, что если

1Ж* + тЛг)П<ф(Ь + тЛ0( те [0, 11, (19)

1ДсП<-Д|, - (20)
то

»0+Дж «в+Л«

J #(*)<&[< f q»{t)dt. (21)

В самом Деле,

*0+д*

J" R(x)dx J JR (ж0 + тАх) {Ах) d% 1<

t6+M

<|ДжфД(4 + тЛ*)11Л<Д*|ф(*0 + тД*)Л= J Ф(1)Л.

Ив (21), в частности, следует, что если неравенство

ВДЫВ<ф(й (22)
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выполнено для всех таких х a t, что

0*-аг,0<*-ь, (23)
то

R (x) dx
•1

<J<p(t)«tt, (24)

где Xi — любой элемент, удовлетворяющий условию Itei — ж«П <
=£ U - U.

Действительно, полагая Ах = х{ — хв, At^U — to, х = х0 + т&х,
t = t„ +тД£, находим, что 11Дж11 «S Д* и

\\х-х„\\ = т11Дж11 < тД* = i- «о, те [0, 1],
т. е. выполнено (23), а тогда вследствие (22)

Ш(х0 + тДж)П ^ <p(fe + xAt), т е [0, 11.

Применяя (21), получим (24). ~-

§ 2. Вторая производная и билинейные операторы

2.1. Пусть в открытом множестве й Б-пространства X

существует производная Р' оператора Р, отображающего множество Я

в Б-пространство Y. Как отмечалось выше, Р' можно

рассматривать как оператор, отображающий множество Q в пространство
JBCX, У). Поэтому имеет смысл говорить о производной этого

оператора в точке #0eQT которую, если она существует,

называют второй производной данного оператора Р и обозначают
Р" (#(,).* Если оператор Р' дифференцируем, то говорят, что Р

дважды дифференцируем.
Если вторая производная существует в каждой точке

множества fi, то тем самым определен оператор Р", производная

которого называется третьей производной данного оператора Р, и

вообще производная Pin)(xj) порядка п в точке хв есть по

определению производная оператора Р1п-1), Ясно, что

Р(п) (*Э z=B(X,B (X,., „ В (X, Y) ...)).

2.2. Элементы пространства В(Х, В{Х, Y)) непосредственно

интерпретируются недостаточно наглядно. Для выяснения

сущности этих- образований целесообразно ввести новое -понятие.

Пусть даны два й-простраяства, X и Y, и пусть каждой

упорядоченной паре элементов х, i'a^ отнесен элемент

у =■ В(х, х') е Г.

Бинарный оператор В называется билинейным, еелн при этом

соблюдены два условия.
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I. Каковы бы ни были Xi, хг, хх, ijeX и числа а, р\
В (ахг + $х2, х') = аВ (хг, х') + §В (хг, х'),

В (х, ах'х + $х'2) = <*В (х, х^) + $В (х, х'?),
х, х' е X.

II. Существует такое вещественное М > О, .что. при любых

\№х, х'П < МЫ\\х% (2)

Как и для линейных операторов, наименьшее значение М

в неравенстве (2) называется нормой оператора В и обозначается
обычным образом: ШП. Ясно, что

|| Б ||= sup \В(х,х')\. (3)
М,11*'1«1

Множество всех билинейных операторов с нормой (3) и

естественным образом линеаризоваппое является, как петрудно

проверить, Б-пространством, которое мы будем обозначать

В{Х\ У).
Не останавливаясь на деталях, укажем, что аналогичным

образом вводятся пространства В(Хп, У) я-линейных операторов *).

Рассмотрим несколько примеров билинейных операторов.
В простейшем случае X

= У = R1, общая форма билинейного

оператора будет
В(х, х') = ахх'

(а — вещественное' число).
Пусть теперь X и У— конечномерные пространства: X —

тге-мерное, У — га-мерное. Обозначим через xt (i = 1, 2, ..., m>
элемент пространства X, все координаты которого, кроме i-щ

равны нулю, а i-я равна единице. Аналогичное значение имеет

y{&Y 0' = 1, 2, ..., га). Рассмотрим оператор В^В(Х2, У)»
Положив

В (хь х}) = (eg», eg\ ..., eft'), i, 1 = 1, 2, ..., и»,

в силу (1) будем иметь для. произвольных элементов х, х'^Х

\Х =» (g|, £2, .. ., §т), ^ = Vfeij §2i. • • •
i Ьт))

(т
т \ т

Таким образом, если j/
= (r]i, цг, •••, лД то

Ч*= 2 «ttU Л = 1,2, /г, (4)

*) Подробное изложение теории n-линевных операторов см. Гавурин
£2] и X и л л е, Ф и л л и п с.
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т. е. координаты элемента у суть билинейные формы координаг
элементов жиж'.

Ясно, что, какую бы матрицу с тремя входами

(«SO»; К J =? 1« 2», ,. ,я m; A = lt 2,; . .*., n« (5>
ни взять, оператор В, определенный по формулам (4), будет
билинейным. Итак, в рассмотренном случае каждый билинейный

оператор определяет и определяется сам матрицей с тремя

входами (5).
Что касается нормы оператора В, то она, разумеется, зависит-

от нормировки пространств X и У. Так, если X = lm, Y = 1„*
то из (4) с помощью неравенства Коши — Буняковского
получаем

ы
m I Г m 11/J Г и I m |2 11/2

2«ЭЪйк 2161- 2 2 «8$ <л
u=i I Li=i J Li=ib=i I J

*I*IK

где Л| означает наибольшее собственное значение матрицы AhAhb
представляющей произведение матрицы

А-

„(ft) a№)"11 "12

„(« „(ft)°21 "22

lm

„(ft) „(ft)
_ ml m2

2m

"mmJ

t "- — *» A

и транспонированной ;4Й (ср. V.2.8). Таким образом,

[n
11/2 Г П -|l/2

ft2lr]ft|2J <[ft2AftJ 1*I1KII.

Это дает оценку для ШИ

Поскольку

Г " „11/а

l^lK^Alj . (6>

А*=< 2 UiiT (*-1,'2,...,п),
U=i

то из (6) получается более грубая, но и более простая оценка

[п.
т т "11/2

2 2 214Г12 -.

ft=l »=1 3=1 J

Если положить X = lm, Y = С то с помощью очевидных

рассуждений можно получить такую оценку для №11:

т т

к {=13=1

42 л. В. Канторович, Г. П. Акилов
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Значительно больший интерес представляют примеры
билинейных операторов в бесконечномерных пространствах, и

главным образом в пространствах функций.
Оператор В:

1 1

у - В (х, х\ y(s)*-^K(srt,u)x(t)x'(u)dtdu, (7)
о о

■будет билинейным в том или ином пространстве функций
(заданных на [0, 1]) в зависимости от требований, накладываемых на

функцию К— ядро оператора. Так, если предполагать
функцию К непрерывной, билинейность Б будет иметь место, каковы

■бы ни были X и У из числа пространств С, Lp (1<р<<»).
Еще больший интерес для приложений представляет случай

оператора вида
у -В(х,х\ (8)

1

j/(s) = jE(s, t)x(t)x'{t)dt. (9)
о

Пусть сначала X=Y= LP (О, 1) (р>2). Тогда, если М<°°, где

Р>2,

Мр

1 г i _р_ "|р-а
М||£:(*,*)Г»лГ dsx

Jsupjtffo t)\dtr

тоВеЖГ, У).
В самом деле, произведение, стоящее под знаком интеграла

в (9), суммируемо для почти всех se[0, 1]. Чтобы убедиться
в этом в случае р>2, достаточно применить к интегралу (9)

обобщенное неравенство Гёльдера (II. 3.4) с показателями л,
р
— л

р, р. На основании этого же неравенства получим -

j/(s)|p= )K(s,t)x(t)x'{t)dt <
о

[1
_р_ "1р-а 1 1

J | К (s, f) |p-a dt\ j | х (t) \p dt J" | x' {t) fdt
о Jo о

м, следовательно,

'jiy(s)r&<Mpi*m*ip<°o. (10)

Итак, y<aLv (0, 1). Вместе с тем доказано, что для

оператора В выполнено неравенство (2). Ввиду того, что аддитивность
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(соотношения (1)) очевидна, билинейность оператора В
установлена. Одновременно из (10) вытекает оценка для-нормы

Рассуждения проведены для случая р>2. Рассмотрение
случая р

= 2 не представляет затруднений.
Пусть теперь Х=У= СТ0, 1]. В этом случае билинейность

оператора (8) обеспечивается требованием, чтобы функция Kis, £>
была непрерывна по s и чтобы

1

М = max \ | К Is, t) I dt < oo.
*

о

Действительно, суммируемость подынтегральной функции в

(9) не вызывает сомнений. Непрерывность у следует ив
возможности перехода к' пределу под знаком интеграла (9). Равенства

(1) очевидны. Выполнение неравенства (2) также легко

проверяется, так как

| у (s)К max | х (t) \ шах | х' (t) | j" | К (s, t) \dt, 0< s< it
' * ■

о

в поэтому
lyKATMIs'll.

Отсюда_получается оценка

i
•

||Бп<л/ = 8нр[|д:(8,о|^
*

о

причем фактически имеет место знак равенства:
1

||Я|| = 8ир||Я(М)|<Й
•

о

(это устанавливается в точности так же, как соответствующее

равенство для линейных операторов в V.2.4).
2.3. Пространство В(Хг, У), введенное выше, оказывается

тесно связанным с пространством В(Х, В(Х, Y)), встречавшимся нам

при рассмотрении второй производной. Именно, докажем, что ука-

заннные пространства линейно иаометричны.
Пусть W^BiX, B(X, У)). Возьмем произвольный элемент-

яг' е X и положим Ux> — W (х'). Очевидно, Ux> e В (X, У), так:

что у
— В(х, х') = Uxi{х) является элементом пространства У.

Бинарный оператор В, определенный таким образом,
удовлетворяет, очевидно, условию I из .2.2, условие II также выполнено,,
так как

|у|<1"И1*1<|И'1М1*'1> (И>
42*
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Итак, В&В(.Х*, У), причем из (11) следует неравенство

Ш<ЮТ. (12)

Таким образом, каждому оператору W&B(X, B(X, У))
можно указанным способом отнести билинейный оператор fls

^BiX2, Y). Покажем, что при таком соответствии каждый
билинейный оператор B&BiX*; Y) является образом некоторого

оператора W&B{X, B{X, У)).
Для этого достаточно отметить, что если В Бадан, то при

фиксированном х' <^Х

.m/)=B(-,s')6B«, у)*).
При этом

\W{af)\- sup\W(*')(*)I- sup |Д(*1*')К|Д|11*'Ь
M<1 IMK1

откуда вытекает W&BiX, B(.X, У)], и неравенство

Сопоставляя его о (12) приходим к равенству

WWW = VBW. (13)

Так как соответствие между элементами пространств В(Х, В(.Х, У))
и В{Х*, У) аддитивно и однородно, то из (13) следует, что оно

взаимно однозначно и, таким образом, осуществляет линейную

изометрию указанных пространств.
Линейная изометрия пространств В{Х, В(.Х, У)) и BiX2, У)

.дает основание для отождествления соответствующих элементов

втих пространств, что мы и будем делать в дальнейшем.
Отметим без доказательства (его без труда проведет читатель

самостоятельно), что в общем случае пространство В{Х, ...

..., В{Х, У), ...) и пространство В(Х", У) n-линейных

операторов линейно изометричны (см. Гавурин [2]).
2.4. Как было показано в 2.1, вторая производная оператора

Р, переводящего X в У, есть элемент пространства В(.Х, В{Х, У)),
так что в соответствии с полученными выше результатами
Р" (хе) можно считать билинейным оператором. Понимая под
Р" (,х0) билинейный оператор, будем иметь согласно 2.3

yim ( el-. ) U = Р"{х )(., *'). (14)

•Следовательно, при любом х&Х
4

„ ,-
Р' (*„ + tx'\ х — р' (хЛ х

РИ- (х0) {х, х') - lim v ° —'- S-oi_. (15)
t-»o

*) В(~, х') означает оператор V такой, что U(x) = В(х, х'). Подобные
-обозначения используются и в дальнейшем.
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Отметим, что равенства (14) и (15) не эквивалентны. Точнее

говоря, может существовать билинейный оператор B&BiX2, У)
такой, что при любых х, г'еХ

F <ха+ tx')z — Р' (х\ х
lim Кь-г ) LfiL «. В {xt х') (16)
*-*о

г

и вместе с тем Р"{х0) не существует. Как нетрудно видеть, для
того, чтобы Р"(.хв) существовало, необходимо и достаточно, чтобы

при каждом г'е! предельное соотношение (16) имело место

равномерно относительно геХо 1Ы1 ™ 1. Отмеченное
обстоятельство позволяет несколько расширить понятие второй производной.
Именно, мы будем называть билинейный оператор В слабой

второй производной оператора Р в точке х0, если при любых х,
i'sX имеет место (16). "Очевидно, возможно сохранить за

слабой производной прежнее обозначение, так как если вторая

производная существует в обычном смысле, то она совпадает

со слабой.
Замечание. Нетрудно видеть, что если Р дважды

дифференцируем в точке хв, то вто означает, что (16) имеет место

равномерно относительно i,?'aXo 1Ы1 = 1 и Их'И — 1.
Выясним вид второй производной в случае, когда X и У —

конечномерные пространства.

Пусть Р"(.х0) существует и как билинейный оператор
определяется матрицей

WPX t, / - 1, 2, .... в»; к - 1, 2, ,,., п.

Тогда, приравнивая соответствующие координаты левой и правой
части соотношепия (15), найдем, сохраняя обозначения из 1.6,

2 4? Е£ - lim «=!*!
,

***i
,

1,3=1
t->0

к — 1, Z, ,* I)
Ti ).

Выбирая в качестве х и х' такие элементы, у которых всо

координаты равны нулю, кроме i-a и ;'-й, равных единице, получим,
что функции фь имеют вторые производные и

(ft) ecPfe(Si 'S2 '•••'Smj i / = 1 2 m- *-1 2 n

2.5. В заключепие параграфа установим формулу,
являющуюся обобщением формулы Тейлора для вещественных функций.

*) Здесь использовано сокращенное обозначение <p(|j) =q>(£i, |г, . ••

•l Sm)-
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Пусть, как и раньше, оператор Р переводит множество Q

пространства X в Y и имеет на отрезке lx0, x]c=Q непрерывную
вторую производную. Тогда справедлива формула

х

Р(х)-Р {х0) - Р' {хе) (* - х0) - J i« (х) (ж - xt •) dx. (17)

Для доказательства рассмотрим оператор Qt

Q(x) = Pix) +Р'Шх -х) = Р(х) + <?„(*), «ей,

и проверим, что для любого Же lxt, x]

Q'{xHx)=P"(xHx-S, x), хеХ. (18)

Если это будет установлено, то формула (17) очевидным образом
может быть получена из формулы Ньютона — Лейбница (см.
(18), 1.7).

Достаточно рассмотреть лишь оператор Q0. Имеем

Се (*+'*> ~ #о® V (* +Щ (* — *— **) —F (*) (* —**)

При *-»-0 первое слагаемое имеет пределом Р"Ш)(х— 3, х),
второе же вследствие очевидной непрерывности оператора Р*

стремится к Р'(ж)(ж). Таким образом,

Q'Q (х) (х) «■ Р" (х) (х — *, х) — Р' (ж) *,

что и дает для Q'(S)(.x) выражение (18).
Замечание. Как ясно из приведенного вывода, формула

(17) остается верной, если под Р" (х) понимать слабую вторую

производную.

§ 3. Примеры -

В предыдущих параграфах мы уже встречались с примерами
нахождения производных нелинейных операторов в

простейшем— конечномерном — случае. В настоящем параграфе
рассмотрены более сложные и более содержательные примеры, которые
найдут применение в следующем параграфе и главным образом
в следующей главе.

3.1. Рассмотрим интегральный оператор Р:
1

о
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Теорема 1. Пусть функция K(s, t, и) непрерывна, дважды
непрерывно дифференцируема по и для 0 < s, t <^ 1, —°° < и <

<°о, причем для этих значений s, t, и

\K"u*(sxtyu)\^M\u\p-* + N. (2)

Тогда, если р^2, оператор (1) отображает, пространство
LF(0, 1) в пространство L"(0, 1) (1 sS$r< oo.)f дифференцируем
и имеет вторую производную в каждой точке xB^Lp{0, 1). При
атом Р'(.хв) = U, Р"(х0) =В, где U и В определяются формулами

1

z = U (х), z (s) - J K'u (sx t, x0 («)) х (О Л,
о

1

у = В fo ж'), у (s) - J <2 fo f, х0 (*)) х (t) х' (t) dt.
о

Доказательство. Убедимся сначала, что оператор (1)

отображает Zp(0, 1) в L°°(0, 1) (и тем самым в L«(0, 1) (</ <«>)).
С этой целью. отметим, что, поскольку K(.s, t, и) — непрерывная

функция, сложная функция K(s, t, x{t)) измерима.
На основании формулы Тейлора имеем, далее,

К (*, *, х (0) = К (sv t, 0) + К'и (*, *, 0) x{t) +■ -i <а (s, f, вх (t)) a* (t),

o<e<i.

Оценим интеграл от каждого слагаемого в правой части:

J К {s, t, 0) dt

j.

§K'u(s,t,0)x(t)dt

< maxj.fi: (s, t, 0)\ = Alt

l

<maxl^(s, f, 0)1 f|*(*)|A<4|«b-
«•' о

Для оценки интеграла от третьего слагаемого используем (2):

2 J
о

1

. ^^[Mlxit)?-* + N]\x(t)\*dt^A3lxlPL,\и>'

Отсюда следует, что у
= Р(х) имеет смысл и, кроме того,

справедлива оценка

\У{*)\<\ + MALv+ АъЫЬ? '^Ю'1!»

так что j/e=£°°(0, 1).
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(3)

Докажем теперь, что Р дифференцируем и Р'(хс) = U. Пусть
2 = U(x) И

P(», + T.)-P(«J
zt= -

.

Имеем

| zT (s) — z(s) j

0

Учитывая, что по формуле Тейлора
* (*» 'j «о (0 + т* («)) = К (sx t, x0 (t)) +

+ *K*U (s, *, x0 (*)) x (t) + 4 <■ (*. *» *o С) + бта (*)) ж" (О,

О < в < 1,

перепишем (3)i

|М*) — z(s)) !<.(»,*,*. (О+ &г*(«))л

Используя рассуждения, аналогичные приведенным выше,

получим оценку

lz,(s) —s(s)l<iitM( 0<«<1,

где постоянная Ак зависит лишь от 1Ы1, но не от самого х.

Таким образом, zx-+ z при т -*■ 0 равномерно относительно х

с Ы -1.

Перейдем теперь ко второй производной. Обозначим
Р' (х0 + ™'){х)-Р'(*0){х)

т
р =B (х, х'); vx •■

Как указывалось в 2.4, достаточно доказать, что при т ->- О

vt-+ v

равномерно относительно х е Lp(0, D с Ы = 1.

Применяя формулу конечных приращений, а затем

неравенство Гёльдера, получим

\vx(s) — v(s)\
Г ГК'и (s, U xQ (t) + тх' (t))

- K'u{s, t, x0 (t))

о

-Х»(**'.*о('))«'(')]*(*)*|-
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Л.

1 [<2 (s, t, x0 (t) + rQx' (t)) - К'иш (s, t, x0 (*))] x (0 x'(t) dt

1

Л [<*(*. t,x0(t) + Qxx'(t))-

<

<ы

<*(м,мо)]*'(*)1р_1^р. (4)

Если ж0(£) и x'it) конечны, то подынтегральная функция в

последнем интеграле стремится к нулю при т ->■ 0. Далее, в силу (2)

р

М<« (** ** *о V) + Втх' (*)) - <s (s, tf x0 (*))] х' {t) Г1 <
р

< {[М | х0 (t) + 6т*' (*) Г2 + Л/1 *0 (О |р"а + 2iV] | х' (*) 11""1 <
(Р—8)Р Р

< ЛI *0 WI"-1 I *' О Г1 + ЛI *' (*) Г *).

p__JL _JL

Так как произведения |ж0(*)[
v 1\x'(t)[v

*
и 1а:'Ш1р

суммируемы, то в (4) возможен предельный переход под знаком

интеграла, что дает
lim vx(s) = v(s)( 0<s<l;
т-»о

при этом, очевидно, равномерно относительно х с Ы = 1.
Из приведенных выше рассуждений следует также, что

| vx (*) | < j | <, {sx tx x0 (t) + <kx' (*)) x (0 a/ (t) | Л < il,

|i/a
так что в интеграле || vx — v|Lg «= \ \ \vx[s)

— v (s) p as) возможенК-^= {1к00-*Ф)г4
предельный переход под знаком интеграла, т. е. \\vx — v\\ -> 0; при
«том равномерно относительно х с Ы = 1.

Теорема доказана.
Замечание. Если условие (2) заменить условием

|<2(s,. *, u)\^M\uf- + Ns %<p-2,: (5)

а если р > 2, то можно доказать, что оператор Р,
рассматриваемый как оператор из Z,pnb L°°, дважды дифференцируем в

каждой точке xc^L" такой, что х0
— ограниченная функция.

•) Нужно воспользоваться неравенством |o + fc|a^2«(|a|a+ 161 *)
ори a > 0.
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3.2. Оператор (1) можно рассматривать и как оператор из

СЮ, 1] в <Л0, 1].
"

Пусть хв е С[0, 1] — фиксированный элемент. Обозначим

через fi шар пространства СТО, 1] с центром в х0 и радиусом г,
а через G — множество точек (s, l, и) трехмерного пространства»
определяемое неравенствами 0<s, t^l, \и — xB(t)\ <r.

Теорема 2. Пусть функция K{s, t, и)'задана в G и

непрерывна там вместе с производными Ku{s, t, и) и Ku2(s, t, и).
Тогда оператор Р, определяемый формулами (1), переводит
множество Q в СЮ, 1J, дважды дифференцируем в каждой

внутренней точке jeQ в P'{x) = U, Р"(х)=В определяются
формулами

1

z - U {x)f я (s) = J К'и (», *, * (*)) х (t) dt„
0

1

v — B(x, x')f v (s) - J. Kj (st t, x (t)) x (t) x' (t) dt.
0

Доказательство. Возьмем произвольный х из Q.

Непрерывность функции У"=Р(.х), определенной формулой (1),
следует непосредственно из элементарных фактов теории
интегралов, зависящих от параметра, и, значит, y^CW, U.

Пусть теперь x^Q и х&С[0, 1]. Рассмотрим элемент

Имеем

ZT(4°|[g(S'tJft) +Wf)"g(Mj(")-<(^ t,x(t))x(t)]dt.
о

При т -> 0 подынтегральное выражение стремится к нулю и

равномерно ограничено относительно х с 1Ы1 = 1-и se[0, 1]
(это устанавливается с помощью формулы конечных приращений).
Таким образом, z, -> 0 равномерно относительно ж е С[0, 1] с

IlaHt = 1, и дифференцируемость /> в точке х доказана. При этом

Р'(х) = U.

Аналогичными рассуждениями докажем, что Р"{х)=В и,
более того, что Р дважды дифференцируем.

3.3. Рассмотрим нелинейный оператор, связанный с системой

обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка!

dy.
-wr = Л (s. Уь. (*))» .1, A = 1г 2, ,. tl и,



«8] ПРИМЕРЫ 667

которую нам удобнее записывать в форме системы интегральных

уравнений
«

И (*) - У™ + Ih («» Ун О) dh
'

к к - 1, 2, ..., п,
о

или, короче, в векторной форме
«

у (*) = г/(0> + J/ft г/ (t))dt%
о

где уЫ, y(0>, fit, и), и — векторы, составляющие которых
соответственно

(ft W. »2 М, . . .* У» (»)), Ыв, Iff,: .. ., У?1).
(/i(*. Mft), /»(f, Hfc), .... fnit, Uk)), (Ml, Ы2, .... M„).

Введем в рассмвтрение пространство CjJ (a > 0), элементы

которого суть абсолютно непрерывные вектор-функции на [0, °°)
такие, что

sup|j/(f)e«M<oot аи1\у'(1)*"\<аоя *>0 *).
t t

Норма в Сп вводится посредством равенства

IIУII = sup | у (f) е«* | + sup | у' (0 е°" |,; у е= С>
t , t

Кроме С%, рассмотрим еще пространство D"» .состоящее
из абсолютно непрерывных вектор-функций, удовлетворяющих
условию

sup|z(f)|<oo,, sup|z'(')eef|<<»l z(=D%.
t t

Норма в Dn определяется так:

lzl = sup|z(f)| + sup|z'(Oea'|« *ei«.

Нетрудно проверить, что Сп и Dn являются ^-пространствами.
Рассмотрим оператор- Р:

'

2 = Р(У), _ (6)
«

»(*)-»(*)-J/(*.»(*)) Л. (7)
о

Теорема 3. Пусть fit, и) — векторная функция,
определенная на множестве G in+D-мерного пространства,

it, ii)eG означает
'

t>0, luI «Sre_c".

*) Как и выше (в главе XVI), длину вектора м мы обозначаем

символом |и|, а норму матрицы А как оператора из % в i*—через |Л|.



668 ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ НЕЛИНЕЙНЫХ ОПЕРАТОРОВ [ГЛ. XVII

При 8TOMI

1) /(г\-0) = 0;
2) в G существует ограниченная производная- fu (t, и) *),

непрерывная по и равномерно относительно (>0.

Тогда, если обозначить через Q шар пространства С™ с

центром в нуле и радиусом г, то оператор (6) переводит £2 в Dn и

дифференцируем в каждой точке из Q, причем Р'(у0) = U, где U

определяется формулой
i

z-U(i,)t «(*)-»(*)-J/«С* »о О) »(<)*• (8>
в

Доказательство. Докажем сначала, что функция,
определяемая равенством (7), принадлежит Dn (в предположении,
что у & Q). Действительно, так как fit, 0) = 0, то

&

*(*)-» (*) - 11/ (*, У (*)) - / (*. 0)] dt.
о

Подынтегральное выражение здесь оценивается с помощью фор-»
ыулы конечных приращений следующим образом:

\fVxV W) - / С, 0)| <sup | /n (t, Qy (*)) 11 у (t) | <M || j/11 e-*e
o<e<i

«

Af-=sup|/u(f, u)|s (t, u)e=G.

Используя полученную оценку, будем иметь

&

suV\z(s)\^suv[y(s)\ + Ml.ylsuP\e-<*dt^M+ ¥-1у1<оо.
О

Дачее

и аналогичными рассуждениями убеждаемся, что

sup | z' (s) е0681 < оо.

Таким образом, z имеет смысл и является элементом

пространна
ства ип.

Проверим теперь, что V, определенный формулой (8),
является непрерывным линейным оператором, отображающим С™ в Dn.

. *) Напомним, что производная fu (t, и) векторпой функции /(*, •)
есть п-Квадратпая матрица производных (dfi/duh) (CM.-4.6),
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Повторяя предыдущие рассуждения, найдем для z =» Шу)

sup [ z (s) | + sup | z' (s) tP* | — sup ?M-J £(*,»„(*))»(*) Л

+ sup I fo' (s) - f'u (s, j/0(s)j j/ (s)] в"" I s

ЛГ
<М + ^г1уН{М + 1)Ы-ЦУ1

так что z = U (у) & Dn и Hzll «£ Llli/ll.

Рассмотрим теперь, как и в предыдущих теоремах, элемент

..- 'fe+^-'W -<7fe), 4w-J/.Wл.

ли -/('"°'"+Т!'1")"/('"'°"))-^('. *«>»«•
Применяя формулу конечных приращений к подынтегральному

выражению, получим

IЛ (ОК sup I fu (*, Уо (t) + Qxy (0) - /L (*, г/о (0) 11 у (01-
o<e<i

Отсюда в силу равномерной непрерывности /и(*. и), каково бы

ни было е > 0, при достаточно малом т равномерно относительно

. у с \\у\\ = 1
l/T(*)l«See-*'

и, следовательно,
sup | vx (s) | < e/a.

<

Аналогично, при тех же t, будет
*

sup | v'x (s) eas | < et
s

так что

Di\ll.<e(l/a + l).

Итак, vx-*■ 0 при т->0 равномерно относительно ущС% &

lli/ll = 1, что и требовалось доказать.

§ 4. Теорема о неявной функции

4.1. Пусть X и Y — два ^-пространства. Образуем множество-

XX Y всевозможных пар (х, у) (jgX, ye Y). Множество XX Y,
естественным образом линеаризованное, становится .В-прострац-
ством, если ввести в нем норму, полагая, например,

Их, г/)11 = 1Ы1 + llyll.
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Это ^-пространство называется прямым произведением,
пространств X и Y (ср. IV.1.8).

Отождествляя пары вида (х, Or) (isZ, Or — нулевой
элемент пространства Y) с элементами пространства X, можем

считать, что X и аналогично Y являются подпространствами
прямого произведения XX Y. При этом каждый элемент и = (ж, у) е
<^XXY может быть единственным образом представлен в форме

и = (х, у) = (х, Х>г) + (Ох, у) = х + у.

Каждый линейный оператор U ^ В(ХX Y, Zi индуцирует
пару Шх, Uг) линейных операторов UX&B(X, Z), Ur^B{.Y, Z):

UAx) - UHx, Or)),' UAy) - £/((0x, tf».

Наоборот, если имеется пара операторов Шх, Ur), то оператор U:

Ш{х, у)) = Ux(x) + UAy)
-

■будет непрерывным линейным оператором из пространства XX Y
в Z.

Пусть теперь Р — нелинейный оператор, отображающий
множество Q сг X X Y в /?-нространство Z. Фиксируя у„е Г,
рассмотрим оператор

P{Vo)=*P(;,y0)t

который отображает множество Й °
тех х&Х, для

которых (х, уо)е й («сечение» множества Q), в Z. Подобным же

■образом определяется оператор i3 °

(х0^Х)г отображающий
й(*0) сувг1

Если х„ е X— внутренняя точка множества Q ,: то можпо

(у У
'

'

говорить о производной Р °

(ж0). Эта производная называется

частной производной по х оператора Р в точке (х„, ув) и

обозначается Рх{х, у0). Аналогично вводится частная производная

по у: Р'у(х0, у0). Очевидног-

Р'х (*„-, !/„) е В {X, Z), Р'у {х0, Уо) е= В (Г, Z).

Если оператор Р имеет, в точке (х0, Ув)е £2 производную
■Р' (жо> Уо) = и> то ^(^о. Уо) = UX и Р'у (хв, у0) = £/у; это
обстоятельство оправдывает введенные обозначения частных

производных.

Оператор Р можно рассматривать как абстрактную «функцию
двух переменных», что мы и будем отображать в обозначениях,
записывая Р(х, у) вместо Р(.(х, у)). На такие «функции» без
труда распространяются основные положения элементарной тео-

"

рии функций многих переменных. Отметим, в частности, один
.из таких фактов.
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Предположим, что производные Рх и Ру существуют в

некоторой окрестности точки (х0, уй) е Q. Тогда

\Р (х0 + Ах, у0 + Ау)-Р (х, у0) —

—К {xoi у0) (Ах) — Р'у (х0, ув) (Ау) | <
< sup \Р'х{х0 + вАх,у0+.В1Ау) — Р'я(х9, yj\\Ax\ +

o<e,ex<i

+ sup \Py[x0 + Bbzty0 + e1Ly) — P'v(xu,yjl\byl. (1>
o<e,ex<i

Действительно, очевидно,

A -1P (x0 + Ax, y0 + Ay)-P (x0, уJ -

-К (*0. Vo) <**) ~К (*o. Уо) (Д») 1<
< | P (ж0 + Аж, #0 + Ay) - P (ж0, #0 + Ay) — P'K (x0, y0) (Ax) | +

+ 1P (*<>. Уо + Ay) — P (x0, y0) — P'v {x0, y0)(Ay) 1.

Применяя к каждому слагаемому формулу конечных

приращений (см. (8), § 1), получим

Л< sup \К(х0 + еАх,у0 + Ау) — Р'х(х0,у'^\\Ах[ +
0<6<1

+ sup \Ру(х0, у0 + В1Ау)-Ру(х0,у0)ЦАу^
o<ex<i

< sup \р'х(х0 + вАх, у0 + 0,Ду) - Р'Х{х0, у0)\\Дх| +
о<е,ех<1

+ s"P IIК (*о + 0Л*. Уо + 0i&У) — К (*<» Уо) \\Ьу[»
o<e,ex<i

что и требовалось доказать.'
4.2. Основной результат этого параграфа относится к вопросу

о существовании решения уравнения

Р(х, у)=0,

т. о. о существовании неявной функции, определяемой этим

уравнением. Как и в элементарном анализе, справедлива
Теорема!. Пусть оператор Р задан в окрестности Q

точки (х0, ye)^XXY, отображает ее в пространство Z и

непрерывен в точке (х0, уе). Если, кроме того, выполнены условия?
1) Р(хв, уе)=*0;
2) в Q существует Ру, непрерывная в точке (х0, ув);
3) оператор Ру (х0, у0) е В (F, Z) имеет непрерывный

обратный

Е = К(*Ло)]"1бВ(2,У),



«72 ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ НЕЛИНЕЙНЫХ ОПЕРАТОРОВ [ГЛ. XVII

то существует оператор F, заданный в некоторой окрестности
4}czX точки Хо, переводящий эту окрестность в пространство Y
и обладающий свойствами:

a) Р{х, Яж)) = 0 (x^G);
b) Fix,) => у0;
c) F непрерывен в точке хв.

Оператор F определяется сврйствами а) — с) однозначно в том

смысле, что если Fi — другой оператор, обладающий этими

свойствами, то существует такое ц > 0,' что для Wx — х0\\ < tj

Доказательство. . Не умаляя общности, можно считать,

что Хо = Ох, уе = От. Возьмем ieZ настолько малым, чтобы
Ют е Qtx), где, как и выше, Q{x) означает совокупность элементов

раУ таких, что (х, y)^Q, и рассмотрим определенный на Q(x)

оператор ^

0}*>{у) = у-ГРЬ, у).

Докажем, что, каково бы ни было достаточно малое число

«>0, можно указать такое б->0, что при 1Ы1 < б оператор 0м

переводит- шар Hj/H «S е в себя. С этой целью найдем и оценим

производную оператора Qix). Согласно предложениям III и V
из 1.2

Qw'Су)(0 -у-тр'у (х, 'у) (у) = - г [р'у(х, у) -Prv(о, 0)] (у)

и, следовательно,

11^}'(у)11<|Г|||^(^у)-^(о, 0)1.
В силу предположенной непрерывности оператора Ру в

точке (0, 0) второй множитель здесь может быть сделан сколь

угодно малым, так что за счет выбора достаточно малых е и б

можно добиться того, что

№M'(i/)I<a<l, 1И<6( Ы|<е. (2)

Оценим еще QU)(Q). Принимая во внимание условие 1), будем
иметь

||<2<*>(0)Н -№>(«, 0)li ^ Ш\\Р(х, 0)-Р(0, 0)Н

и, значит, учитывая непрерывность оператора Р в точке (0, 0),
можно за счет уменьшения б сделать правую часть написанного

•неравенства сколь угодно малой. Будем считать, что б, если это

необходимо, уже уменьшено настолько, что

О0««>(О)Кв(1-а), 1Ы1<6. (3)

Теперь высказанное выше утверждение легко доказывается

« помощью формулы конечных приращений. Действительно, если
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1Ы1 < б, IIj/II < е, то согласно (2) и (3)

\Qlx) (y)l<Wx) (0)! +1| QM {у) - Q(x) (0)||<
<е(1-^а) + sup !|е(*)'(%)||||у||<е(1-а) + ае = е.

o<e<i

Итак, оператор Qix) переводит замкнутый шар Нг/И *£ е в себя,,
причем для производной Q(x) справедливо соотношение (2). Тем.
самым выполнены условия теоремы 1.1 и, следовательно, в

упомянутом шаре существует единственная неподвижная точка

у* = Fix) этого оператора:

У* = У*~ ТР(х, у*),
т. е.

Pix, у*) = 0.

Оператор F — требуемый. Действительно, а) уже проверено.

Справедливость Ь) вытекает из условия 1), которое можно

записать в форме Q0(0) = 0, и единственности неподвижной точки

оператора Q0. Наконец, с) следует из того, что выбор величины е

неограничен снизу, и поэтому ее можно взять сколь угодно малой.

Докажем единственность F. В таре Hj/H ^ e неподвижная
точка оператора Q[x) (Ы < б) единственная, а ввиду непрерывности

оператора Fl для достаточно малых т] будет

ОЛЫИ-И^Ы-ЫСЙКе, 1Ы1<т],
""

так что для этих х имеет место совпадение F,(x) — Fix).
Теорема 2. Если в теореме 1 предположить непрерывность

оператора Р в каждой точке Q, то оператор F будет
непрерывным в некоторой окрестности точки х0.

Доказательство. В рассматриваемом случае к оператору

QM применима теорема XVI.1.3. Действительно, оператор Q{x}
(flarll < б) преобразует шар Hj/ll ^ев себя, а неравенство (2)

обеспечивает то, что Qix) является оператором сжатия (равномерна
относительно х^Х с 1Ы11^4). Непрерывность Qlx) по параметру
(его роль играет в данном случае х) следует из непрерывности

оператора Р.

Применяя указанную теорему, получаем, что у* — Fix)

непрерывно зависит от х для 11x11 < б.

Замечание. Теоремы 1 и 2 имеют локальный ^характер.

Кроме того, в них не Сказывается эффективный способ оценки
величины е в зависимости от б. Этот недостаток будет
восполнен в следующей главе, где с привлечением второй производной
устанавливаются более точные результаты.

Кое-что в этом направлении может быть сделано уже с по-»

.мощью сформулированной ниже теоремы 3.

4.3. Теоречма 3. Пусть выполнены условия теоремы 1 ut

кроме того, в Q существует частная производная PKt непрерывная
43 Л. В. Канторович, Г. П. Акилов
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■в точке to, у0). Тогда оператор F дифференцируем в точке ха,
причем

F'(xo) = U,
где

-U-- ТР'Х (а*,, у0) = - [Ру to, Уо)}^* (*о. Уо)- (4)

Доказательство. Будем, как и при доказательстве

теоремы 1, считать, что х0 = О, у0 = 0.
Согласно 1.1 надо доказать, что по произвольному е > 0 можно

найти б>0 так, что для любого х^Х с Ы < б

Шг)-Л0)-С/Ы11 *£е1Ы1,

т. е., поскольку F(0) = 0,

ИИж) - ШхП *£ еЫ. (5)^
Полагая F(x) = у и заменяя # его выражением (4),

перепишем выражение,' стоящее в левой части (5) под знаком нормы,

в виде

F(х)- U(x) = у + ГР'х(0, 0)х - Г [Pi(0, 0)ж + ^(0, 0)у].
Но Р(х, у)=».Р(0, 0) = 0, поэтому согласно неравенству (1)

!*■(*)-р<*)|<

<|Г||Р(ж,»)-Р(0,0)-Р;(0,0)а!-Р;(0,0)»|<
< в г || Г sup К(е*,е1у)-р;(о,о).Н*| +

[о<е,е1<1

+ sup KCfte»e1y)-P;(0,0)ilyll<Vi[||afH-li,||],
o<e,e1<i J

"причем вследствие непрерывности частных производных Рх и Р„
величина г\ может быть сделана сколь угодно малой за счет

выбора достаточно малого б. Таким образом,
sf{x) - и(хп < фх\\ + \тх)\\) ^ л^1^11 +.ww+над - тхж

Отсюда, если только г\ достаточно мало,

и, следовательно, если ц подобрать так, чтобы

то для всех достаточно малых х будет выполняться (5), что

и требовалось доказать.
4.4. В заключение параграфа приведем один пример

применения теоремы 1.
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Рассмотрим систему дифференциальных уравнений

»|(«)аМ«|У*(4 *» Л = 1, 2, ...,га, (6)

которую, как и в XVII.3.3, будем записывать в форме
у *

V{s)=*y{0) + jf(t,y(t))dt. (7)
о

Предположим, что fit, 0) = 0 (.tP*0). Тогда система (6), или,

иначе, уравнение (7), имеет тривиальное решение
— тождественно

'равное нулю. Это решение отвечает начальным условиям-у (0) =0.

Возникает вопрос, имеющий большое практическое значение:

при каких условиях уравнение (7) имеет решение с достаточно
малыми начальными данными, определенное на [0, °°), и,

главное, когда близость к нулю начальных данных влечет близость

решения к нулю на всей полупрямой t0, °°)? Дадим точные

определения.
Пусть по каждому е > 0 можно найти такое б > 0, что как

только вектор х имеет норму, меньшую б, так уравнение
»

V(s) = x + $f(t,y(t))dt - (9)
о

имеет единственно ограниченное решение у*, причем

sup|y*(sj|<e.

Тогда говорят, что нулевое решение уравнения (7) устойчиво.
Если, кроме того, у* (s) —*■ 0, то нулевое решение называется

В—ЮО

асимптотически устойчивым. *

Прежде чем рассматривать достаточные условия
устойчивости, введем одно вспомогательное понятие.

Пусть Т — квадратная матрица" и-го порядка. Обравуем ряд

Е + ±Т + ±Т* + .„ +±Тп+ ....

.где Е — единичная матрица. Так как |7*| ^ 17*1* "(Л = 0, 1, ...),,
то написанный ряд сходится, какова бы ни была матрица Т.

Сумма его обозначается ет.
Если х0 — некоторый фиксированный вектор, то вёктор-

функция

u(s) = е'тх0, в > 0, -

удовлетворяет дифференциальному уравнению

u'U) - Tu(s), (9)
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в чем можно убедиться точно так же, как и в случав обычных

вещественных функций. Указанное обстоятельство использует*
ся в доказательстве следующей леммы.

- -

Лемма 1. Пусть \iu ц2, ...— собственные значения

матрицы Т.' Тогда элементы матрицы е'т имеют вид .S p. (s) еЩк, где
к

рк
— полиномы степени не выше п.

Таким образом,. если ц
= max Re fa, то норма матрицы е'т

ft

может быть оценена следующим образом:

\е'т\^К^™\ ,
.

(10)

где т] > 0 произвольное.
-

Доказательство. Первое утверждение следует
непосредственно из элементарных фактов теории систем линейных диф-

'

ференциальных уравнений с постоянными коэффициентами, если

учесть, что согласпо сделанному выше замечанию столбцы
матрицы е'т образуют полную линейно независимую систему
решений уравнения (9), которое является по существу системой

линейных дифференциальных уравнений с постоянными

коэффициентами*).
Так как норма матрицы оценивается корнем квадратным из

суммы квадратов элементов, то из сказанного сразу же вытекает

и (10).
'

Возвратимся теперь к уравнению (7). Пусть,' как и в 3.3,
вектор-функция fit, и) задана в области G (п +1)-мерного
пространства it>0, Ы^ге-0", сс>0), непрерывна по и при

и — 0 и имеет непрерывную по и при и — 0 производную

fu(t,u). Предположим, что матрица A = fu{t, 0) не зависит

от t, и обозначим черев %„ Я,2, ... ее собственные значения.

Теорема 4. Если

Re К < 0, к = 1, 2, ...,

то нулевое решение уравнения (7) асимптотически устойчиво*
Точнее говоря, справедлива оценка
~~

\y*is)\ <L*e-a>; s>0,

где константа Lx зависит только от х и стремится к нулю при

х -*■ 0, а а > 0 такое, что Re А* < —а (А = 1, 2, ...).
Доказательство. Основываясь на теореме 1, положим

в ней X •= Zn, Y = С™,; Z — D", а оператор Р определим

следующим образом:
»

z = Р (х, y)t, z(s) = y(s)-x-^f {t, у it)) dt%
о

*) См. Степанов [1], с. 214.
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причем за Q примем множество точек (х, у)еХХУ
с.произвольным леХ и IIуИ < г.

Учитывая результат теоремы 3.3, мы сразу убеждаемся, что

первые два условия теоремы 1 выполнены. Наличие условия 3)

проверяется сложнее. Прежде всего, согласно теореме 3.3

производная Ру (0, 0) = U существует и имеет вид

»

z = U{y\ z{s)-y(8)-$Ay(f)dtx
о

и, следовательно, требуется доказать, что оператор U допускает

непрерывное обращение. Поскольку пространства С" и D"

полные, то для этого достаточно доказать, что оператор U

осуществляет взаимно однозйачное _

соответствие между С% и Z)" (см.

XII.1.3), т. е. что при любом z^D% существует единственный

элемент уеСп такой, что z = U(y). Иначе говоря, надо
доказать, что уравнение

z(s) = y{s)-$Ay(t)dt (11)
о

нмеот единственное решение в С£.
Как это следует из элементарных фактов теории

дифференциальных уравнений, решение у уравнения" (11) всегда

существует, единственно и имеет вид

»

y(s) = j" e<s-«A? [t) dt + e*Az (0).
о -

Следовательно, взяв число о так, что

ее < о < — maxReKkt

на основании оценки (10) будем иметь »
ч

jy(s)|<tf jV<s-»°lz'(*)l<# + e-salz(0)| <

<К е-* | е«*-«>' \1\ dt + е-*" 1 z || = К fz | е-*" j^"^1 + l] =-

,= Kfzle^-6^ + е(«-^] <^|)г|в-%
так что .

,

'

suply(s)e"l^JK1llzll<«>. (12)
Так как

, y'(s) = z'(x) — Ay(s),
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то

sup|y'(s)e"«Ksup|?(s)H +M|sup|y(s)e~|<
«а »

<(i + jf1HDlI|<oo. (13>

Итак, сопоставляя (12) и (13), заключаем, что ysC? и условия

теоремы 1 проверены полностью.

На основании доказанного можно, таким образом,
утверждать, что уравнение Р(х, у) ■= 0, т. е: уравнение (8) имеет

единственное решение У* = F (x) e C%t если только начальный

вектор х достаточно мал. Имеем, далее,

|у*Ы1<НЯа;)11е-?',

причем по непрерывности оператора F ftyji$T HF(a:)B -»- 0 прв
«■-*- 0. Теорема доказана.



Глав а XVIII

МЕТОД НЬЮТОНА

В этой главе развивается подробная теория метода решепия?
функциональных уравнений, который в случае вещественных,
уравнений известен под названием метода Ньютона, или метода

касательных. Этот метод и некоторая его модификация являются.

в настоящее время одпими из немногих, применяемых на

практике для фактического нахождения решения нелинейного

функционального уравнения.

Должно быть отмечено и теоретическое значение метода, так

как с его помощью можнр делать заключения о -существовании,

единственности и области расположения решения уравнения, не-

находя самого решения, что подчас не менее важно, чем

фактическое знание решения.
Результаты этой главы принадлежат главным образом-

Л. В. Канторовичу (см. Канторович [9]). Изложение следует-
статье Канторовича [12].

§ 1. Уравнения вида Р(х) = 0-

1.1. Пусть имеется оператор Р, лереводящий открытое мно-

. жество Я одного /^-пространства X в другое ^-пространство Y..
Предположим, что в Q имеется нуль оператора Р, т. е. такой
элемент х*, что

Р(х*) - 0.

Возьмем произвольный элемент хй^О,. Предполагая, что

оператор Р имеет в Q непрерывную производную, можно заменить,

элемент Р(х0) ■=» Р(х„) — Р{х*) близким ему выражением.
,Р\х„)(хо — х*) и, следовательно, есть основания считать^что
решение уравнения

Р'{х0){х<,-х)^*Р{х0)

будет близко к х*. Но написанное уравнение линейное, и его

решение нетрудно найти. Это будет'
*k-*-[P'(*J1-4P(ad)

(само собой разумеется, что существование оператора [Р'(хЛ\"*
предполагается).
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. Продолжая этот процесс, мы получим, исходя из х0 —

начального приближения, — последовательность {xj:

x„+l
= xn-[P'(xn)]-l(P(xa)), n.= 0, 1, ... (1)

Каждое хп является приближенным решением уравнения

/>(*)«-0, (2)

тем более точным, вообще говоря, чем больше п.
Спосбб образования последовательности {хп) и называется

методом Ньютона *).

Ясно, что метод Ньютона не всегда осуществим. Во-первых, хп

может-при некотором п выйти, за пределы множества Q, а

во-вторых, если даже этого не случится, то может пе существовать

1Р'(хп)]-\
Если последовательность {хп) сходится к корню х* и х0

выбрано достаточно близко к х*, то по непрерывности оператора Р'

операторы Р'(х„) и Р'(хо) будут мало отличаться. Это дает
основание ввести вместо формул (1) упрощенные:

x'n+i = х'п — [Р' (.г0)]-д (Р (х'п)), и = 0, 1, ...; х'0 = х0, (3)

-которые хотя и дают, вообще говоря, худшие .приближения, но

зато значительно проще формул (1).
Способ образования последовательности \хп} мы будем

называть модифицированным методом Ньютона **).
Ниже подробно исследуются условия осуществимости метода

Ньютона (основного и модифицированного) и его сходимость, т. е.

■сходимость последовательностей {хп} и {хп\ к решению
рассматриваемого уравнения (2).

Отметим, что метод Ньютопа для уравнения (2) совпадает
•с обычным методом последовательных приближений,
примененным к уравнению s

х'= х - ПхКРШ, Пх) = 1Р'(х)]-1, (4)

которое, очевидно, равносильно данному.
Точно так же модифицированный метод Ньютона означает

метод последовательных приближений применительно к

уравнению

х = х-Т(хоНР(х)). (5)

*) Если оператор Р— вещественная функция вещественного

аргумента, то формулу (1) можно записать так:

Р(*«)
*n+i

= xn
—

/>'(*„)'
и—«. 1. •■•»

■что и приводит к методу Ньютона в собственном смысле слова.

**) Оба приведенных метода часто называют методами Ньютопа—•

.Канторовича. {Прим. ред.)
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В связи с отмеченным обстоятельством мы предварительно и

займемся исследованием обычного метода последовательных
приближений.

1.2. Рассмотрим уравнение

x = S(x), (6)

где S — оператор, определенный в шаре Ил: — Xq\\ <R некоторого

JS-пространства X (х„ е X). Наряду с уравнением (6) рассмотрим
вещественное уравнение

t = cp(t), (7)

где функция ф определена в промежутке [tB, t'] (t' = t0 + г <

< U + R). Будем говорить, что уравнение (7) (или функция q>)
мажорирует уравнение (6) (или оператор S), если;

1) \\S(x0) — хв\\ «S ф(£„) — *«; /оч

2) 05'(ж)1 «S ф'(0, если П* - хв\\ «S t -10.
yo)

Теорема 1. Пусть оператор S имеет непрерывную
производную в замкнутом шаре Ц, 0х — xji ^ г), а функция ф
дифференцируема в промежутке [tB, ?]. Тозда, если уравнение (7)

мажорирует уравнение (6) и уравнение (7) имеет в промежутке
lio, t'l корень, то уравнение (6) также имеет решение х*, к

которому сходится последовательность {#„};

Жв+1 = S(xn), re = 0, 1, ..., (9)

последовательных приближений, начатая с х„. При этом

i
la*-«,!<«*-ft,, (10)

где через t* обозначен наименьший корень уравнения (7) на

Доказательство. Докажем сначала, что последователь-

вые приближения для уравнения (7)

tn+, = ф(г„), п = 0, 1, ..., (И)

образуют сходящуюся последовательность. С этой, целью отметим,
что из условия. 2) вытекает неравенство

q>'(f)>0, f s [*,,'«'], -

так что функция ф возрастает в промежутке [£0, ''1. Отсюда
следует, что tn имеет смысл для любого п и, более того, что

*„'<?, п = 0, 1, .... (12)

где через t обозначен корень уравнения (7), существование

которого предположено в теореме.

Действительно, при п = 0 неравенство (12) не вызывает сомч

лений, и если оно уже доказано для п = к, То' из th ^ t вследствие



682 МЕТОД НЬЮТОНА [ГЛ. XVIII

монотонности ф получаем ф(£*)<ф(£), т. е. tk+l<^t и по

индукции неравенство оправдано для всех п.

Также, используя монотонность ф, по индукции можно

доказать монотонность4 последовательности {£„). В самом деле, иа

*i.^.'»+i вытекает f„+i=^(£„) <(p(fB+i) atn+i, неравенство же

U < ti есть следствие условия' 1).
Таким "

образом, установлено существование предела
t* tm 11m tnt который по (11) в силу непрерывности ф оказыва-

ется корнем уравнения (7) и, как это следует из (12),
наименьшим в промежутке [to, t'].

Докажем теперь, что все элементы (9) имеют смысл и

образуют сходящуюся' последовательность. Прежде всего, переписывая
(8) в'форме

На:, — a:0ll < tt
— £0,

вамечаем, что Xi е Q0. Пусть уже доказано, что хи xit ..., хп е- Q0
и что

Па^+1 — xh\l «S th+i
— *», &=■(), 1, ..., re —1. (13)

Тогда в соответствии с результатами из XVII.1.7 будем иметь

Юп+1 ~xn = S (хп) — S (*„_!> = J S' (ж) dx.
«п—1

Бели черев ж и * обозначить соответствующие точки отрезка

Ixn-t, «J и промежутка [*n-i, U, т. е.

* — жп_, + %(хя — av-i), * •= t„_i + т(£„ — f„-,), 0 «S т < 1,

то вследствие (13)

Па; — xj < xll«n — «._,!! + Паг„_, — жп_2И +... + Иж, — ж011 «3.

<s т(г„ -*„_,) + (*„_,- *„_*)■+... + (*, - *,) = г - *..

Поэтому согласно условию 2)

№(*)■ «S ф'(*).

Отсюда, пользуясь замечанием из XVI1.1.7, находим

J S'{x)dx < J ф'(')Л-Ф(««)-Ф('»-1)="
*n—l II *n—l

Итак, (13) доказано для к =» п. Вместе с тем доказано, что-

*«+i'e ^о> так каК

Уж^1 — ж0П «S lbn+1 - ж„11 + Иж„ — агп_,11 + ..'. + Иа:4 — ж0И <

*£ (*»+! ~ О + (*» - *»-|) +• • •+ <*1 - *.) =<»+!- h ^ ? - *„ = Г.
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Таким образом, по индукции установлено для всех к = О, 1,
включение xk^Qa и оценка (13).

Далее, поскольку в силу (13)

Вжп+р - xj «s \\хп+р — Жп+р-.П +... + Пжп+1 — xj *£

*£ (*п+р - *„+*-,) +... + (fB+i - '-) - U* - *», (14)

то последовательность {хп} сходится в себе й, значит, имеет

предел. Обозначим х* = lim жв. Переходя к пределу в (9) и учиты-

вая непрерывность оператора S, получим

ж* = £(#*),

т. е. х* — корень уравнения (6).

Оценка (10) вытекает из (14), если положить ге = 0 и перейти
к пределу при р

-*- °°.

Замечание 1. Неравенство

Ра* - xj <**-*„, n = 0, 1, ..., (15)

которое получается из (14) предельным переходом при в -*■
°°,

дает оценку быстроты сходимости последовательности {xj к х*„
Замечание 2. В доказательстве теоремы условие 2)

использовалось не в полном объеме. Для доказательства была

необходима справедливость неравеиства IIS"(aOH ^ q>'W) только в

соответствующих точках отрезков lxn-lt хп] и [£„-i, *J (n = 1,2,...).
Уравнение (6) может иметь в шаре Q0 еще и другие,

отличные от х* корни, даже если решение t* мажорантного уравнения
(7) единственно в промежутке ltv, t'1.

Теорема 2. Пусть выполнены условия предыдущей теоремы

и, кроме того,
ф') «S *'.

Тогда, если уравнение (7) имеет в промежутке ltv, f]
единственное решение, то в шаре fi0 корень х* уравнения (в)
единствен и к нему сходится процесс последовательных приближенийг
начатый с любого х0 е й„.

Доказател.ьство. Применим к уравнению (7) метод пот
следовательных приближений, взяв в качестве начального

приближения i, = t'. Буквально так же, как и в теореме 1,
доказывается, что последовательность

?в+1 = ф(?„), П = О, 1, .
..,

монотонно убывает и ограничена снизу (?„ > t*), а потому

имеет предел, равйый t, причем i, являясь корнем уравнения (7),
должен совпадать с f* (f = t*).

Докажем теперь, что процесс последовательных приближений
для уравнения' (6), с какого бы элемента 5?e e Q0 его ни начать,

сходится н дает, следовательно, корень уравнения (6). Последо-
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вательные приближения будут иметь вид

x„+t
= S(x„), n = 0, 1, ...

Имеем

x1 — x1 = S (х0) — S (х0) = J 5" (х) dx
*Ь

и, снова применяя замечание из XVII.1.7, получим

Ч

\xt - *J < J ф' (t) dt = Ф (t0) - Ф (g =7X - tx.

Отсюда ясно, что

\\х, — ж0И «s Wxf — ж»II + Wxt — ха\\ «s (Г, — £,) + (U —10) = Tl~tl^r

и, значит, Xi ^ Qt.
Пусть уже доказано, что

xhe Q„, \\хк - x,J\ ml„-th, к = 1, 2, •..., ге. (16)

Тогда

«п-и — жп+1 = ^ (ж„) — 5 (а:„) = J 5" (х) dx.

Но если х и £ — соответствующие точки отрезка [#„, ж„] и

промежутка ltn, ?„],
х*=хп + г(х„ — хп), t = tn + т(?„ — tn), О < т < 1,

то

На: — аг„11 < х^хп — xj + \\хп — а?„_,Н -К,.+ На;, — аг0И *£

^ т(Г„ - *„) + (*„ - *„_,) + ... + (*,-*,)-* -f„,

и поэтому для указанных а? и £ будет US'(а?) II < q>'(f) и

J ж„+1 — a:n+1 j < J ф' (t) dt = ф (fn) — ф (fn) = 7n+1 — tn+u

а тогда

11жв+1 — аг0И < Иа:п+1 — аг„+1П + Иа;в+1 — а:011 <

^ Un+1
— t„+i) + Un+1

— t0) = tn+i — 10 <S Г,

и, следовательно, жв+1 е fi0. /

По индуюнш заключаем, что (16) справедливо для всех

Л = 1, ^» •>• •

Поскольку последовательности itj и {Г„} имеют общий предел
„(равный t*), то ив сходимости последовательности ixn) вслед-
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ствие (16) вытекает сходимость последовательности {хп) и

равенство

lim хп = Hm xn = х*. (17)
П-»О0 П-*00

Итак, доказано, что, какое бы начальное приближение х0 е Q<>
ни взять, процесс последовательных приближений сходится к х*.

Отсюда вытекает единственность решения уравнения (6).
Действительно, если х ^ Q0 — корень этого уравнения, то, взяв

х0
= х, получим, очевидно, при любом п= 1, 2, ...

»•- ~ ~

Хп Ху

а ввиду (17) х = х*, что и требовалось доказ&ть.
_ 1.3. Перейдем к исследованию метода Ньютона для
уравнения (2). Вместе с уравнением (2) рассмотрим вещественное
уравнение

ib(*)=0. (18)

Будем считать, что оператор Р определен в шаре Q (Иж — ж0И < Ю
пространства X и имеет в замкнутом шаре £13 (\\х — а:011 «S г)

непрерывную вторую проивводную. Фуцкцию ib будем предполагать
дважды непрерывно дифференцируемой в промежутке [ta, t'\
(*' = *„ +г).

С помощью теоремы 1 легко получить следующий результат
о сходимости модифицированного метода Ньютона.

Теорема 3. Пусть выполнены условия:
1) существует непрерывный линейный оператор Г0 = lP'(x0)\~li

'■*ПЛГ>'
3) 11Г„(Р(ж0))Н sS ctfltj;
4) 111У" (х)\\ «S с01|5" (f), если \\х - х0\\ <t-te*ur;
5) уравнение (18) имеет в промежутке [£0> ?] корень t.

Тогда модифицированный процесс Ньютона для уравнений (2)
и (18), начатый соответственно с х0 и t0, сходится и приводит
к решениям этих уравнений х* и t*t причем

11ж* - х„1 «S t* - U. (19)

Доказательство. Выше было отмечено, что

модифицированный метод Ньютона дяя уравнения (2) равносилен методу
последовательных приближений для уравнения (5), т. е. для

уравнения

x = S{x), S(x) = x-Ta{P(x)). (20)

Аналогично, модифицированный процесс Ньютона для

уравнения (18) может быть заменен процессом последовательных

приближений для уравнения

f = <p(f), <p(f) = f + c0i]5(f). (21>

2)е„---377П>0;
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Докажем, что для уравнений (20) и (21) выполнены условия

теоремы 1. Имеем
S(xa)-xa Тв(РМ)

я, аналогично,
Ф«о) — te —c0i|>(fo).

Таким образом, в силу условия 3)

Шх0) - «„О «3 ф0) -10.

Далее, испольвуя правила дифференцирования (XVII.1.2),
получим

S'{x)-I-TaP'{x\ S"(x) ГвР"Ы;
поэтому

да и

5" (*) = S' (ж) - 5-' (х0) -§S'(x)dx J Г0Р" (х) dxt

я, следовательно, на основании замечания ив XVII.1.7 и

условия 4) найдем

t

lS'(x)\<,le^"(x)dx = c^'(t)-c^'{t0) = l + c^'{t0)^ip'{t)t
*о

«ели х и t связаны неравенством Яж — ж0И < t —10.
Таким образом, уравнение (21) является мажорантным по

■отношению к уравнению (20), что позволяет применить
теорему 1 к этим уравнениям, а это для данных уравнений приводит
ж доказываемому результату.

_

Замечание. Как и в теореме 1, быстрота сходимости

последовательности [хп] (см. (3)) к х* оценивается неравенством

\х+ — а4|<'* — С » = 0, !„...; а£ — жс; t'0 =- tot (22)

где tn—последовательные приближения модифиДированного
метода Ньютона для уравнения (18).

Применение теоремы 2 к уравнениям (20) и (21) позволяет

«разу же установить факт единственности решения уравнения (2).
Теорема 4. Пусть соблюдены условия теоремы 3 и, кроме ..

того,'
ф(П < 0. (23)

Тогда, если уравнение (18) имеет в промежутке [t0, t']
единственный корень, то уравнение (2) имеет в шаре Q» только одно

решение.
Для доказательства достаточно заметить, что (23) влечет

неравенство

q>(f)-f+ crt(f)<f,
т. е. выполнено дополнительное условие теоремы 2.
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Замечание. Так как t* — наименьший корень уравнения
<18), то теорема единственности применима, если положить

t' = t*. Таким образом, можно гарантировать единственность

решения х* уравнения (2) во всяком случае в шаре

Их - аг,11 «S t* - t0.

1.4. Сходимость основного процесса Ньютона устанавливается
на основании теоремы 3 о сходимости модифицированного
процесса.

■

Теорема 5. Пусть выполнены условия теоремы 8. Тогда

основной процесс Ньютона для уравнения (2), начатый с х0,

осуществим и приводит к последовательности {хп), сходящейся
к корню х* уравнения (2).

Доказательство. Первые шаги в модифицированном и

основном процессах Ньютона совпадают; поэтому a?t имеет смысл

и xt s Q„. Проверим, ^гго условия теоремы 8 не нарушатся,
если в пей заменить x«jaa xit a tv на tlm Сохраняя обозначения

теоремы 3, рассмотрим оператор
«1

J - Г0Р' {х,) Г0 (Р' К) - Р' (*„)) = - J Г0Р? (х) dx.
«о

Используя замечание из XVII. 1.7, найдем

h

| J - Т0Р' (хх) 1 < f c0tf (*) dt = 1 + cj (tj - q.
'**

Так как ф"(£)^0 во всем промежутке lt„ t'l, а tJrtO^O, то

минимум функции фШ не может достигаться левее точки t*.

Поскольку tt^t* jt ф'(£0)<0, то ty'(tt)<0*) и, значит, q<f.
По теореме Банаха (V.4.5) существует непрерывный

линейный оператор
С7=[Г„Р'(а:1)]-1еВ(Х, X),

причем
'

-

. '^rV^g-v ч—ш- <24)

Следовательно, существует непрерывный линейный оператор

Г, = [P'ixJ]-1 = UTV.

*) Если 4>'('i) = 0. т0 'i
*= '* HJ"K'i) = 0, а тогда

«1

о=* (у - * (д
- Ф'(*0)(*1 - g - f *-«(ч - *) dt,

«о -

что возможно лишь'при ty"(t) =0 в промежутке [*о> *i], а это в свою

очередь приводит к равенству ^)'(to) = ФЧ'О = 0,
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Итак, условия 1) и 2) теоремы 3 проверены. Докажем теперь,
что

1Г.1Р(*,))1 *£ СофЮ. (25)

По формуле Тейлора (XVH.2.5) имеем

г0 {Ры - г0 (Р (Жо>) + г0Р' (ж„) te - ж„) +
к1

+ J Г0Р" (*) (*1 — Хг ') dx - (*0 — *l) + («I - *о) +
"О

«l "1

+ J" Г„Р" (ж) (жх — ж, •') dr — J ГгР" (ж) (жх — ж, •) dr.
ко *о

Аналогично,

^(y-foJ+'(0('i-')««-
«о

Так как для соответствующих точек а: и t отрезков 1хв, ж,] в.

lU, *J будет

то

J Г0Р" (х) (й - «я •) Лг|< J c0^" (() (tt - 0 <fts

а это и означает (25).

Принимая во внимание (25) и (24), получим

№Ы)\ = |Е/Г0(Р (*,))|<|tf ||Г0 (Р (*0)|<4Ч*(У-«1*(*1).
т. е. условие 3) также выполнено.

Условие 4) проверяется подобным же образом. Отметим спа-

чала, что если Иж — ж,й ^ f — tlf то подавно 11ж — ж0И < t — t0.
Поэтому

• ~ч

со

Наконец, условие 5) не нарушается, так как корень t лежит

в промежутке It*, t']t а следовательно, и в более широком
промежутке l*i, t'l.

Рассуждая аналогично, покажем, что условия теоремы 3

не нарушатся, если перейти от Xi и ty к ж2 и *» и т. д.

Итак, все ж„ имеют смысл, т. е. уже доказано, что процесс
Ньютона осуществим.
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Так как последовательность {£„}, очевидно, возрастающая и

ограниченная, то она имеет предел ?, а ввиду неравенства

последовательность {хп) также имеет предел х =- lim xn.
п-*со

Из (1) получаем соотношение

Р(хп)+Р'(хп)(хп+1-хп) = 0, ге = 0, 1, ... (26)

Для произвольного хе Qo по формуле конечных приращений
имеем

||Г0[Р'(*)-^'(*о)Н1<
< || х - х0\\ sup || Г0Р" (х0 + 6 (х- х0)) || < г max с0ф" (t)t

o<e<i [<„,<']

откуда следует, что WP'(xn)\i ограничены в совокупности.

Поэтому предельный переход в (26) дает

Р(х) = 0,

т. е. х является корнем уравнения (2).
Равным образом I является корнем уравнения (18), причем

так как Г ^ t*, a t* — наименьший корень, то t — £*..
Поскольку, очевидно, \\% — х0\\ «S Г — t0 =• t* —t0, то согласно

замечанию к теореме 4Ж
= х*. Теорема полностью доказана.

Замечание. Быстрота сходимости последовательности {хп)
к х* оценивается неравенством

Ux*-xJ*ft*-tn, n = 0, 1, ... (27)

Это следует из неравенства (22), так как"а;„ и tn можно

рассматривать как первые приближения по модифицированному
методу Ньютона с начальными приближениями xn-t и fn-i

соответственно.

1.5. Непосредственное использование теоремы 3 или теоремы 5

представляется обычно затруднительным вследствие наличия

в их формулировке неопределенной функции i|). В свяа,и о этим

приобретает значение следующая теорема.

Теорема 6. Пусть, как и раньше, оператор Р определен в Q

и имеет непрерывную вторую производную в Q0. Пусть,
кроме того:

1) существует непрерывный линейный оператор Г0 = УР'(х0)]~1;
2) llfe(P(a:„))II^Tj;
3) 11ГвР"(а:)11«5Я(а:еО0).

44 Л. В. Канторович, Г. П. Акплов
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Тогда, если

Й = #Т1<4-, (28)

r<ri = i±3£z»4f (31)

-

r^.-^-Vl-"^ (29)

го уравнение (2) имеет решение х*, к которому сходится процесс
Ньютона (основной и модифицированный). При этом

\\х* - х0\\ < г0.
'

(30)

Далее, если при h < 1/2

а при h = 1/2
r<r„ . (32)

. то в шаре й0 решение х* единственно.

Быстрота сходимости основного процесса характеризуется
неравенством

^-«-.К^йГт' n-0/l,...,
"

(33)

а модифицированного (при h < 1/2) неравенством

iz*-z;i<^(l-/r=2fc)n+\ /1 = 0,1,... (34)

Доказательство. Рассмотрим в промежутке [0, г]
вещественную функцию

ф (*) = #*г _ 2f + 2ti = Я*2 — It + -^ = —-t2 — It + 2т].

Проверим, что оператор Р и фупкция г]з удовлетворяют всем

условиям теоремы 3 (а значит, и теоремы 5). В еамом деле,
выполнение условий 1)—4) очевидно; далее, так как корни
уравнения

*(*)—0 (35)

есть ._
1 — 1/1— 2й 1 + 1/1 —2А

то (28) обеспечивает вещественность корней, а условие (29)
гарантирует, что наименьший корень, равный г„, содержится в

промежутке [0, г]. Поскольку t* = г,,, то неравенство (30) означает

неравенство .(19) теоремы 3.
Утверждение о единственности решения является следствием

.теоремы 4, так как, каково бы ни было h ^ 1/2, при выполнении

условий теоремы i])(r) <0и корень уравнения (35) единствен в

промежутке [0, г].
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Установим теперь неравенства (33) и (34), характеризующие
быстроту сходимости процесса Ньютона. Принимая во внимание

замечания к теоремам 3 и 5, -достаточно рассмотреть лишь

вещественные последовательности Un) и {*nl последовательных

приближений соответственно осповного и модифицированного
процессов для уравнепия (35).

Рассмотрим сначала осповной метод. Обозначим

Kn = cni])"(0 =2Kcn, hn = K„t]n

и выразим т]„, Кп и h„ через эти же величины, по с меньшим на

едипицу индексом. Для этого отметим, что —

**+i-**--^j-4fc. л-0,1,... (36)

Следовательно, по формуле Тейлора для полипома второй
степени

Я„ — сп1]> (in) — СпЧ» (*n-i + v^) —

- Сп [4" Ч>" (*n-l) <-l + Ч>' Cn-l) V-i + * (f»~l)] "

L n-i ln-iJ'

«=

-5- ^iACn—jTjn—!
=»

-к-
-

An—i*|n—1»л cn-i л cn-l

Ho

(37)
поэтому

1 gn*i%-i Чп-l ftn-l /oov

Отсюда

Аналогично, также с помощью (37) получаем

Кп = 2спК = 2А'сп_1 -— «=

j—г—.
сп-1 -1 —" пп-1

к,^, '^,t,_ 1 ГJw.?
*

,

n 2
(1-An_i) L n"lJ

Из (38) и (39), учитывая Нп < 1/2, получаем оценки

Лп< hn-iX^ h"< 2Л»-н » - li 2, .... (40)

(39)

44»
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Следовательно, К< -j- \2h0fn
=

-g- \2hf" и

... < hn-Jin-, .. . Mo<± [2/i]2"-i т].

Отсюда', наконец, привлекая (36), находим

** — tn = (fn+i — tn) + (tn+z — /n+1) .+ ...
= r]n + t)n+1 + ... <

В силу (27) это приводит к требуемой оценке (33).

Рассмотрим теперь оценку погрешности модифицированного
метода. Предположим, что h < 1/2. Поппмая под ф ту же

функцию, что и в доказательстве теоремы 3, можем написать

t* - t'n = Ф (t*) - Ф (Ci) - ф' (in) (t* - СД «i. = l*+2tn~\
Ho

<p'(f) = i + c„i|>'(» = Kt,
так что

ф'(Г„) = tff„ < Kt* = 1 - 1'1 - 2/г.

Поэтому
t* -1; < [i - у\ - 2h] (t* - со.

-

Примепяя этот же прием, оценим ** — tn-\ п, продолжая так

и дальше, получим в конце концов

*• - *«< [1 - ут^Щп (** - О = -J- [1 - /г=2й]"+1.

Подставляя это в (22), найдем

|**-*-|<-Н1-/1=2ЛГ\
т. е. неравенство (34). Теорема полностью доказана.

Замечание 1. Условия 2) и 3) теоремы можпо заменить

условиями:

1') ИГ.П < В';
2') ИР(ж0)П *£ п';
3') 11Р"(ж)1КЯ' Uefi0).

При этом
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Замечание 2. Условия (28), (29), (31) (или (32)) точны

в том смысле, что для квадратного уравнения (35) парушение
"каждого из первых двух условий влечет отсутствие решения для
этого уравнения, а без условия (31) или (32) не» имеет места

единственность *).

§ 2. Следствия из теоремы о сходимости

метода Ньютона

В этом параграфе указаны некоторые следствия из теоремы
о сходимости метода Ньютона (теорема 1.6). Как и в предыдущем

параграфе, мы будем рассматривать уравнение

Р(х) = О, (1)

причем относительно оператора Р (его области задания,
дифференциальных свойств и т. д.) сохраним прежние предположения
и обозначения.

2.1. Прежде всего отметим следующее обобщение теоремы 1.6,
колода вместо обратного оператора Г0 ■= 1Р'(х0)]~* требуется лишь

существование оператора, близкого к Г0.
Теорема 1. Пусть существует линейный оператор Г в

еВ(У, X), имеющий непрерывный обратный, и выполнены

условия:

1) 11Г(Ри0))П < л;
2) ИГ/>'(ж„) - Л < б;
3) 0Г/>"(ж)Н*£Ж UeQ,).
Тогда, если

_

Л = -^Ц<4* 6<lt (2)
(1 — б)2 2

,.-^7 1-ТЛ-2* л ,чч

то уравнение (1) имеет решение ж*е£>„, единственное, если

— — 1 — - 1
г <гх при h < -тр. г^гг при Н =•

-7£-t

- l + Vi-2h ч

При sroMj если {хп} — последовательность приближений
основного процесса Ньютона, то

I**'— хпК4" [2Л]2"=-5—,. п _ 0, 1. .. -1

2П А (1 — 6)

•) В случав условия (32) уравнение (30) имеет единственное решение.

Однако уравпение <(<) — е = 0 (е > 0) будет иметь в промежутке [0, г]
уже два решения.
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Доказательство. Проверим выполнение условий
теоремы 1.6. Из второго условия вытекает, что существует

непрерывный линейный оператор

U=lTP'{x0)}-\
причем

Отсюда следует, что существует непрерывный линейный

оператор
Го = №'(*„)]-'= С/Г.

При этом

|Г„^(^))1!<11^1111Г(^о))1<г=6*
*

1!г0^)8<1!#11г^(*)К|4-61 *е0*

Остается заменить в теореме 1.6 х\ на jiTg
и К. на

fug*
2.2. Рассмотрим процесс последовательных приближений,

подобный модифицированному, с заменой в последнем оператора
Г. ■-.№'(««)] ~* на близкий к нему Г. Иначе говоря, построим
последовательность {£«}:

хп+1 = х„ — Т{Р(.х„)), п=-0, 1, ...; х0 = х0. (4)

Теорема 2. В условиях теоремы 1 процесс (4) осуществим,
т. е. S„eQ„ (n = 0, 1, ...) и имеет место сходимость

~~

хп -*■ х*.

Доказательство. Так же, как и в теореме 1.3, при дока-
вательстве сходимости модифицированного процесса
воспользуемся теоремой 1.1, полагая в ней

S(x) = х - Г(Р(*)), геЙ„,

Ф(t) - ±Kt* + 8t + ц - t + q(t)t

y(t)-±-Kt*-(l-b)t + vf *e [*„«'], ?o = 0, f' = r.

Имеем
_

Шхо) - x0W = Н-Г(Р(а;0))11 < r\ =■ ф0) - Ъ.

Далее, если Wx — xeW *£ t «£ г, то

l^wi-pir-rP'^KI/^-rp'^i + irtP'^-/»'(*))!<

<e +
in. »
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Таким образом, уравнение

х - S(x) (5)

мажорируется уравнением £ = <p(£), которое имеет решение

Следовательно, и уравнение (5) имеет решение, которое должно
совпадать с х* (так как в шаре Нж— х0\\ < г0 решение х*

уравнения (1) единственно). •

Замечание. Что касается оценки быстроты сходимости

последовательности {£„} к х*, то она может быть выведена
совершенно аналогично тому, как это было сделано в 1.4 для
модифицированного процесса. Именно, предоставляем читателю доказать,

что при h < 1/2

|**-£|<4-[1-(1-в)У l-2A]n+1^-^f п-0,1,...

2.3. Пусть выполнены условия теоремы 1.6 о А < 1/2.

Покажем, что процесс Ньютона обладает известной устойчивостью,
т. е. сходимость процесса не-нарушитоя, если в качестве

начального приближения взять не х0, а произвольный элемент х0 е Qot
достаточно близкий к х0.

Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 1.6 с

постоянными г\, К и h = Кц '< 1/2. Если при этом

\х'-х4<в, «^Чт^1^. (б)

то основной и модифицированный процессы Ньютона будут схо~

дитъся, если в качестве начального приближения принять вле-

мент х0.

Доказательство. Применим теорему 1, взяв в ней в

качестве Г оператор £0 = 1Р'(х0)]~1, а 8а х0 приняв элемент х0.
Условие 1):

|Г.(Р(а£))ЫГ.Гр(«,) + />'(*«) (*Ь-*о) +

*°' IS
+ j Р" {х)(х'0 — xt •)dx ||<ti + е + К~,

«0 Л



6ge метод ньютона [гл. xvin

так что в качестве т\ следует принять величину Ц + е + К -

lT0P'(x0)-ll-\r0[P>(x'0)-P'{x0)\l =
х0

§T0P"{x)dx
*о

Таким образом, 6 = Ке.

Наконец, К = К. Беличина й будет при этом равна

h =
Кц к(г, + е + 4-ег) f Kh,+

(1-6Г (1-Яе)"

2Ке + 2Kri 1
~-т2 К2е2 — 2Ке + 1

Теорема доказана.

Замечание. Если h 5» 4V2 — 5,5 « 0,16, то шар \\х — хв\\ «£в
содержится в шаре Jb — #0Н «£ г„ и, следовательно, в шаре fi0.

Если же А < 4V2 — 5,5, то условие (6) уже не обеспечивает,
вообще говоря, включения х0 е й0 и его надо потребовать
дополнительно.

2.4. В числе данпых, участвующих в оценке близости

начального приближения х0 к решению х*, т. е. в оценке величины г0,

фигурирует и оператор Г„. Знание этого оператор'а позволяет

уточнить область расположения решения. Действительно, зная Г0,
мы можем найти Х\ — следующее приближение по методу

Ньютона — и примепить к нему теорему 1.

Теорема 4. Пусть существует непрерывный линейный

оператор Го = iP'ixo)]*1 и выполнены условия:
1) lir0(PU))II^Ti;
2) lir.(PU,))ll < т], (х, = ха- ro(PU0)));
3) 11Г0Р"ЫИ<Я UefiJ;

к\ 1

(1- ■*Ч)2< 2

Тогда уравнение (1) имеет решение х*, причем

Ц** *, <-
-2ft,

Л—К-п'
(7)

Доказательство. Проверим условия теоремы 1, полагая

в ней Г = Г0 и беря xt вместо хе:

ИГ.(Р(*,))П<Ч1,
|ГвР' (*,) -Л<ЦГ0[Р' («,) - Р' (Жо)Щ =

f Т9Р"(х)йх ^К^-х^^Щ.
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Тогда в качестве г\, б и Л следует принять r\t, Кх\ и Л,
соответственно.

Согласно теореме 1 решепие х* лежит в шаре "ж — xjl ^ р0.

Поскольку в данном случае

Го=£
h 1 — в~ \ 1 —Яч*

отмеченное обстоятельство приводит к (7).
Замечание 1. Может случиться, что h±«£ 1/2, хотя h =

«= Кг\ > 1/2. В этом случае теорема дает возможность делать

заключение о существовании решения, хотя теорема 1.6
неприменима.

Замечание 2. Условия 1)—4) не гарантируют включение

шара Иг — х,\\ < г0 в шар Я0. Поэтому надо предполагать, что

радиус шара Й0 настолько велик, чтобы указанпое включение

имело место.

Например,
- 1 — ТЛ — 2А, тг

г>Ч + гв = Ч_+ л" 1H=W
2.5. Если в условиях замечания 1 к теореме 1.6 оценка нормы

оператора [Р'(х)]~1 известна не только в точке х0, но и во всей
области Ц>, то можно ослабить условие, накладываемое на А,
потребовав вместо А<1/2 лишь h<2 (см. Мысовских [11).

Теорема 5 (Мысовских). Пусть выполнены условия:

1) И»(*,)1 *£ Ч;
2) для лей, существует непрерывный линейный оператор

Г(ж) — [Р'(х)]-\ причем

\\Т(х)\\<В, xe=Qo]
3) \\P"{x)W^K (a;efi0).
Тогда, если

h = В2Кц < 2, г > г' = 5п2 (-у")
то уравнение (1) имеет решение x*&Q0, к которому сходится

основной процесс Ньютона, начатый с х0. При этом быстрота
сходимости устанавливается неравенством

1 - (А/2)2П
a;n+i

= ж„ — Т(х„)(.Р{хя)); п = 0, 1, ... (9)

Доказательство. Покажем сначала, что процесс
Ньютона осуществим, т. е. что х„ efij (и = О, 1, ...). Имеем

lb, - zjt = II - Г(ж„)№о))II < Вг\, СЮ)
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|к1Р(xj + Р' (х0) {х, -х0) + § Р"(х) (х1 -х, •)dx <

<Jjr(A,-*)ctt=.^a!-*^-.ni. (il)
о

Из (10) вытекает, что xt e fi0.
Подсчитаем величину А, соответствующую точке хц

JH-В*Къ = £%£ = £. (12)

Пусть уже Доказано, что х„ <= Q0# Обозпачая через hk и tj»
(ft = 0, 1, ) величины h и ц, отвечающие точке а*, будем иметь

аналогично (10), (11) и (12)

Ия„+1 - xj < J5tj„,

\+l"^T* Л = 0'1 "-1. (13)

К -^(V)' = • • ■
= 2(тУ - 2(x)2 *.

* - о. 1. • •... "•

Из двух последних соотношений находим

Ц,
—

2
в

4
•*'=

^ tle=^TJ Ч-

Подставляя это в (13), получим

l^-^KBrifyJ"1. (14)

Отсюда, используя для lla:k+t — xk\\ {k = 0, 1, ...,
в
— 1)

аналогичную оценку.

ft=0 k=0

и, следовательно, a:n+i«=Qe.
-Также па основании (14) имеем

П+р—1 П+р—1

ft=n ft—n

так что последовательность (хп) сходится в себе и, значит,

существует х* «= lim#„. Ясно, что х* — решение уравнения (1).
П-»оо
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Устремляя в (15) р -*- °°, будем иметь

*

<1|(4Г<^(4Г1(4Г-Ч-^'
что и дает оценку (9) быстроты сходимости процесса.

2.6. Нередко оказывается возможным данное уравнение (1)
ваменить на близкое к нему, но уже более простое уравнение,
также, вообще говоря, нелинейное. Выясним условия, иа

основании которых можно судить о разрешимости данного уравнения
по решению приближенного уравнения.

Итак, пусть уравнение (1) имеет вид

ВДэя(г)+й(1)=0. (16)

Предположим, что элемент х0 является решением упрощенного

уравнения

я(я0)=0.

Если выполнены условия:

1) Пп'{хоП-ЧШхв)П < Ч;
. 2) Пп'(хв)]-*Н'(хв)\1 «S а < 1;

3) В[яЧх,)]-1я"ЫП<Я, 11[я'(лв)]-,Д"Ы11<£ (*6=Qe);
и если

. гЦК + L) 1
h 7Г=^г<Т« <17>

г>г* н Г=^» (18)

то уравнение (16) имеет в й» решение х*.
Это предложение получается непосредственно из теоремы 1,

если положить в ней Г ■=■ [п'(х0)1~*. Также с помощью теоремы 1

может быть установлена область единственности решения х*.

Рассмотренная только что ситуация является частным

случаем более общей, когда левая часть уравнения (1) зависит от

числового или иного параметра, причем при одном значении

параметра решение уравнения известно и требуется установить
существование решения для значений параметра, близких к

начальному. Мы ограничимся здесь случаем, когда параметр входят
в уравнение линейно. Точнее говоря, рассмотрим уравнение

Ж И>s я(ж) + \iR(x) - 0, (19)

где ц означает линейный оператор в пространстве Y (цв
&B{Y, У)). В частности, и. может быть числовым множителем.

Теорема 6. Пусть выполнены условиях

1) Р{х„, 0) - nU.) — 0;
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2) существует непрерывный линейный оператор Г0 = [п'(х0)\ *

и 11Г0Н<Я;
3). Шж„)П < т), ИД'(я,)1<о;
4) Ил"(ж)11 *£ А", ИД'ЫН «2 L (жеQ„).
Тогда, если ja таково, что

ъ-*Ч?+!;1*#ш<-т< «*и<1* (20)
(1—«в И р. В) *

то, если радиус г шара QB достаточно велик, уравнение (19)

имеет решение х* е Q0.
Доказательство получается непосредственно из сказанного

выше по поводу" уравнения (16).
Область расположения решения х*(\х) и область его ёдин-

.ственности могут быть найдены с помощью теоремы 1. Из этой

же "теоремы следует, что к х*(ц) сходится как основной, так и

модифицированный процессы Ньютона, начатые с х„. Кроме того,

на основании теоремы 2 к х*(ц) сходится последовательность

{£„(u)>:
£п+,(ц) = хп(у.) — 1л'(а;0)]_1(/,(Жп(ц), и)), (21)

п = 0, 1, ...; х0(ц) = хв.

Этот последний процесс имеет то достоинство, что в нем

используется обратный оператор, соответствующий начальной точке xt

и начальному значению параметра ц
= 0.

Замечание 1. Обратим внимание на то, что при каждом |i,

мажорантным для уравнения (19) будет вещественное уравнение

• (x^-i'j + Mx^ + ^ + 'ib0
и условия (20) означают не что иное, как требовацие
вещественности корней этого уравнения.

Замечание 2. Несколько более сложные рассуждения
позволяют разобрать общий случай, когда параметр ц входит в

уравнение Р(х, р.) —0 нелинейно.

Отметим, что в некоторых случаях более широкие траницы для

допустимых значений параметра могут быть получены, если

применить теорему 1 не к ха и Г0, а к значениям i и Г,
представляющим решение системы уравнений

Р(х, ц)^0, TP'ix, u.) •=/

с точностью до «первых» степеней параметра Ц.

Ограничимся случаем, когда параметр имеет числовое

значение и приближенное уравнение nix) = 0 линейно, т. е. уравнение

(19) имеет вид

Р(х, ц)^£Дж-ж0) + и.Д(ж)«=0, (22)

где U—(n'(.x<))) — непрерывный линейный оператор.



§ 2] СЛЕДСТВИЯ ИЗ ТЕОРЕМЫ О СХОДИМОСТИ МЕТОДА НЬЮТОНА 701

В этом случае указанные решения с точностью до первой
степени ц имеют вид

я, = я,
- и.Г0(Я(я0)), Г, = Г„ - иХ0Я'и0)Г0.

Таким образом, требуется оценить величины:

1) ir.CPfo, u))H = Л[Го - цГо/Г(я„)Г„Н-цЛ(а;„) +
+цЩхв - ц!У?(а;0))]11 < rj,;

2) П\Р'{х„ и) - /II = И[Г0 - цГ01Г{х0)Г0Пи +

+цВ'(х0 - 1хГ0Щх0)] - Л «S б,;

3) III Г. - ц.1У?'и)Г0Ш"ЫИ ^ L, (я е fi0).

Тогда уравнение (22) разрешимо, если

(i-M2"- 2'

2.7. Существование решения и сходимость определяющего его

процесса в определенной области изменения параметра позволяет

делать заключения и о характере зависимости решения х*(ц) от

параметра. Например, поскольку х0(ц)=х0 иенрерывно зависит

от ц, а п(х) и R(x) — непрерывные функции х, то все я„(|г)
в (21) будут непрерывными функциями параметра, а тогда и x(.\i)
непрерывно зависит от ц.

-

При определенных условиях можно заключить и об
аналитическом характере зависимости я*(р,) от параметра.

Функцию я(ц) со значениями в пространстве X будем
называть слабо аналитической, если, каков бы ни был линейный
функционал /еХ*, фупкцня /(я(ц.)) аналитическая в обычном
смысле слова.

Оператор Р называется аналитическим, если он преобразует
любую слабо аналитическую функцию х(ц) в слабо

аналитическую же функцию Р(х(ц)) (в пространстве У).
Считая в уравнении (19) ц числовым параметром,

предположим, что я и R — аналитические операторы. Тогда все

приближения (21) будут, как легко проверить, аналитическими

функциями от ц. Пусть / — произвольный непрерывный линейный
функционал в пространстве X. Ввиду равномерной (но ц)
ограниченности норм элементов хп(ц) аналитические функции

фп(ц) = /(£„(ц.)), п = 0, 1, ...,

ограничены в совокупности, а тогда и функция

Ф (ц) = lim ф„ (и) = / (х* (и))
П-*ао

является аналитической. Поскольку / — произвольный функцшь
нал, то я*(ц) — слабо аналитическая функция от ц.
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Если естественным образом определить разложение функции
я*(рЛ в ряд по степеням ц: »

^ х*(ц) = ж0 + ця, + ... + ц"жп + ...,

то И8 сказанного вытекает, что ряд должен слабо сходиться для
всех Ifil < Цо- ■

-

"

Методу Ньютона, различным его применениям и обобщениям
посвящено большое число .работ. См., в частности,
Красносельский и др., Коллатц и указанную там литературу.
Особо отметим работу С. М. Лозинского 12], где развивается

существенно иной подход к решению нелинейных уравнений.

§ 3. Применение метода Ньютона

к конкретным функциональным уравнениям

8.1. Рассмотрим сначала применение метода Ньютона к

одному вещественному или комплексному уравнению

/Ы = 0. (1)

Используя теорему 1.6П учитывая при этом, что величины tj

и К, фигурирующие там, имеют следующий смысл:

п>МШ_ K>maxHlML
Л>1П«.)Г К>тлх\гы\

(здесь z0 — начальное приближение), получаем, что

существование корня обеспечено, если

Л-=т]А:<-2- или

j7"(ij|5 <Х':

причем корень расположен в круге

|z-zj<r0 = ^ ц (2)

и единствен в круге

-

-

|Ж_,„,<Г1-_Ш£ЕЦ*>. (з)

Метод Ньютона можпо использовать и для решения систем

алгебраических уравнений
4>Ai, h, ..., |m) •= 0, /=1,2,..., т, (4)

которую мы будем рассматривать как одно уравнение

РЫ-0

*) При втом предполагается, что оценка второй производной
осуществляется в круге \х — го| <г, где г^г0, если имеется в виду (2), и r^ri,
если рассматривается (3).
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в /re-мерном пространстве X:

У
- Pix),

У —-(ф,(||, ..., \т), .... q>Jh, •••, Ы), Ж-=(^„ .... |т).

Пусть х0 = щ0), |£0), ..., g^) —начальное приближение.
Подставляя его в уравнение метода Ньютона

Р'Ь,Пх-ха)+Р(х,)-0

и учитывая при этом выражение для производной Р'(х0), указан-
пов в XVII.1.6, получим для поправки Ах

= xt — х0 = (Agi, Д£2, ...

..., А%т) систему линейных уравнений

g(Pj {%! ' W ' • • • ' ^ ) it
_ rn (t(0) t(0) s«0\ /rv

i=i ^

/ = 1, 2, ..., m,

из которой находим Ах и, следовательно, Ж|. Таким же образом
находим хг и т. д.

Если использовать модифицированную схему процесса, то

матрица системы (5) остается неизменной на каждом шаге —

меняются только правые части.

Условия сходимости процесса зависят от нормировки

пространства X. Мы рассмотрим два случая: X = 1% и (менее

подробно) X = 1%.
Теорема 1. Пусть функции <pt, ф2, ..., фга и начальное

приближение х0 удовлетворяют условиям:

1) I «Pi (б?\ s10) ЙР) I < Я' (/ - 1. 2 m);
2) матрица Якоби

№(Е?,.Е?,.-..Й?)). /,*-!. 2 *ц

имеет определитель D *& 0, и если Л1р» означает алгебраическое
дополнение элемента d(pi/d%h, то справедлива оценка

I-OI 3-=1

A)h~B'\'Lm2^'U2.
Тогда, если

<£(/,*,*-1,2,..., та; It, -6i0}|<r);

r>
«-V1"2*

уд», (6)
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то система (4) имеет решение £*=(£i, £*> ..., £то), лежащее
в окрестности точки хв, к которому сходится как основной, так

и модифицированный процессы Ньютона.
Доказательство теоремы сводится к проверке условий

теоремы 1.6, точнее говоря, замечания 1 к этой теореме, если

принять X=lm. Эту проверку мы предоставляем читателю*).
Замечание 1. Быстрота сходимости основного и

модифицированного процессов оценивается с помощью неравенств (33)
и (34) теоремы 1.6.

Замечание 2. Так как при 0 < h < 1/2

А ^А

то (6) будет выполнено, если принять г«=25'и'.
Замечание 3. Пусть число уравнений системы (4) есть

m •= 2. Тогда

4-.fc = ±S^te°Un /.*-!. 2;

поэтому, если известна оценка

^ I, ], к «= 1, 2S^(Йв).Ь°°)
то в качестве В' может быть принята величина

B' = 2l/\D\,

и условие 4) запишется в форме

16*Vl
^

1

\D\
■*** 2 '

или

32Z2r]'L<|Z)|.

Это условие было получено А. Островским. Любопытно

отметить, что прямое доказательство сходимости метода Ньютона

даже в этом простейшем случае весьма сложно.

Если использовать нормировку пространства lm, то условия
-1) — 4) теоремы 1 следует заменить следующими:

Em
11/2

J!iAU2J <л;

2') ИГ.П - УХ<В';

здесь Г», как всегда, означает 1Р'(х0)]~1, а через Л обозначено

наибольшее собственное значение матрицы Г0Г0; в качестве В'

*) Легко убедиться, что \\P"(x)\\^Lm2 (ср. XVII.2.2).
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можно принять, например,

11/2

1[ram
~l

2 2 мм Is
J»l fc=l J

Г m га m ■ о i2~

\i=i ft=i »=i I 6* 6«'.

1/8

Li

в качестве К' можно принять поэтому К' = LmVm;
4') Л - В'К'г\ < 1/2.

Выполнение этих условий обеспечивает существование
решения системы (4) и сходимость к нему основного и

модифицированного процессов Ньютона.

Проиллюстрируем сказанное примером. Рассмотрим систему

£

+^Изначальное приближение xQ
= (l^, ££0)) выберем так:

1^=0,98, £<0)=0,32.

Система для определения поправок будет иметь вид

1,880Д€, + 3,188Д£2 = 0,045,

3,798Д£, + 0,301&Ь = 0,046,
откуда находим

Д£, = 0,0105, Д£2 «= 0,0075.
Отсюда же получаем

V
/—0,026 0,256\

Л 0,329 — 0,163f

Применяя нормировку пространства 2™, подсчитаем константы В\

х\' и L теоремы 1. Имеем

||Го11 = 0,492 < 0,5 = В',

ИРЫ II = max [0,046; 0,045] < 0,05 = tj'.

Вторые производные функций ф1 и ф2 оцениваем для ||х —_а:0|| < 2В'г\\
т. е. для 0,93 < li^ 1,03; 0,27 < 1* < 0,37. Так как

^=6|г' ^a-6?i' аЦ ~4"'

8\ 2 д\ 2 6\

то в качестве L можно принять

45 Л. В. Канторович, Г. П. Авилов

L = 12,8 > max -^£ •=• 12 (1,03)а.
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При указанных значения В', т{ и L величина А будет

А - B'\'Lma - 0,25.0,06.12,8-4 - 0,64.

Таким образом, теорема 1 не дает возможности сделать заключение о

«ходимости процесса Ньютона. Это происходит вследствие очень грубой
оценки Ц/*"^)!!. Действительно, мы приняли

||P"(*)D <£,!»»-51,2,

между тем фактически имеет место более точная оценка

11Р"(*)11^16-Я',
Используя ее, получим

А » В'\'К' - 0,25.0,05-16 =- 0,2,

что уже позволяет заключить о сходимости процесса Ньютона.
Заметим, что если воспользоваться непосредственно теоремой 1.6, то

для h можно получить и еще меньшую величину. Действительно,

11Гв(Р(ж.))У — ||Дх|| — шах [|Д8,|, |Д6»|] - 0,0105,

11ГоР"Ч*)||<7,2.

Поэтому, выбирая ч = 0,0105, К =- 7,2, получим
A —tjK<0,08. (7)

Используя схему модифицированного процесса, найдем
последовательные приближения

£»> -0,9905, I™- 0,3275,

£{*> - 0,99117, g<2) - 0,32738,

1<*> — 0,991189, Б<8> - 0,327382

Оценка погрешности третьего приближения, подсчитанная по формуле (34)
теоремы 1.6 дает величину 0,0008 (при атом для А взято значение (7)).

Если применить теорему 2.4, то можно указать и более точную оценку
.погрешности; именно, на основании указанной теоремы

0,991173 < £* < 0,991205, 0,327366< g< 0,327398.

"Таким образом, в третьем приближении оказываются верными четыре
десятичных знака.

Если воспользоваться нормировкой пространства .{|i то", исходя из

условий 1') — 3'), можно получить

||Го11^;0,448<0,5 = В',

1|Го(Р(*о))Н — 11Д*Н — 0,0133 < 0,015 = ч,

ЦР"(*) II < 15,2 = К', А = В'К'ц — 0,1026.

3.2. Рассмотрим применение метода Ньютона к нелинейным

интегральным уравнениям. Пусть дано интегральное уравнение

*(*)-$*(«,*,*(*))*, (8)
о

e-де K(.s, t, и) — непрерывная функция всех своих аргументов,
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имеющая непрерывные производные нужных порядков. В

функциональном пространстве X введем оператор Pi
1

У « Р (*)« V (*) - * (*) -:fК (** *
г *"(*)) *ш (9)

о

и запишем уравнения (8) в виде функционального уравнения

Р(х) - 0.

Процесс Ньютона для этого уравнения строится следующим
образом. Пусть х„ — начальное приближение. Предположим, что

пространство X и функция K(s, t, и) таковы, что Р'(х%) может

быть получено «дифференцированием под знаком интеграла»,
т. е. что z — P'(.x0)(x) означает

z (s) -. х (s) -§K'U (st tf x0 {t)) x (t) dt. (10)
0

Поправка Ах = Xi — x0 определяется из уравнения

Р'{х0)(Ьх) - -Р(хв),
которое в силу (10) будет иметь вид

1

Да; (s) — j K'u (s, *, х0 (t)) Да; (t) dt _ е0 {s)t (11)
о

■

i

где-60 (*) — J К (s, t; x0 (t)) dt — x0 (s) есть невявка уравнения (8),
о

отвечающая начальному приближению.
Таким образом, для - нахождения каждого следующего при*

ближения требуется решение, линейного интегрального

уравнения; при этом, если использовать схему модифицированного
процесса, то ядро на каждом шаге будет одним и тем же.

Относительно сходимости процесса Ньютона можно высказать

на основании общих теорем те или иные результаты в яависи-

мости от того, какое пространство берется в основу. Так, если

X «= CLO, 1J, то мы приходим к такой теореме.

Теорема 2. Пусть выполнены условия:

1) для ядра K(s, t) •=Ku(s, t, a^(f)) интегральное уравнение
(11) имеет резольвенту G(s, t), причем

i

$\G(s,t)\dt^Bf. ее[0,11; (12)
о

2)1ев(*)1<ч' (*еЮ, 11);

3) J | Ки* (s, t, и) J dt <j К' в области значений s и и, опреде-
о

45*
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ляемои неравенствами

0*£««1, \и-х„Ш<2{1 + В)г\>\

4) А = (1 + Я)2Я'п'<4--
Тогда процесс Ньютона {основной и модифицированный)

сходится к решению уравнения (8). При этом решение x*(s)
находится в области

\x*(s)-x,{s)\< '-Ч^1-2* (l + B)r\\ ss=[0%l\t

и единственно' в области

Выполнение условий теоремы 1.6 легко проверяется, если

принять во внимание, что в силу теоремы XVII.3.2 производная
Р'(х0) оператора Р имеет форму (10) и на основании той же

теоремы Р"(.х) есть билинейный интегральный оператор с ядром

.Ku*(s, t, x0(t)). Что касается оператора Г0 = 1Р'(х,)]-г, то он,

как показано в XIII.6.1, имеет вид

1

*-Г0(у), z(s)-y(8) + §G(8tt)y(t)dtt
о

и, следовательно,

ИГ011 < 1 + В.

Если за X принять пространство £2(0, 1), то, опираясь на

•теорему XVII.3.1, можно указать иные условия разрешимости

интегрального уравнения (8). Именно:

1') J|M*)I2*<Y2;
2') соблюдено неравенство

1-Я, <£', « = 1,2,.

.где %п — характеристические значения ядраХ(s, t)=*Ku(s, t, x0(t))
в случае, если оно симметрично (если ядро K(s, t)
несимметрично, это требование усложняется; ср. IV.2.6 и V.2.7);

3') \Ku*{s, t, u)\^K' (s, *е=[0,1], — оо<и<оо);
4') h-B^K'rf ^i/2.
3.3. Условия теоремы 2 или условия 1')—4') предполагают

наличие начального приближения х„, достаточно близкого к точ-

.ному решению. Сейчас мы рассмотрим довольно общий способ

^построения такого начального приближения, состоящий в вамена
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данного интегрального уравнения (8) уравнением более простой-
структуры, решение которого сводится к решению алгебраической
системы.

Предположим, именно, что ядро K(s, t, и) может быть

аппроксимировано ядром более простого вида
т

Н (s, t, и) — 2 hK (tt и) <oft (s)t

где w*(s) (к = 1, 2, ..., m) — некоторые функции, которые, не

умаляя общности, можно считать попарно ортогональными и

нормированными. В качестве Н может быть взят, например, отрезок
ряда Фурье функции К по функциям полной ортонормальной
системы {coft(s)} (/с = 1, 2, ...).

Уравнение
г

*(*) — \H(s, t, x(t))dt (13)
о

естественно рассдтатривать как приближенное по отношению к

уравнению (8). Но решение. x0(t) уравнения (13) имеет вид

то

ч С) — 2 Ащ (t)t

где коэффициенты Ак (.к = 1, 2, ..., те) определяются из

нелинейной алгебраической системы

Aj =. j hj It, 'S Auk (0) dt> / =» 1, 2, ..., те. (14)

Функцию х0Ш мы и примем за начальное приближение для

уравнения (8).

Так как во многих случаях важным является лишь вопрос
о существовании решения уравнения (8) и области его

расположения н единственности, то здесь естественно применить схему

теоремы 2.6. Для этого примем Х = СЮ, 1] и уравнение (8) 8а-

япшем в форме
Р(х) ^ nix) + цЩх) = 0,

1

п {х) (s) = х (s) — J H (s, t, x (t)) dt, v

0

1
"

R (x) (s) = f [K (s, *, x (t)) - H (s, t, x {t))\ dtt
0

Тогда можно сформулировать следующую теорему.
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Теорема 3. Пусть выполнены условия:

1) существует резольвента G0(«, i) adpaH'u(sx tt x0 (*))„ причем
l

2) -К(*)Kn (*e[0,lj);] [K (st t% x0 (t)) - H (s, t, x0 (t))} dt
о

i

8) J\Ku{sf tx x0 (0) -Я; (sx t( x0(t))|dt<о (Se [0, 1]);
о

4) §\Sj(sxt,u)\dt^K (Se[0tll, |«-ar.(*)|<r)5
0

г

5) JI ЯЬ(*<*< ") - ад*, ** ") I dt^L (s<=[0t l]t I u-x0 (s) \ < r);

^(l+BfiK+Dn i
a<p + l)<t.'

[1 —a(B+l)l2 2

Тоеда, если

1-УГГ2А Л(1 + Д)
'•^'"o=" h 1 —a(l + tf)»

го уравнение (8) имеет решение х*, причем

\x*{s)-x0{s)Krt. г (15)

Удобство сформулированной теоремы по сравнению с

теоремой 2 состоит в том, что ядро Ни (st tt x0 (t)) вырожденное, так

что резольвенту G9(s, t) легко найти.

Для определения решения уравнения (8) можно

воспользоваться процессом, указанным в 2.6, хотя при этом сходимость

будет медленнее, чем при использовании модифицированного
процесса.

Чтобы проиллюстрировать сказанное, рассмотрим пример. Пусть дано
уравнение

1 X

■

(s) = А- Г [х (t)]2 sin st dt +1.

В качестве аппроксимирующего ядра возьмем

1 >
Н (*, *, и) — -у stuT -f- l,
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■атак что уравнение (13) в данном случае будет
1

*(4)='т11я:(*),2*'л+1.
о

Решение этого уравнения имеет вид жо(0 = i + At, причем А
определяется из квадратного уравнения, А = 0,405887. Константы, входящие в

условие теоремы 3, без труда подсчитываются. Для них мы получаем

следующие значения: .
\

В = 1,124; т) =» 0,0367; а «= 0,055; К = 0,5; L •= 0,0417,
■откуда

0,1<й< 0,103; а(1 + #)<0,12,

ш на основании (15)

\x*{s) — *0(s) | < JO.096, » e= [0, 1].
■ Если бы мы приняли

Н{*, t,u) = J^.[st-i^u% + U

то получили бы
*о(«) = i + 0,38617* -0,0345s»

и оценка (15) приобрела бы вид

\x*(s) — xB{s) | < 0,0119; * €= [0, 1].

3.4. Рассмотрим вопрос о применении метода Ньютона к

дифференциальным уравнениям. Пусть дано дифференциальное
уравнение

х'Ш - ф(жШ, t) = 0, х(0) = 0. (16)

В пространстве С1 непрерывно дифференцируемых в промежутке -

10, а] функций, обращающихся в нуль при t = 0, введем

нормировку .

'

||агЦ=, max \x{t\\ + k max ]x'(t)\t .

JSlo.a] tG[0,a]

где Я — положительный коэффициент, который мы определим
впоследствии. Предполагая функцию <р(м, t) непрерывной й

имеющей непрерывную вторую производную по и в области

0*£f*Sa, \u-xa{t)\<8, х0е=С",

рассмотрим оператор Р: —

у
= Р(х), #Ш = х'Ш - <p(xtt), f).

Нетрудно проверить, что Р отображает шар Их — х0И < б (мы

обозначим этот шар через й) в пространство СЮ, 1] и имеет в Q

непрерывные производные первого и второго порядка. При этом

P'(z}(x)(t)-x'(t)-<p'u(z{t),t)x{t)t (17)

Р" (z) (х, х) {t) - - ф*1 (z (t), t) x {t) x {t). (18)
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Найдем Го •= IP'tx,,)]-1. Вследствие (17) элемент х = Гв(у)
есть решение дифференциального уравнения

*' (t) - q£ (*0 (t)f t) x(t) + y (t)t (19)
т. е.

t

о

где обозначено

ф (*) = ехр И фи {х0 {s)t s) ds J.
Отсюда

а из уравнения (19) находим

шах |х'(()|< max lqi(ж,(*)»*)! max \x(t)\ + \y\^B\yl,
«S[0,aj te[0,a] telD.a]

Таким образом,

M<[.3ftSi+»]i*
так что

41o»<ammlip(t)| + Ae-

Полученная оценка позволяет применять теорему 1.6, на

основании которой мы приходим к следующему результату.
Те о р е м а 4. Пусть выполнены условия:

1) I х'о (*) - Ф (*0 (*). *) I < Ч' (* е [0,, а));

2) | Фи (*„(*). *) I < Мг (te [0, a]);

3) | Ф1" (iA *) | < Jlf, (fe [0,. a], |» - :r0 (*) | < 6);

4) /i0 = ilf2o2e4a%'<l/2.
Тогда, если

■\

го уравнение (16) ылееег в промежутке [0, а] единственное

решение x*(t), причем

\х*Ш -xB(t)\ < г0.

Чтобы проверить условия теоремы 1.6, достаточно убедиться,
что

max | ф (t) | < еаМ% min | ф (f) 1 > e-aMi;
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поэтому в качестве В' в указанной теореме можно принять

В' - ae2aMi + Ж

Далее, можно положить К' = Мг. Таким образом, условие
разрешимости уравнения (16) запишется в форме

h - B'2K'r)' = (oe2aMi + XQfM2r]' < 1/2. (20)

Поскольку lim h =■ ftot то, взяв Я, достаточно малым, мы па осно-
"

я-»о

вании условия 4) обеспечим .выполнение (20).
Замечание 1. Случай ненулевого начального условия

сводится к рассмотренному очевидной заменой переменных.
Замечание 2. Использованный метод пригоден и для

исследования .систем дифференциальных уравнений. Трудности его

проведения для указанного случая лежат в невозможности, как

правило, аналитического решения линейной системы и,

следовательно, оценки нормы оператора Г„.
3.5. Рассмотрим теперь дифференциальное уравнение

х"Ш + хШ + n<p(.r(f), z'W, t) - 0, - (21)

где ф(и, v, t) — непрерывная функция, имеющая непрерывные

производные по и и v до второго порядка и периодическая по t

« периодом © > 0.

Рассуждая по аналогии с 3.4, укажем условия, при которых

уравнение (21) имеет периодическое решение с периодом ©, т. е.,

иначе говоря, имеет решение, удовлетворяющее граничным
условиям

х(а) = ж(0), х'Ш = х'Ш. (22)

На этот раз воспользуемся схемой теоремы 2.6. Введем

пространство С2 дважды непрерывно дифференцируемых
периодических (с периодом ©) функций. Норму в С2 определим, полагая

I! х 1| = max | х (t)\ + max|a:'(*)| + К max I х" (t) I, же=С2,
t t t

где Я, > 0 будет определено впоследствии. Введем, далее,"
операторы ли/?:

у = л(х), y(.t) = x"U) + x(t), z = R(x), z{t)=<p(x(t), х'Ш, t).

Уравнение (21) запишется при этом в виде

'

п(х) + цйЫ = 0. (23)

Произведем необходимые для применения теоремы 2.6 оценки.

Оператор л, очевидно, непрерывен и линеен, так что

решением х„ уравнения л(ж) =0 является элемент х„ — 0. Если
cos © Ф1, то существует Гв = л-1. Оператор Го можно найти,
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решая дифференциальное уравнение

х + х = у

при условиях (22). Опуская несложные по существу, но

утомительные выкладки, укажем сразу оценку нормы оператора Г0:

г0Ке0[2+1+|С018^с+^пю'] + яе<
4 + 1 + У2 я

6,5с»
е

^* 1 — cos <о
^

1 — cos о
*

здесь в означает некоторое выражение, содержащее со.

Таким образом, за В можно принять

В -
4

6,5ю
+ ЯЭ - Вй + KQ.

1 — cos о
' ° '

Учитывая, что

Я' (*„) (х) (t) - tp'u (0, 0, t) х (0 + Ф;(О, 0, 0 х' (<),

Д? (2) (Ж, X) (t) - ф*1 (Z (*), *' (t), О Ж (*) Ж (f) +

+ qC (z (0,. z' (0,. *) [х (t) x' (f) + х' {t) x(t)] +

+ <p#(z(t),z'(t)lt)x'(t)xy(t)9
можем теперь сформулировать следующую теорему.

Т е о р е м а 5. Пусть выполнены условия:
1) © — 2пп (п ■= 1, 2, ...);
2) ф(0, 0, ЙКц;
3) <Ри(0,,0,.*)|<а, fo^O.O, *)|<а;
4) ф!« (щ v, t) \ < Lf | qC (и, v, f)< £« \ фв« (и, vx t) \ < £.
Тогда, если

^ 1 — cos ю
'

,„/ч

^В^а+У^)'
КЩ

то уравнение (21) имеет единственное периодическое решение с

периодом а.

Для доказательства достаточно проверить, что неравенство
(20) теоремы 2.6, которое в данном случае принимает вид

будет выполнено, если Я достаточно мало и

(1-aV)2 2

а это неравенство равносильно (24).
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Замечание. Если функция <р зависит от своих аргументов
аналитически, то на основании сказанного в 2.7 можно сделать

заключение, что и периодическое решение, уравнения (21) будет
зависеть от ц аналитически для ц, удовлетворяющих (24).

Для уравнений более высокого порядка можно использовать

аналогичные рассуждения.
'

3.6. Рассмотрим применение метода Ньютона к теории
возмущений.

Пусть U и V — непрерывные линейные операторы,
отображающие В-пространство X в себя. Пусть требуется найти
собственное значение и соответствующий собственный элемент оператора
Ut = U + tV, предполагая, что для t =» 0 решение этой задачи
известно, т. е. предполагая известным собственное значение Ха

оператора V и соответствующего ему собственного элемента х0.

Накладывая на операторы U и V некоторые дополнительные

требования, докажем, что для достаточно малых t оператор Ut
имеет собственное значение %t и соответствующий ему
собственный элемент xt, близкие к Я» и соответственно к ж». Именно,
имеет место

Теорема б. Пусть выполнены условия:

1) Яо является собственным значением для оператора U*i

U*(fa) ~Io/„;
при втом /о означает собственный элемент, нормированный

. условием

fB{xa) «= 1;

2) оператор V — KJ, область значений которого лежит в

пространстве Х„ = N{f„), состоящем из тех реХ, для которых
ч/oCj/) = 0 (ср. ХН.2.1.), рассматриваемый как. оператор из'Х„ в X,
имеет непрерывный обратный Т:

T(Ux- K,>x) = х, UTx - КТх = х, же Х„.

-Тогда, если

lirij||F||m< / , (25)

то оператор Ut имеет собственное значение Я,» такое, что если

нормировать соответствующий собственный элемент xt условием

/.(*•> - 1,
то

IA*-A«l<il|t|, lxt-xJKB\t\,

где А и В — некоторые постоянные, определяемые операторами
U uV.

Доказа*ель-ство. Требуется определить.Я и i из условий
V(x) + tVix) = kx,. /0Ы - 1.
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Введем новые неизвестные гиб, полагая

х «= х0 + z, Я, = Я,о + б.

Новые неизвестные должны удовлетворять условиям

Viz) + tV(xa + z) - eta;, + z) + kaz, /e(z) = 0,

т. е. в пространстве Хл требуется найти решепие уравнения

Uiz) + tV(x, + z) = Ш„ + z)+ Я„2. (26)

Применим к обеим частям уравнения (26) функционал /0. Так как

f,Wz - Kez) = £/*(/„)(z)«- a0/0)(z) = 0,

то это приводит к равенству

6 ■=-*/.(?(* + *)), (27)

выражающему б через z. Подставив (27) в (26), получаем урав*
нение для.определения z:

U(z) - Kz+ tlVixo + z) - fa(V(xe + z))U„ + z)] - 0. (28>

В этом уравнении оба слагаемых принадлежат подпространству

Х0, поэтому можно применить к нему оператор Т; это даст

я(«) + tRU) = 0, (29)
где

я(«) - z, fl(z) = ПV(x. + z) - /.(V(x. + *))(*. + *)].

Применим к уравнению (29) теорему 2.6. Имеем (z0 = 0)

ji'(z„)=/, Го = /, я"(г)=-0,

Л(«.) = ZW».) - /,(F(a:.))aJt
Д'ЫЫ = TEFte) - /.(?(*))(«. + z) - /,(У(ж, + *)Ы,

Д'(1)(*. 2) - -ri/.(F(»))£ + /.(F(x))2J -

= -/.(У(«))Г(г) - /,<га))гы.
Это позволяет принять

т)
= плпш villi + п/.иаднья в -i,

o-H7'00VD[l + 20/.H»,Hf
Я-0, L = 2l!7WIIII/ol!.

Условие разрешимости уравпения (29) будет, таким образом,

что равносильно (25).
Обозначая через z« решение уравнения (29), имеем

1 Т/Ч — 2Л,
!zt| = lzt-z0|i<-l^-!^ ^-nUK^I*!-*!*!-.
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а из равенства (27) получаем

i^-ii^iei >e uiii/0iimiibu+z,ii<4m.

Теорема полностью доказана.

Замечание. Отметим один важный частный случай, когда
возможно более простое выражение величин т| и а. Пусть X —

гильбертово пространство и U — самосопряженный оператор.
Нетрудно проверить, что в этом случае в качестве /0 можно взять

функционал, определяемый элементом хв, т. е.

/„(#) = (у, *„), уеХ.

Учитывая, что Иа;„112 = /0(ж0) •= 1, будем иметь

Hi?(z0)ll < mWx, - (Vx„, x„)xj < НГННV(*„)ll < llyllllFH, .

■Я'(*)ЫУ «S \\TUVx-{Vx, xa)x„ - (Vx0i x,)xU *£

< №\U\Vx~ (Vx, XoW! + IKF-Го, xa)xW <

< HTWVdl + I (Vs., х„)Ы <21711УНх1,

так что на этот раз можно принять

П
- II2WH, а = 2ИГИШ,

и условие разрешимости уравнения (29) будет

2(Ц7чптпи>2 <
1

(1-2|ril||F||| tl)2^8 2*

. что позволяет заменить (25) неравенством

НГНШШ <1/4.

Непосредственное исследование данного случая привело
М. К. Гавурина [3] к условию

ПГНШШ < 1/2,

которое уже неулучшаемо.
3.7. Рассмотрим квазилинейное дифференциальное уравнение

второго порядка е двумя независимыми переменными:

A(s, t, u,p,g)d^ + B(s, t, u, p, q)^-t + С(s, t, u, p, g)J^ +
+ D(s, t, u,p, g) = 0; (30)

здесь ряд означают первые производные р
= dti/ds, q = ffu/dt.

Уравнение (30) будем рассматривать в некоторой области Q и

будем искать решепие, удовлетворяющее некоторому граничному

условию на-кривой у, ограничивающей область Q.
Применение метода Ньютона к поставленной задаче позволяет

указать условия существования решения и область его располо-
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жения, если ' известно приближенное решение щ -» u0(s, t).
(Дальнейшее изложение опирается на работы А. И. Кошелева
И, 21.)

Будем предполагать, что уравнение (30) эллиптического типа,
точнее говоря, будем считать, что для всех значений

переменных или по крайней мере Для тех, которые могут встретиться,
выполнено неравенство

Bz-MC<0. -Л31)

Для того чтобы применить метод Ньютона к уравнению С30),
.
запишем его в виде одного уравнения

>(и) = 0, . (32)

где Р — оператор, отображающий некоторое пространство
функций V в другое пространство функций V. Эти пространства
будут конкретизированы позднее.

Пусть F — F(s, t, и, tp, q) — некоторая функция. Через Ft бу-
. дем обозначать результат подстановки в F вместо и функции и0
и вместо ряд частных производных рв*~дщ/дв и qt*=dua/dt.

Не задаваясь вопросами обоснования, легко найдем

При этом невыписанные слагаемые не содержат производных

второго порядка от и. Таким образом, Р'Ый) есть линейный

эллиптический дифференциальный оператор, и, следовательно, каждый
шаг метода Ньютона для уравнения (32) сводится к решению

линейного эллиптического дифференциального уравнения

P'(unHun+i) - P'OOUO - Р(и«), п - 0, 1, ... (34)

В случае использования схемы модифицированного процесса мы

также получаем на каждом шаге эллиптическое уравнение

P'iu0){un+i) - Р'(и.К«0 -PiuJ, п = 0, 1, ..., (35)

но уже с неизменной левой частью.

Вторая производная оператора Р, которая понадобится для
исследования сходимости метода Ньютона, также может быть
легко найдена (разумеется, как и выше, без обоснования).

Именно, ясно, что Р"[и)(х, у) является билинейной формой от ж, у
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и их производных до второго порядка включительно с

коэффициентами, зависящими от и. Существенно при атом отметить, что

слагаемые, содержащие произведение второй производной от х

на вторую производную от у, в указанной форме отсутствуют.
Займемся теперь пространствами U и V, Подчиним их

следующим требованиям.
1) Оператор Р отображает пространство U (или его часть Q)

в пространство V.

2) Оператор Р должен быть дважды дифференцируемым, и в

качестве производных должны получаться указанные выше

выражения.

3) Каково бы ни было и « О, коэффициенты Fk билинейной
формы Р"(и)(х, у), рассматриваемые как операторы умножения,

являются непрерывными линейными операторами из F в У,
причем

Аналогично, если а; в 17, то функция
««+»*

(36Г

(а,р-0«1;

а+ р<1), рассматриваемая также как оператор умножения,
является непрерывным линейным оператором из V в V а

'.M^xlu. (37)

4) Оператор, сопоставляющий элементу ле£/ его производ-

ную —-—- (at р •= 0,; lf 2; а + р ^ 2), является непрерывным

линейным оператором из U в V.
5) Оператор Р'(щ) имеет непрерывный обратный Г0 —

— 1Р'(щ)]~\ отображающий пространство V на пространство V.

Пространства U, V, удовлетворяющие поставленным

требованиям, будем называть соответствующими. Для такой пары

пространств возможно применение теоремы 1.6, если только

начальное приближение и» выбрано достаточно удачно. В самом деле,

условия 3) и 4) обеспечивают равномерную ограниченность

ИР"(и)П, так как, например, для слагаемого вида F jrr— имеем

на основании (36) и (37)

\ д* at2 <\*Ф \y\v^M'Mx д?
\A\y\.

Ниже будет указано несколько конкретных пар

соответствующих пространств. Однако лишь в первом, простейшем случае
мы остановимся на проверке условий 1)—5).



720 МЕТОД НЬЮТОНА [ГЛ. XVIII

Рассмотрим уравнение *)

= At/ j
..... , _,

да W I ^ dt
Р (»)'» п (и) + Л (и) ^Аи + -%- (рН) + ± (qH) - <р,

я я (38)
я (и) - Ди, R (и) - -jL (рЯ) + А (9Я),

и будем решать для него задачу Неймана

ди/дп = 0 (39)

на границе квадрата Q = [0, я; 0, я].
Относительно функции Я будем предполагать, что она

непрерывна вместе с нужными производными и ограничена.
С помощью формулы Грина легко убедиться, что если и

удовлетворяет граничному условию, то

f \[P(u)]dsdt=.0; (40)
v

поэтому функцию ф следует подчинить условию I \ ф ds dt =» 0.

В связи о уравнением (38) рассмотрим пару пространств

где W% состоит из функций и е W^ , удовлетворяющих
граничному условию (39) и условию

j" J и {s, t)dsdt=- 0. (41)

Пространство W<P образовано из функций v e W£\
удовлетворяющих условию

jjy(s, t)dsdt= 0. (42)
<?

В качестве норм в указанных пространствах примем

"11/2

4

м-р®'+№*]■* -

*) Уравнением такого типа будет, например, уравнение минимальной
поверхности

± Р .
я

Q

ds VTT7T? dt Vi+P*+gi==0-
Такого же типа уравнения встречаются в задаче пластического кручения.
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Проверим, что пара U, V удовлетворяет условиям 1)—5) (за
Q принимается шар достаточно большого радиуса).

В силу теорем вложения вторые производные функции и а V

суммируемы с любой степенью, поэтому, в частности,

Ц/4
<АГ,|и| (43)[W"I

и аналогично для других производных второго порядка. Сама же

функция и и ее первые производные р и q ограничены.

Рассмотрим характерное слагаемое выражения IIP(u)H:

1/*
'

+

<тах!#||м|1+

Щ{т)'^"{Щ
Второе слагаемое конечно в силу (43); конечность иевыписанных

слагаемых очевидна. Таким образом, Р(и) е V.

Дифференцируемость Р и то, что РЫ0) имеет форму (33),
проверяется на основании тех же соображений. Сначала
устанавливается, что выражение (33) является слабой цроизводной, а так

как Р' непрерывен, то тем самым Р дифференцируем. То же

самое справедливо и по отношению ко второй производной.
Рассмотрим теперь функцию F — один из коэффициентов

билинейной формы Р"(и)(х, у). Очевидно, F есть частная

производная функции Н, и поэтому непрерывна и ограничена. Для »sV
имеем

dsdt\ •■|рН'
1/2

(44)
На основании теорем вложения функция v суммируема с любой

*6 Л. В. Канторович. Г. П. Акилов
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степенью, в частности,

ft [[v(s,t)]*dsdt\m<M3\vl
Оценим на основапии этого один из членов второго слагаемого

в (44). Например,

dsdt^^M-^vl
{Я ["£$]'

<!тах

Из сказанного ясно, что рассматриваемый оператор есть

непрерывный линейный оператор из V в V, причем выполнено (36).

Вторая часть условия 3) следует из ограниченности функции
и s U и ее производных р и q. •

Выполнение условия 4) очевидно.

Перейдем к условию 5). Имея в виду использовать

соображения из 2.6, достаточно доказать, что оператор Лапласа,
рассматриваемый как оператор из U в V, имеет непрерывный
обратный. Рассмотрим для этого уравнение

Au = v, реУ. (45)

Разложим правую часть — функцию v — в ряд по косинусам:

V (S, t) =» 2 ahm COS ks COS mt.
k,m=o

Вследствие (42) a00 = 0. Тогда, как легко видеть, единственное

решение уравнения (45), удовлетворяющее граничному условию
(39), дается рядом

'

00

и (s, t) = 7. 9

Ш
о cos Jcs cos mt.

Проверим, что и e U. Действительно, поскольку пронзводпые-
функции v суммируемы с квадратом, имеем

h,m=o
, Q

'

Но тогда очевидпа сходимость в среднем рядов, определяющих

третьи производпые функции и, например,

д3и (s, t) V A2m 7 .

—2
= 2j ~5 5 ahm cos ks cos mt,

ds dt *.~o* +m
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При этом

м
1 \2

д и

dsdt = Mb 2 ,JAm\Yi"lm<Me 2 fc"<lL<
fc.m^o" "I "l I h,m-o

■Следовательно, u^U и "Hull < A/JWI; существование оператора
А-1 доказано.

Таким образом, в данном случае применимы теоремы о

сходимости метода Ньютона. Отметим, в частности, что если вместо

уравнения (38) рассмотреть уравнение с параметром

Ды + |х[^-(рЯ) + ^(<7Я)] = Ф,

то, поскольку при (1
= 0 решение существует, на основании

теоремы 2.6 его можно гарантировать и для всех достаточно

малых ц.

Заметим, что применение схемы теоремы 2.6 здесь приводит
к решению уравпения Пуассона на каждом шаге процесса.

В заключение, уже не входя в подробности, укажем еще
на две пары соответствующих пространств. Так, если решается

задача Дирихле, то можно принять U = W„ ,
V = V. Проверка

условий 1)—4) здесь не представляет особого труда. Этого,
однако, нельзя сказать по поводу условия 5), которое проверяется
весьма сложно.

Наконец, в качестве U можно Припять пространство Lip<2) a,

состоящее из всех непрерывно дифференцируемых функций,
вторые производные которых удовлетворяют условию Липшица с

показателем а. За V в этом случае следует взять пространство

Lip а. Как и в предыдущем случае, основное затруднение здесь
составляет проверка условий 5), для которой нужно
использовать тонкие теоремы теории дифференциальных уравнений с

частными производными.

Другие применения метода Ньютона, кроме упоминавшихся

выше, рассмотрены в работах Мысовскнх [2], Николаевой [1, 2].
3.8. Рассмотрим применение метода Ньютона к задаче

приближенного построения конформного отображения единичного

круга па область, ограниченную простым замкнутым контуром,
когда уравнение контура задано аналитически.

Одип из методов построения такого отображения (Канторович
llaJ; Канторович, Крылов (глава V)) основан на том,

что эта задача эквивалентна отысканию специального

параметрического представления контура области, при котором
комплексная координата

"

z точки контура представляется рядом

.46*
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z =- 2 &neivet а„ = вп
~ »Ь„; при этом предполагается, что каждая

точка контура соответствует только одному значению

параметра в. Иначе говоря, требуется найти нормальное комплексное-

представление контура области, в котором вещественная и

мнимая части представляют сопряженные функции.
В силу этих соображений задача построения конформного

отображения единичного круга 1£1<1 на семейство областей Вк
плоскости z с контурами L%, заданными уравнением Ф(г, z, K)=
= (Hz, z) + KR(z, z), с вещественным параметром X, сводится к

решению функционального уравнения

PCs, M.-Q, (46)

где преобразование w = P{z, Я,) определяется формулой

ш(6) = Ф(г(6), z(6), к)

и рассматривается как оператор, действующий из пространства
Z в пространство W:

W = \w(6) -j |w'(6)|2dQ < ooL

Z = \z e W13an =« an + ibn, n = 1, oo, z =. £S a„ein6L

я I I я

Hw =4 J»(0)^+1/ jV(e)l2<*e; hiz-Hw.
о I Г -я

Предполагается, что конформное отображение единичного»

круга на область В0, соответствующую параметру X = О, известно.

Оно и может быть принято за начальное приближение в методе

Ньютона z0 = z(6, 0). .На основании теорем о сходимости метода

Ньютона может быть доказана его сходимость в данной задаче
при достаточно малых X. -

Применим к уравнению (46) теорему 2.6 о сходимости метода

Ньютона.

Проверим выполнение условий указанной теоремы для урав->
пения (46).

В данном случае мы можем получить явный вид оператора

Го = lP'(z0, 0)J~4 решением уравнения

Р' (z0, 0) Дг = Q'z (z0, z0) Дг + Q'- (z0, z0) Az~= q (6),

которое с учетом продифференцироваппого по 6 тождестве
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Q(z0t z0) = 0 дает

Az
,

Az д(Щ g(6) -

р ,лч

Vй v-i0==.c;(v^o)vi0_ ^(v^48
()*

т. е.

2ПеШ = я<0)'

откуда в .силу регулярности функции Az/(z^) имеем

Нетрудпо показать, что если

оо

F (6) = А0 + 2 (Vihe + #Ае-"'°) е И\

оо

Ф (б) = С0 + 2 (<Vihe + Як«-"°) e И\
Ь=1

то

|f (в)Ф(в)|<(^. + 2 |/^)|f (в)ЩФ(в)|, (48)

И F (0) Ф (0) Е< Л [F (в-)] |] Ф (G) ||, (49)

Ми <№—я\/ J>(e)l2^° + l/ ||и'(в)12'«» + тахИв)|.

Использовав при оценке выражения (47) перавенства (48)
и (49), имеем

\AzI^V2A[z'0(Q)].a\ \ ,ю]\д
.

.
I ^x(V*o)V J

(9)1*

или И1ПК V2A [z0 (G)] • А \ , откуда следует выпол-

L^(V2o)V J
пение условия 1.

Условие 2 выполняется в силу выбора нами начального

приближения, так как P{z0, 0) = Q(z0, z0) = 0.
Выполпепие условий 3—6 основано на существовании и огра*

ниченности соответствующих производных функции Ф.
Действительно, из того, что

Р' (z, I) Az = Ф*Дг + ФгДг,

Р" (zx a) AzA'z =■ 2 Re {Ф^ДгД'г + ф'-ДгД'г)
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и оценок (48) и (49) следует
°"

|i*(*,0)A*A'*||<

<К^ + 2^)Л[Ф"а(2,2~0) + Ф^(2'2"0)1||А2|1"11А'21*

1±.р (Zo, я)| - |Фа*0, ie, 4i<^K(v v я,)],

|^*'(*«. Я-) Azl^A]JL(o'z(z01 z0, X) + Ф4(г0, z0, X))]lAzl
|iL/>"(z,*)AzA'z|<

<2(^+ ^IF) Л|ж(Ф"а(2' *'*> + ф*#' *• ^))]flA^I!-IA'z|I.
Таким образом, мы приходим к следующей теореме.
Теорема 7. Пусть функция Q(z, z) имеет по двум первым

переменным ограниченные производные до второго порядка
включительно.

Пусть функция Q и начальное приближение z0 удовлетворяют
следующим условиям

2)<D(z0,z0) = 0;

3> (i + 2УЩг)А\.ф>* *> °) + фй (* z> о)] < к

при \z — z0(|<6*|

4) Л [Фя (z0, z0, Я,)] < т) прц | Я, | < v;

5) Л -jL(Ф'г(z0, i0, Я,) + Ф;(z0, z0, Я))J< ее при \X|<v;

6> (яг + 2/т-)А[ж(ф"а(2' *•Я) + Ф^(2'z" ^]<Х
при ||z — zj<;6* и |Я,|^у;

7) (l--~-)a-2vT](^+vx)>0 (0<<x£v<l);

mit/ч
—ВТ--* (—В—) -2^К+™^>Л

8) 6(v)- щ^ <б*.

Тогда уравнение Ф(г, ?, Я,)—0 шиевг при lft,l*Sv решение
% >■ г(Я,) е Z, которое может быть получено основным и модифи-
цированным процессом Ньютона, и при этом

llzM-z0IK6(v.).
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Отсюда следует также (поскольку песледовательные
приближения пе методу Ньютона представляют полиномы от Я,), что

решение z^=zCk) представляет аналитическую функцию от Я,. Это

дает возможность сделать заключение, что и при другом
процессе получение решения методом разложения по степеням

„параметра К также получается сходящийся процесс. Прямое
доказательство сходимости этого процесса, данное первоначально
(Канторович [1а]), является гораздо более громоздким, чем

полученное на основании теорем о методе Ньютона; при этом последнее

доказательство позволяет эффективно оценить область

сходимости метода и получить другие эффективные алгорифмы. Все эти

вопросы были развиты в работе Г. А. Николаевой.
Другие применения теорем о методе Ньютона в задачах

комплексного анализа, именно, к решению сингулярных уравнений
в комплексной области и, в частности, уравнений, связанных с

задачей конформного отображения двухсзязных областей,
развивались в работах Д. А. Мильман.

§ 4. Метод. Ньютона в решеточио-нормированных пространствах

Схема метода Ньютона, изложенная в § 1 для нормированных
пространств, проходит для более общего класса пространств, тесно связанных в

ВР,—класса решеточно-пормировапных пространств. Результаты 4.1 и 4.2

принадлежат Л. В. Канторовичу [4, 10, 12], 4.3 —А. Н. Балуеву [1]. В
изложении мы следуем монографии Вулих — I, где можно ознакомиться о

подробными доказательствами изложенных вдесь теорем и

библиографическими ссылками.
4.1. Вещественное векторное пространство X называется пространством,

решеточно-нормированпым посредством ВР Z, если каждому элементу * е

е X сопоставлеп положительный элемент \х\ e Z, называемый его

абстрактной нормой, удовлетворяющий обычным аксиомам:

1) |я|>0, если хфО;
2) |Я*| = |М|*|;
8>К+*ь1<К1+Ы-
ВР Z мы будем пазывать нормирующей ВР. Нормированное

пространство есть частный случай решеточпо-пормировапного пространства: в этом

случае в качестве нормирующей ВР выступает Z-пространство
вещественных чисел. Более общим образом, любое ЛВП может быть представлено

как решеточпо-пормированное посредством Я-прострапства «(Г), где
мощность Т равпа мощпости определяющей системы полупорм. Наконец, если

в произвольной ВР X за абстрактную норму элемента принять его модуль,
то X становится решеточно-нормированным пространством, для которого
нормирующей ВР является сама X.

Пусть X— пространство, решеточпо-нормировапное при помощи ВР Z.

Будем
-

говорить, что последовательность {#„} (оЯ)-сходятся к элементу

я (= X (х„, х е X), если \ хп — х \ %■ 0 в X (обозначение: хп ^-> х).
Последовательность {хп} с X называется (о2)-фундамепталыюй, если в Z

существует такая последовательность zm \ 0, что..

| хп ~ х1л | < zm ПРИ всех n>mt
' Если всякая (oZ)-фундаментальная последовательность (oZ) -сходится,

то пространство X называется (oZ)-noMHbiM, В-пространство (oR')-nonHo;
Я-пространство X (оХ)-полно.
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Важным примером решеточно-пормированных пространств являются

пространства со смешанной пормой X[Y], введенные в XI.1.3. Пространство
Х[У] можпо рассматривать как нормированное посредством Я-прострапст-
ва л, если абстрактную норму ввести по формуле

|Х|(*)=|Я(.,01у.

Предоставляем читателю проверить, что пространство X[Y] (oX)-полно.
Приведем некоторый вспомогательный материал, который нам

потребуется при исследовании метода Ньютона.

Пусть, далее, на протяжении пунктов 4.1 и 4.2 X и У — пространства, ре-
шеточно-нормированные посредством К-пространств Z и W соответственно.

Пусть V: X-*-Y— линейный оператор. Положительный линейный

оператор Uq: Z-*-W называется модулярной мажорантой оператора U, если

\V{x)l<U0i\x\)
при всех iel

Введем понятие производной от оператора, которое также будет исноль-
вовапо при исследовании функциональных уравнепий.

Пусть Р: X-*-Y— произвольный оператор. Возьмем фиксированный
элемент гоеХ и предположим, что существует такой линейный оператор U:

Х-»-У, что при любом ieX и любой последовательности чисел th-*Q

(t* #,0) имеем

(olv)-lim - -. = U (х).

В этом случае говорят, что линейный оператор U является производной

оператора Р в точке х0. При этом пишут

U = Р'Ы-

Рассмотрим теперь соответствующее понятие интеграла. Пусть *о.
геХ Через [[*oi *|] обозначим интервал, соединяющий точки ж и у (см.
И.3.1; не путать с порядковым интервалом!).

Пусть па интервале [[хц, х]] гадала функция F{x), значения которой
суть лилейные операторы изX в Y.

Пусть также вадапа последовательность {ап} разбиений отрезка [0, 1]:
0 =• to <■ h < ... < tn = 1 такая, что X «= max (tft+, — th) -»-0, и
зафиксированы хк е [tk, tk+i] (0 ^ к sg n — 1). Положим |л.== (1— хк)хв + т**.
Если в У существует (оИ^-предсл последовательности интегральных сумм

fc=o
.

'

причем этот предел не зависит от выбора {ап} и. {т*}, то этот предел назы-
X

веется интегралом функции F и обозначается \ F (x) dx.

хо

Приведенное определение применимо, в частности, к производной Рг{х)
оператора Р: X-*-Y. Будем говорить, что па множестве ЯсХ для
оператора Р справедлива формула Ньютона — Лейбница, если Р'[рс) существует при
всех seQh

Р(*0 + Д*)-.Р(*0)= j P'(x)dx
"о

для всех Дя таких, что 10 +^ай
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Мы пе будем приводить условий, когда справедлива формула Ньютона —
Лейбница, предоставляя читателю самому сформулировать достаточное

условие, исходя из доказательства в XVII.1.7 (ср. By л их —I, с. 372).
4.2. Предположим теперь, что X (с2)-полно. Рассмотрим уравнение

Р(х) = 0, (1)

где Р — оператор из X в У. Зафиксировав х0 е X, как и в 1.1, для решения
уравнения (1) можно использовать метод Ньютона .

•

x'n+i = 4 -[Р'{хп)Г\Р{х'п))> » = 0, 1, ...; х0
=

х0,

и модифицированный метод Ньютона

*п+г = *п - [Р'{хв)]-1(Р{хп)), п = 0, 1, ..< (2)

Мы ограничимся кратким рассмотрением модифицированного метода
Ньютона. Положим Г0 = [Р'(аг0)1—1 (нри этом мы пока требуем от Г0 только

то;- чтобы он был линейным оператором, заданным на всем У). Наряду 'о

уравнением (1) рассмотрим уравнение

<?(*) = 0, (3)
где Q — оператор из Z в W, которое будет играть роль мажорирующего
уравнения. Пусть в Z задан порядковый интервал [го, г'];

D = {х е X: | х — х0 \ ^ г' — г0}.

Теорема 1. Пусть операторы Р и Q удовлетворяют следующим
условиям:

1) на множестве D для оператора Р справедлива формула Ньютона—

Лейбница;
2) на интервале [г0, z'\ для оператора Q справедлива формула

Ньютона — Лейбница;
(о)

3) если {г„}п=г с [zQ, z'] и zn -»■ z, mo Q (z„) ->- Q (z);

4) существуют обратные операторы: Гц = [P'(#o)l^\ ваданный на всем

У, и До =? [Ф'^о)!-"1» ваданный на всем W, причем Aoe£„o(W, Z) u—До
есть модулярная мажоранта для FoJ

5) |Г0Р(а:о)|^-До<3(го);
6) "если x^D и ze [z0,' z'l таковы, что \x—x0[i£^z — z0, то оператор

I — t^jQ'(z) является модулярной мажорантой для I — TJP'(x);
7) существует решение г уравнения (3) на интервале [z„, z'].
Тогда существует решение х уравнения (1), удовлетворяющее условию

\х—х0\ ^ z — z0, к которому (о2)-сходится модифицированный процесс
Ньютона при начальной точке хо.

Если в условиях теоремы 1 уравнение (3) имеет в интервале [z0, z']
единственное решение, то уравнение (1) также имеет единственное

решение в мпожестве D.

Доказательство этих результатов можно найти в книге Вулих —I
(теоремы ХИ.5.1 и ХП.5.2).

4.3. Если функциональное уравнение решается в упорядочением про-

страпстве,*то естественно искать две монотонные последовательности,

сходящиеся к решению с разных сторон. Изложенные здесь результаты можно

трактовать как абстрактное обобщение метода С. А. ,Чаплыгина из теории
обыкновенных дифференциальных уравнений.

Рассмотрим уравнение

tf(*)=.a
.

(4)

-где U — оператор из Я-пространства X в ВР У. -
- «
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Лемма 1. Пусть выполнены следующие условия:
1) существуют хо, г'еХ такие, что

*o<<»u(*o)<0<V(*o)'
2) существует такой линейный оператор Т, отображающий X на все F,

Что если х < х < х'в, то

■

U(x'0) + T(x-x'0)<U(x)^U(xe)+T(x-x0)i (5)

8) оператор Т имеет положительный обратный Г''1.
Тогда:

о) влементы х и х^, определяемые формулами

Ч =

*о
~^Ы- < = жо

- r_l£/ (<)•
удовлетворяют неравенствам

*§<^<*i<*0. ^(*1)<0<t/«); (6)

б) если на порядковом интервале [х , х.\ уравнение (4) имеет

решение &, то ж1 < х < arx.
Доказательство. Так как 17(яо) ^ 0 и оператор Г-1 :> 0, то

Г_1?7(аго) ^ 0, откуда хг ^ хо. Аналогично хг ^ ж0. Далее,

«; - *1
-

*.
-*„+^ю - r~l2,к- *)+т'1и (хо) -

В силу правой части неравенства (5) и условия 1)

откуда х0
—

хг ^ 0. Следовательно, xQ < «x< я0и неравенство (5)
справедливо при х = х\. Отсюда

U(xl) ==S £/(*„) + Т(х, — хо) = V(xB) -ТТ-Ю{ха) = 0,

u(*o) + T(xi-<)<U(*i)<°- (7)
Далее,

*; - *i - *; - ?~1и (*о) -^1=^г« - *j-^ю-

откуда в силу (7) х%
—

хг ^0, т. е. л^ < а£.
Подставляя в левую часть неравенства (5) х*= xv получаем, что

V «) > U (х'0) + Т{х[- х'0) = U(х'0) - TT-4J (х'0) = 0.

Тем самым неравенства (6) доказаны. Нам осталось проверить справед»
ливость утверждения б).

Пусть х < х< ж0 и U(&) — 0. Тогда в силу (5)

U — ж, — S - хв + Т-Ч/(хв) — Г-'Е^Ы +T(2-xB)]S*T-1U(S) = 0,

откуда * $> arj. Аналогично устанавливается, что ж < «г Лемма докавана.
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Теорема 2. Пусть выполнены следующие условиях

1) *„<< и t/*0<0 <£/*;,;

2) если {ж„}~=1 с: [arQ, х'0] и х^-+х, mo U (xn) (^ U (аг);

3) на интервале Гаг , arQJ для оператора U справедлива формула
Ньютона — Лейбница;

4) существует такой линейный оператор Т, отображающий X на все Y,
что при всех are Га: , хА имеем [U'(x)](h) ^.T(h) при любом ЛеХ+;

5) оператор Т имеет положительный (о)-непрерывный обратный
оператор т-1.

Тогда множество решений уравнения (4), принадлежащих интервалу
Гаг . аг 1, не пусто и среди них есть наименьшее х* и наибольшее аг**.

При втом, если злементы хп и хп определены рекуррентными
формулами

х„ = аг„_, — Т-Ч](хп-Х),

mo xn f x* и х'п | x**.

Доказательство. Покажем, что операторы U и Т удовлетворяю!

условиям леммы 1 на каждом интервале pn, arnJ.
Докажем, что при любых х, х и х' таких, что ж0 ^ х <^ х^ х < xQt

справедливо перавенство, аналогичное (5):

U(x') +T(x — x')*Z 17 (аг) «S U(x) +T(x — x). (9)
Действительно, используя .условие 3) и определение интеграла,

получаем

я х

U(x) — U&)= J" V (ar) dx < [тах=Т(х — х),
^г XX

-г —г

X X

U(x')—U(x) = (V (*)<&< \тах=Т(х' — х),
X X

откуда и следует перавепство (9).
. Используя перавенство (9) и условие 1), по индукции убеждаемся, что

при любых - хп и х'п выполнены условия леммы 1, откуда

Так как X— Я-простраиство, то существуют ar* = supa:n, я;** =»

«• inf хп, причем хп\ х*, хп I х**. Переходя к (о)-пределу в формулах
(8), учитывая 2) и 5), получаем Т~Ч7(х*) = T~4J(x**) — О, откуда

U(х*) = 17 (ат**) = О,

т. е. аг* и ж** — решения уравнения (4). Кроме того, в силу леммы 1 любое

решение 2 уравнения (4), содержащееся в [а: , х'А, удовлетворяет *п<
^ а:< хп при всех п. Поэтому х* ^Ж ^ аг**. Теорема полностью доказана.

Дальнейшие результаты об общении Чаплыгина и приложении этого

метода даны в книге Курпель, Шувар,
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— вещественная 78

Гиперподпрострапство 77

Гомеоморфизм 22

Гомсоморфные пространства 17
Гомоморфизм нормированных прост»

•

ранств 129, 458
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Комплексификацип 483
Комплексное расширение оператора 484
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— ортогональные 162
— отделимые 106
— равные 13
— строго отделимые 106
— (ц)-дизъюнктные 57
Множество 13
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— всюду илоткое 21

—второй категории 21
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Непрерывное отображение 21, 22
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— Юнга 147
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— билинейного оператора 656
— евклидова 121
•— линейного оператора 176
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— замкнутая, абсолютно выпуклая 92

выпуклая 02
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Образ 14

Объединение 14

Окрестность 18

Оператор 174, 191

—, абстрактная норма 410
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пространстве) 221

(в ВР) непрерывный 366
— порядково ограниченный 367
— •— иепрсрыппый 367

о-нспрсрывным 367
— регулярный 366
— с абстрактной нормой 410
— самосопряженный 186
— сжатия 609

Операторная функции 339, 357
Операторный полином 222, 337

Опорный функционал 107
Ортогоналиэация 165
Ортогональная еумма Z29, 231
Ортогональное дополнение 162, 230
Ортогональные полиномы 167

.

— проекторы 227
Отделимое пространство 23

Отображение 14
— взаимно однозначное 14
— гладкое 613
— компактное 623
— линейное 75
— многозначное 637

замкнутое 638

полунепрерывное сверху 638
— на 14
— непрерывное 21, 22
— обратное 14

Пара векторных пространств в

двойственности 109

Пересечение 14
Перманентный метод суммирования 279
Подмножество 13
Подиаправление 17
Подпространство метрического

пространства 32
— топологического векторного

пространства 89

пространства 18
— В-пространства 122
Покрытие 25
Полиномы Бернштсйна 262
— Лагерра 168
— Лежандра 168
— Чсбышёва 168
— Эрмита 168
— Яноби 168
Полная система элементов 164
Полное метрическое пространство 35
— ТИП 96
Положительный оператор (в

гильбертовом пространстве) 221
Полоса 3G1
— главпвя ЗВ2
— существенной положительности 370
Полуиетрика 300
Полунорма 80
Поляра 113
Пополнение Коши 36
— метрического пространства 37
— нормированного пространства 123
— ТВП 97

Порядок 15

Последовательность, сходящаяся в себ*
35

—, убывающая вбок к нулю 384
— фундаментальная 35
Почта всюду (п. в.) 57
Предел 22
— Банаха 87
Приближенное уравнение 523
Принцип сгущения особенностей 266
Проблема моментов 259
— — степенная 260
Продолжение 82

Проектор 130
— в гильбертовом пространстве 197
— на полосу 361

Произведение пространств с мерой 6t
Производная Гато 646.
— обобщенная 449
—

оператора 646
порядка п 655

— отображения 613
— Фреше 594, 646
— функционала 578
Прообраз 14
Пространство Лоренца 152
— Марцинксвича 152
— Орлича 146
— С мерой 51
— со скалярным произведением 157

смешанной нормой 408
— типа Ш 241
— Харди 156
Прямое произведение банаховых прост»
ранств 670

множеств 14
топологических пространств 29

Равенство Парсеваля 170
Разбиение единицы 352
— множества 15
Разложение единицы 352
— Жордана 52
— Лебега 60
— Хана 52
Размерность 73
Разность (множеств) 15
Ранг характеристического значения 488
Распространение оператора 238, 240
Расстояние 30
— между множествами 31
— от точки до множества 623

Регулярное значение 343, 487
Резольвента 492
Резольвентное множество 487
Рефлексивное В-пространство 236
Решетка банахова 377
Рсшсточно-нормированное

'

пространство

Ряд 123
— Неймана 217
— Фурье 169

Самосопряженный оператор 196
Свойство прямой суммы 69
Секпепциально полное ТВП 96
Сепарабельность 21, 39
Сеть 16
Сильная производная 646
Симметрическая разность 15
Система элементов вамкнутая 170
—'— минимальная 233

ортогональная (ортонормироваи-
пап) 164

полная 164
Слабая вторая производная 661
— компактность 234



ПРЕДМЕТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ 74»

Слабая проиилоднап 646
— топология 109, 234
Слабо секвенциально полное В-простран-

ство 283
Собственное значение (число) 829, 488
— подпространство 329
Собственный элемент 329, 488
Согласованные множество и фупкция

404
Сопряженное пространство 106
— уравнение 464
Сопряженный оператор 195, 323
— элемент 488

Спектр 340, 487
•

Спектральная функция 344
Спектральный радиус 496
Средняя фупкция 312
Срезка функции 54
Стратегия 640
— оптимальная 641

Строго выпуклое В-пространство 594
Субградиент 603
Субдифференциал 603
Супремум 16
Сходимость в среднем 142
— операторов 221
—'по мере 57

Сходимость почти всюду 57

Теорема Алаоглу — Бурбаки 117
— Амемия 379 .

— Ариела — Асколи 47 V
— — Банаха 461
— Банаха — Штейнгауаа 266
— Бирмана 579
— Врауэра 621
— Гельфанда 318
— Гротендика 238, 380
— Гюнтера — Кг она 567
— Данфорда — 11еттиса 416
— Егорова 58
— Иосиды— Хьюитта 382
— Какутани 638
— Канторовича — Вулиха 416
—'Колмогорова 1-20, 316
— Крейна — Мильмана 108
— Крейна — Шмульяна 238
— Лебега 59
— Леви 59 ■Л
— Лозинского — Харшиладзс 275
— Ломоносова 518
— Лузина 62
— Макни — Аренса 117
— Мысовских 697
— Накано — Амемия — Мори 250, 388
— о минимаксс 641

неявной функции 671

полноте 567
— Огасавара 391
— Радона — Никодима 60
— Сегё 268
— Соболева — Кондрашова 448
— Стоуна — Вейерштрасса 153
— Теплица 279
— Тонелли 61
— Хана — Банаха 82, 104, 231
— Харрик 567
— Хаусдорфа 46, 261
— ПТаудера 627
— Шура 292
— Эберлейна — Шмульяна 284
Топологическое векторное пространство
(ТВП) 88
— пространство 17

компактное 25

метризуемое 31
сепарабельное 21

— — хаусдорфово (отделимое) 23

Топология 17
— ипдуцированная 18
— Макки 117
—, порожденная семейством полунорм

102
— равномерной сходимости 115
—, согласующаяся с двойственностыо-

109
'—, сравнение 18
Точка внутренняя 18
— предельная множества 20

направления (последовательности).
25
— прикосновения 20
— стационарная 596
— экстремальная (крайняя) 108
Транспортная задача 264

Унитарное пространство 158
Упорядоченное множество 15
Уравнение замкнутости 170
— второго рода 473
Условие (А) 139, 382, 529
— (Ав) 382
— (В) 140, 382
— (В,) 382
— (С) 140. 382
— (Св) 382
— As 150
Условие Гёльдера 149
— Липшица 49, 597

с показателем 49

Усреднение по Стсклову 312
Устойчивость 675

Фактор-пространство 75, 128
Формула конечных приращений 649
— механических квадратур 268
— Ньютона — Лейбница 728 *
Фредгольма альтернатива 481, 506
Фундамент 360
Фундаментальная система окрестностей

18

Фундаментальное пространство (ФП>

Функционал линейный (см. также

Оператор) 75

вещественный 76
■ порпдково непрерывный 245, 367

о-непрерывннй 367
Функционал линейный сингулярные 368

существенно положительный 371
— Минковского 81
— полунепрерывный снизу 396
Функция измеримая 52
— калибровочная 80
— конечнозпачная. 53
— множества абсолютно непрерывная 59>

аддитивная 51

неотрицательная 51

регулярная 62

сипгуляриап 60

ечетно-аддитивпая 51
— ограниченной вариации 155, 258
— однородная 80
— положительно однородная 80
— полуаддитивная 80
— почти равномерно непрерывная 432'
— сингулярная 59
— суммируемая 54, 56
— существенно ограниченная 142

Характеристическая функция 15

Характеристический элемент 836

Характеристическое значение 336, 487,.
616
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Харантеристичссиое множество 487

Хаусдорфово пространство 23

-Цеитрпрованная система множеств 25

.Цепь 16

Частная производная 670

Шар замкнутый 30
— открытый 30

Эквивалентные базисы 20
— нормы 122, 462
— последовательности 36
— функции 57
Элемент максимальный 16
— минимальный 16
— наибольший 16
— наименьший 16
— «усеченный» 541
•Элементы дизъюнктные 135, 360
— ортогональные 162

УКАЗАТЕЛЬ

Ядро интегрального оператора 899
повторное (итерированное)

— отображения 75
— типа потенциала 433
— уравнения 473
— усреднения 312
К-пополнсние 362
К-пространство 361
— банахово 377
— нормированное 377
— расширенное 365
Ке-нространство 361
ДВ-пространство 389
JV-функция 146

*

JV-функция дополнительная 146
(о)-рефлексивное пространство 369
(о.)-сопряженное пространство 368
(о)-сходимость 362
(оо)-сходимость 362
Pi-пространство 243
(г)-пходимость 360
е-сеть 43
(|х)-разбиение 57
о-алгебра 50
(*)-слаоая топология 234



УКАЗАТЕЛЬ ОБОЗНАЧЕНИЙ

Пространства

R" 30 La 94 V 155

С" 30 Lp(T, 2, ц) 142 Нр 156
С (Я) 32 />(#) 143 С (D) 157
С [о, Ь] 33 />(«, Ь) 143 - CW(D) 157
* 33 IP 144 Я 157

С<'>Г«, 61 34 с0 145 Ьа (2, ц) 252

««■(Г) 40 с 145 гса(Я) 257

Lip a 49, 429 <р 145 Lip'(tf) 304

S{T, 2, ц) 63 #146 С„,(0 364
5(«' ь> 66 Го „« rVa 401
S(D) 67 L^146 £* я

К- 71 LM 146 WJJ» 448
«(Г) 93 Ям 149 W(0452
C(R') 94 ДГ(*) 152 р

ЯК Ь] 94 Л(гр) 152 ТГ2Г 456

Другие обозначения

Кг (хо) — открытый шар радиуса е с цептром в х0 30
Ве(хо) —замкнутый шар радиуса е с центром в х0 30'

М п
— срезка функции 54

Ру
— функционал Мипковского миожества U 81

sign Ц — «знак» числа 81

d — знак дпзъкшктностп 360

IY] — проектор на полосу 361

ха->-х, х = (о) — lim ха
— (о )-сходимотсь 362

хп—*-х, х «я (са) — lim xn
— (ос)-сходимость 362

Хп —

пространство (о.)-непрерывных функционалов-
368

\U\ — модуль оператора 399

X[Y] —пространства со смешанной нормой 408

\х\
— абстрактная норма 410, 727



УКАЗАТЕЛЬ СОКРАЩЕНИЙ

БИП банахово идеальное пространство 136

БР бапахова решетка 377

БФП банахово фундаментальное пространство 136
ВР векторная решетка 359

ИГТ идсальпое пространство 135

•ЛВП локально выпуклое пространство 100

НИП .нормированное идеальное пространство 136

HP нормированная решетка 377.
НФП пормировапное фупдамептальвое пространство 136

(о) сокращение для слова «порядковый» 139

п. в. почти всюду 57

ТВП топологическое векторное пространство 88

•ФИ фундаментальное пространство 135


